MATERIAL FOR ANDRA KURSPROVET (Analys I).

Detta dr 6vningsmaterial for andra kursprovet i Analys 1. Provomradet utgors
av senare delen av kursen fran och med grinsvirdet av funktioner till slutet
av kursen. Denna samling av uppgifter forscker ge en noggrannare bild av de
centrala fardigheterna.

1. Visa pa basen av definitionen av griansvirdet fér en funktion att
lim 2® = 27.
z—3

2. Visa pa basen av definitionen av gransvérdet for en funktion att

r+1 4

lim = .
3. Visa pa basen av definitionen av gransvérdet for en funktion att pastaendet

z+1 5

lim =
z—32x + 1 6

inte géller.

4. Visa med hjélp av definitionen av gransvérdet for en funktion att

-2 1
lim Vo =

z—4 x —4 4°
Tolka resultatet som en derivata.

5. Visa pa basen av definitionen av grinsvirdet och av kontinuiteten for en
funktion att funktionen f som satisfierar f(x) = 2% — 3z for varje z, ir
kontinuerlig i punkten =z = 2.

6. Visa pa basen av definitionen av grinsviirdet och av derivatan for en funk-
tion att funktionen f som satisfierar f(z) = x? — 3 for varje z, ér deri-
verbar i punkten x = 2.

7. Anta att |f(z)| < 2 for varje x €] — 1, 1[. Definiera funktionen
g ] — 1,1[— R med villkoret g(z) = zf(z).Visa att ¢g & kontinuerlig i
punkten x = 0.

8. Anta att |f(z)| < 2 for varje x €] — 1, 1[. Definiera funktionen
g ] — 1,1]— R med villkoret g(z) = zf(x). Visa att g &r deriverbar i
punkten x = 0.
9. Bestam
523 + 22 + 3z
lim —————
x—1 31172 —+ 2z + 1
pa basen av kursens satser.
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Visa pa basen av definitionen av griansvirdet och av derivatan for en funk-
tion att funktionen f :]0,3[— R, for vilken

z+1
fa) =215
for varje x €]0, 3[, dr deriverbar i punkten z = 2 samt att f'(2) = —2.

Anta att lim,_,4 f(x) = 7. Visa pa basen av definitionen av griansvérdet
for en funktion att lim,_o f(2%) = 7.

Visa pa basen av definitionen att

29
lim :1:2 =1.
z—oo T4 4 1
Visa pa basen av definitionen att
.+ 7
lim = —00.

Anta att f:] —1,1[— R satisfierar villkoren f(0) =0 och f’(0) = 2. Visa
att det finns ett sadant h > 0 att for varje = géller: om 0 < x < h, sa ar

1

1

Det 16nar sig att rita en bild!

Visa med hjilp av Bolzanos sats att ekvationen e” = sin x har atminstone
en l6sning. Motivera noggrant!

Betrakta funktionen f: R — R,

sin(z”
() = ).
Visa att det finns ett storsta virde bland de viarden som f antar. Tips:
sok forst en punkt dér dar f far ett positivt vérde.

Betrakta funktionen f: R — R,

sin(x7)

fla) = S5

Visa att det finns ett minsta virde bland de vérden som f antar.

Definiera f : R — R med ekvationen f(z) = 2%|z|. Fér vilka z existerar
derivatan f'(z)? For vilka z existerar andra derivatan f”(x)? For vilka x
existerar tredje derivatan f"'(xz)?

Derivera /In(z? + 3).
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Betrakta funktionen f : [0,2] — [1,5] for vilken f(x) = 2% + 1 for varje
x € [0,2]. Visa att f har en stringt vixande (kontinuerlig) och deriverbar
invers funktion g :]1,5[—]0, 2[. Bestdm ¢'(2).

Betrakta funktionen f :]0, 7[— R, for vilken f’(1) =2 och f’(3) = 5. Visa
att det finns ett tal a i intervallet |1, 3[ for vilket f’(a) = 4. Det lénar sig
att studera funktionen som definieras av ekvationen g(x) = f(x) — 4x.

Visa noggrant att funktionen f inte &r deriverbar i punkten x = 0, om
f(0)=0o0ch f(z) = xsin% da z # 0.

Anta att f/(1) = 2. Bestdm gransvirdet

o LA —f (=)
h—0 h

Vilken slutsats kan man dra om derivatan till funktionen f(z) = z* av

likheten (z + h)* = x* +423h + 622h% + 4zh® + h* pa basen av derivatans
karakteriseringssats (Sats 7.1)7

Anta att funktionen f dr kontinuerlig i intervallet [1,3] och deriverbar i
intervallet |1,3[. Anta dessutom att det for alla x €]1,3[ géller att 0 <
f/(z) < 1. Vad vet man om viirdet f(3) om f(1) =57

Anta att funktionen f &r kontinuerlig i intervallet [1,3] och deriverbar i
intervallet ]1,3[. Anta dessutom att det for alla = €]1,3[ géller att 0 <
f'(z) < 1. Vad vet man om virdet f(1) om f(3) =57

Anta att funktionen f : [0,1] — R ér kontinuerlig i intervallet [0, 1] och
deriverbar i intervallet ]0,1[. Anta att f(0) = 7 och att det for varje
x €]0,1] giller att © < f'(z) < 1. Vad vet man pa basen av detta om
virdet f(1)? Tips: hjilpfunktionen g(z) = f(z) — 22? &r anvéindbar.

Visa med hjilp av medelvirdessatsen att for alla x géller att
|cosz — 1] < |x).
(Kom ihag att cos0 = 1.)

Anta att f : R — R &r kontinuerlig och deriverbar. Anta dessutom att det
for alla = géller att |f/(x)] < 7. Ge exempel pa ett sadant tal § > 0 att for
alla z,y € R giller: om |z —y| < 4, sa &r | f(z) — f(y)| < 77190,

Undersok eventuella storsta och minsta virden samt lokala extremvéirden
hos funktionen f: R — R, dér

4

7

T) =4 ———
for all z € R. Tips: det 16nar sig att notera att det ricker att stude-
ra funktionen innanfér rotuttrycket samt beteckna t = 2. Motivera din

16sning!
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Anta att A > 0 och att funktionen f :Jzg — h, 2z + h[— R &r kontinuerlig
i intervallet Jzg — h,xo + h[ och deriverbar i intervallen zg — h,xo[ och
o, zo+h[. Anta dessutom att lim, ., f'(x) = limy_,0+ f'(2) = A € R.
Visa att f dr deriverbar i punkten z¢ och att f'(xg) = A. Tips: tillimpa
medelvirdessatsen pa differenskvoten.

Anta att h > 0 och att funktionen f :Jxg — h,x9 + h[— R dr deriverbar i
intervallet |zo—h, zo+h[. Anta dessutom att |f/'(z)] < 7dazg—h <z < x0
eller zp < & < 29+ h. Visa att |f/(x0)| < 7.

Anta att h > 0 och att funktionen f :Jzg — h,zo + h[— R &r kontinuerlig
och deriverbar i intervallet |xg — h, 2o + h[. Anta dessutom att

lim f'(z)=A och lim f'(z)=B.

T—To— T—xo+
Visa att f/(x0) = A = B.
Visa att for alla = > 0 géller att In(x +1) < z.

Visa att for alla « > 0 géller att In(x +1) >z — ’”—22

Formar du jamfora In(z+1) och z— %—l—%g pa samma sétt som i foregaende
uppgifter, da > 0?7 Kan du hitta en allmén regel?

Visa att for alla x > 0 géller cosz < 1— ‘””—224—‘;—1. (Fjérde derivatan hjélper.)

Betrakta den funktion i intervallet ]0,2[ som definieras av ekvationen
f(x) = 2*. Bestiim dess lokala extremvirden. Noggranna motiveringar!

Betrakta funktionen f :]0,00[— R diir f(z) = e~2 sin(v/3z). Utred dess
lokala extremvirden. Vad hander med funktionen da x — oo?

Undersok krokningen (dvs. konvexitet eller konkavitet) av funktionen f i

R, dér f(z) = V1422 for z € R.



