PURTAVAA TOISTA KURSSIKOETTA VARTEN

Tésséd harjoittelumateriaalia toista kurssikoetta varten. Koealue on kurssin
jélkipuolisko funktion raja-arvosta kurssin loppuun. Téma tehtdvasarja yrittasd
tarjota tarkempaa kuvaa térkeisté taidoista.

1. Osoita funktion raja-arvon mééritelman avulla, ettéd

lim 23 = 27.
r—3

2. Osoita funktion raja-arvon mé#ritelmén avulla, ettd véite

r+1 4

lim =
z—32x + 1 7

on tosi.
3. Osoita funktion raja-arvon mééritelmén avulla, ettéd viite

rz+1 5

li -
3% +1 6

on epétosi.
4. Osoita funktion raja-arvon méaritelmén avulla, ettd

-2 1
limL:

rx—4 I — 4 4 ’
Tulkitse tulos derivaattana.

5. Osoita funktion raja-arvon ja jatkuvuuden mééritelmén perusteella, ettd
funktio f jolle kaikilla x pitee f(x) = 22 — 3z, on jatkuva kohdassa z = 2.

6. Osoita funktion raja-arvon ja derivaatan mééritelmén perusteella, ettd
funktio f jolle kaikilla = piitee f(z) = 2% — 3z, on derivoituva kohdassa
T =2.

7. Oletetaan, ettd |f(z)] < 2 kaikilla x €] — 1, 1[. M&éritelldan funktio
g :] — 1,1[— R ehdolla g(x) = zf(x). Osoita, ettd g on jatkuva kohdassa
z = 0.

8. Oletetaan, ettd |f(x)| < 2 kaikilla z €] — 1, 1[. Mééritelldén funktio
g:] — 1,1]— R ehdolla g(z) = 2% f(x). Osoita, etti g on derivoituva koh-
dassa z = 0.

9. Selvitd kurssin lauseiden perusteella

bt 422+ 3z
lim —————————,
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Osoita funktion raja-arvon ja derivaatan mééaritelmien avulla, ettd funktio
f:]0,3[— R, jolle pétee kaikilla = €]0, 3[, ettd

z+1
floy= 252
on derivoituva kohdassa = = 2 ja ettd f/(2) = —2.

Oletetaan, ettd lim,_.4 f(x) = 7. Osoita funktion raja-arvon méiritelmén
avulla, ettd lim, o f(2%) = 7.

Osoita médritelmén perusteella, etté

29
o 2
z—o0 x° + 1
Osoita méaritelmén perusteella, etté
T +T
lim = —00.

rx—T7T— I — 7

Oletetan, etti f :]—1, 1[— R toteuttaa ehdot f(0) = 0ja f'(0) = 2. Osoita,
ettd on olemassa sellainen h > 0, ettd kaikilla x pétee: jos 0 < z < h, niin
(2 — tgrw) < f(z) < (2+ 1grow)z. Kannattaa piirtds kuval

Osoita Bolzanon lauseen avulla, ettd yhtalolld e* = sinz on ainakin yksi
ratkaisu. Huolellinen perustelu!

Tarkastellaan funktiota f : R — R,

sin(x”
o) =3

Osoita, ettd niiden arvojen joukossa, joita f saa, on suurin. Vihje: etsi
ensin kohta, jossa f saa positiivisen arvon.

Tarkastellaan funktiota f: R — R,

sin(x7)

r)=——=.
fla) = S5

Osoita, ettd niiden arvojen joukossa, joita f saa, on pienin.

Méiritelldiéin f : R — R yhtélolld f(x) = 2?|z|. Milli x on olemassa
derivaatta f’'(x)? Entd toinen derivaatta f”(x)? Entd kolmas derivaatta
7 ()?

Derivoi /In(z2 + 3).

Tarkastellaan funktiota f : [0,2] — [1,5], jolle pitee f(z) = 2+ 1 kaikilla
€ [0,2]. Osoita, ettd silld on aidosti kasvava (jatkuva) ja derivoituva
kadnteisfunktio g :]1, 5[—]0, 2[. Maaritd ¢'(2).
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Tarkastellaan funktiota f :]0,7[— R, jolle pitee f'(1) = 2 ja f/(3) = 5.
Osoita, ettd vililla ]1,3[ on luku a, jolle f'(a) = 4. Kannattaa tutkia
yhtilolld g(x) = f(z) — 4z méiriteltyd funktiota.

Osoita tarkasti, ettei funktio f ole derivoituva kohdassa x = 0, jos f(0) =0
ja f(z) = zsin 1 kun z # 0.

Oletetaan, ettd f'(1) = 2. Selvité raja-arvo

o SR == 1)

h—0 h

Miten yhtélostd (z + h)* = 2 + 423h + 622h? + 42h3 + h* voidaan karak-
terisointilauseen avulla p#itelld funktion f(x) = z* derivaatta?

Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva vélilla [1,3] ja derivoituva vililld
11, 3. Oletetaan lisiksi, ettd kaikilla « €]1, 3] pdtee 0 < f'(z) < 1. Mitd
tiedetddn arvosta f(3), jos f(1) =57

Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva vililla [1,3] ja derivoituva vililli
]1,3[. Oletetaan lisdksi, ettd kaikilla « €]1,3[ patee 0 < f'(z) < 1. Mitd
tiedetééin arvosta f(1), jos f(3) =57

Oletetaan, ettd funktio f : [0,1] — R on jatkuva vilillad [0, 1] ja derivoi-
tuva vélilld ]0, 1[. Oletetaan, ettd f(0) = 7 ja ettd kaikilla x €]0, 1 pétee
x < f'(z) < 1. Mitd tiedetdén tdméin perusteella arvosta f(1)? Vihje:
apufunktiosta g(z) = f(x) — 322 on iloa.

Osoita viliarvolauseen avulla, etté kaikilla = pétee |cosz — 1| < |z|. (Kan-
nattaa muistaa, ettd cos0 = 1.)

Oletetaan, ettd f : R — R on jatkuva ja derivoituva. Oletetaan lisdksi, ettd
kaikilla x pétee, ettéd |f’'(z)| < 7. Anna esimerkki sellaisesta luvusta ¢ > 0,
etti kaikilla z,y € R pitee: jos |z — y| < 4, niin |f(x) — f(y)| < 77190,

Tutki funktion f : R — R mahdollisia suurimpia ja pienimpié arvoja seki
lokaaleja dériarvoja, kun

4

f(z) = 7:1087—1—1

kaikilla z € R. Vihje: kannattaa huomata, etta voi tarkastella juuren alusta
ja merkitd ¢ = z2. Perustele ratkaisusi!

Oletetaan, ettd h > 0 ja ettd funktio f :Jzo — h, o+ h[— R jatkuva vililla
Jzo — h, xo + h[ ja derivoituva véleilld |zg — h, zo[ ja |zo, xo + h[. Oletetaan,
lisiksi, ettd limg .0 f'(2) = lim,_ 44 f'(z) = A € R. Osoita, ettd f on
derivoituva kohdassa g ja ettd f'(xg) = A. Vihje: sovella viliarvolausetta
erotusosamairian.
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Oletetaan, ettd h > 0 ja ettd funktio f :Jzg — h,zo + h[— R derivoituva
vélilld Jxg — h,xo + h[. Oletetaan, lisidksi, ettd |f'(z)| < 7 kun g — h <
x < xp tal zg < & < xg + h. Osoita, ettd |f/(xo)| < 7.

Oletetaan, ettd h > 0 ja ettd funktio f :Jxg — h,zo + h[— R jatkuva ja
derivoituva vililla

Jzo—h, xo+h[ Oletetaan, lisiksi, ettd lim, ., f'(z) = Ajalimgy 0+ f/(z) =

B. Osoita, ettd f'(zg) = A= B.
Osoita, ettd kaikilla = > 0 pétee In(z 4+ 1) < z.

Osoita, ettd kaikilla = > 0 pétee In(x + 1) > o — %2

Osaatko verrata edellisten tehtédvien tapaan arvoja In(z+1) ja x — "”—22 + %,

kun z > 0?7 Keksitko jatkoa?

Osoita, ettéd kaikilla > 0 pétee cosz < 1 — “”2—2 + %. (Neljds derivaatta
on avuksi.)

Tarkastellaan yhtdlslla f(xz) = «® joukossa ]0,2[ médriteltyd funktiota.
Selvité sen lokaalit dériarvot. Huolelliset perustelut!

Tarkastellaan funktiota f :J0,00[— R missd f(z) = e =27 sin(v/3z). Selviti
sen lokaalit ddriarvot. Mitd tapahtuu funktiolle kun x — co?



