Geometria, erilliskoe to 17.11.2011, ratkaisut ja arvostelukommentit (kuvat sivulla 3).
Jarjestaja: Jouni Luukkainen (vastaanotot D319 ti 9-11 ja pe 9-10; laskupaja D337 to 14-16)

Teht. 1. Elementa. Piirréd suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta tdmén suoran suuntainen suora.

Ohje. Kyseessa on Elementan lause 1.31. Ratkaisussa saa kayttda Eukleideen postulaatteja P1-P4 ja Ele-
mentan lauseita 1.1-1.28.

Ratk. Olkoon [ suora ja P piste, jolla P ¢ [. Valitaan suoralta [ piste Q. Olkoon m suora PQ. Olkoon a
jokin suorien [ ja m rajaamista kulmista. Siirretddn Elementan lauseen 1.23 nojalla kulma « pisteeseen P
kulmaksi £ niin, ettd kulman [ toisena kylken& on suora m ja ettd kulmat « ja 8 ovat samankohtaiset, toisin
sanoen, joko suora m on niilld molemmilla vasempana kylkena tai suora m on niilld molemmilla oikeana
kylkené. Olkoon suora n kulman f toinen kylki. T&lloin Elementan lauseen 1.27 tai lauseen 1.28 nojalla on
n || I. Ks. kuva sivulla 3.

Arvostelusta. Oli kiytettdva harppia ja viivainta niin, ettd piirtdmisen vaiheet olivat piirroksesta selvésti
erotettavissa, ellei sitten néitd vaiheita selvitetty myds sanallisesti.

Teht. 2. Hilbertin aksioomat. Todista Paschin lause: ”Jos ABC on kolmio ja [ suora, joka leikkaa sivua
AB pisteiden A ja B valissa olevassa pisteessa, niin suora [ leikkaa sivua AC tai sivua BC.”

Ohje: Todistuksessa voit kayttda tietoa, ettéd jokainen suora rajaa tédsmaélleen kaksi puolitasoa ja ettéd néilla
puolitasoilla ei ole yhteisié pisteitd. Muuten todistuksen tulee pohjautua Hilbertin aksioomeihin.

Tod. puolitasoin. Voidaan olettaa, ettd suora [ vélttda kirjet A, B ja C, silld muutoin viite péatee
triviaalisti.

Oletuksen mukaan sivu AB leikkaa suoran [, joten médritelmén mukaan pisteet A ja B ovat suoran [ eri
puolilla. Olkoot t&lloin 114 > A ja I[Ip > B suoran [ rajaamat eri puolitasot. Nyt on joko C' € II4 tai
C € IIp. Voidaan olettaa, ettd C' € I14 (kuten kuvassa), jolloin siis C' ¢ IIp. Téten pisteet B ja C' ovat
suoran [ eri puolilla, joten mééritelmén mukaan suora [ leikkaa sivun BC'

Tod. aksiomein. Jos [N AC = 0 ja I N BC = (), niin maaritelmdn mukaan piste A on samalla puolella
suoraa [ kuin piste C ja piste C' on samalla puolella suoraa [ kuin piste B, jolloin aksiooman B-4 (i) mukaan
piste A on samalla puolella suoraa ! kuin piste B, mutta talldin méaaritelmin mukaan [ N AB = ) vastoin
oletusta.

Arvostelusta. Kyseessad on luennoilla todistettu tulos. Tehtdvan sanamuodon perusteella sai olettaa sita
sanomatta, ettd A, B ¢ [. Tapauksen C € [ sivuuttaminen vei 1 p. Aksiooman B-4 (ii) kdytt6 aksiooman
B-4 (i) sijasta vei 1 p.

Teht. 3. Hyperbolinen geometria. Tarkastellaan hyperbolista geometriaa. Olkoon AABC' suorakulmai-
nen tasakylkinen kolmio. Yhdistetdan suoran kulman karki B vastaisen sivun keskipisteeseen D. Osoita,
ettd |BD| < |AD|.

Ratk. Kolmiot AABD ja ACBD ovat yhtenevit (Elementan lause 1.8: S-S-S), joten ZABD = ZCBD ja
ZADB = ZCDB eli siis ZABD = R/2 sekii ZADB = R. Hyperbolisessa geometriassa kolmion kulmien

summa on pienempi kuin 2R, joten kolmiosta AABD saadaan, ettd ZA < R/2. Taten LA < LABD. Viite
|BD| < |AD| seuraa nyt Elementan lauseesta 1.19.

Teht. 4. Kartioleikkaukset. (a) Etsi paraabelin y = 322 polttopiste ja johtosuora.

(b) Olkoot Py = (x1,32%) ja P» = (x2,3x3) tdmin paraabelin kaksi eri pistetti. Méirité paraabelin jinteen
P, P, yhtalo. Maarita lukujen 1 ja xo avulla ehto sille, ettd janne kulkee paraabelin polttopisteen kautta.
Ratk. (a) Tietysti paraabelin huippu ja akseli ovat piste (0,0) ja suora = 0. Paraabelin polttopiste
ja johtosuora ovat titen (0,a) ja y = —a luvulle a > 0, jolla paraabelin yhtilé on 22 = 4ay. Koska
y = 322 <= 22 = y/3, ehto on 4a = 1/3 eli a = 1/12. Vaihtoehtoisesti voitaisiin lihteid miéritelmiin
eli siis paraabelin eksentrisyyteen e = 1 perustuvasta paraabelin yhtilésté |(z,322) — (0,a)| = 322 + a eli

22 + (322 — a)? = 322 + a: Neliéon korottamalla ja termi puolelta toiselle siirtiméilli saataisiin

22 = (32 4 a)? — (322 —a)?> = 62° - 20 <=1 =120 <= a = 1/12.
Téten polttopiste on (0,1/12) ja johtosuora y = —1/12.
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(b) Jénteen P, P, kulmakerroin on ———= = 3(z1 + x2) ja yhtalo siis
X1 — T2

y— 327 =3(xy +a0)(x — 21) ==y — 32 = 3(x1 + x2)r — 307 — 3120 <= y = 3(21 + x2)x — 32120

Téten janne Py P» kulkee polttopisteen (0,1/12) kautta jos ja vain jos
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T3 = ka0 = dnm < i = g

Teht. 5. Affiini geometria. Etsi affiini kuvaus t:R? — R2, joka vie hyperbelin zy = 1 hyperbeliksi
x? — 4% = 1.

Ratk. algebrallisesti. Havaitaan, ettd 2/> — 4y’> = 1 <= (2/ — 2y/)(2/ + 2y) = 1. Siis se affiini kuvaus
t:R?2 — R2, (2/,y') = t(x,y), jolle pitee (z,y) = t~1(z',y") = (2’ — 2y, 2" + 2%'), vie hyperbelin zy = 1
hyperbeliksi 2’2 — 43/ = 1. Koska

{xzx'—2y’ {x’:(x+y)/2
/ / — !
y=1a'+2y Y =(—z+y)/4

niin ¢t(z,y) = ((z + v)/2, (—x + y)/4) on vaadittu affiini kuvaus.

Ratk. geometrisesti. Hyperbelin H: zy = 1 huiput ovat (1, 1) ja (—1, —1) seké keskipiste (0, 0). Kierretdan
H origon ympiri hyperbeliksi niin, ettd huippu (1, 1) menee positiiviselle z-akselille. Olkoon siis ¢;: R? — R?
kierto kulman —/4 verran origon ympéri, toisin sanoen muunnos
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Siis ¢1 H on hyperbeli Hy: 2%/2 —y?/2 = 1.
Etsitadn sitten affiini kuvaus t2: R? — R2, joka vie hyperbelin H; hyperbeliksi Ha: 22 —4y? = 1. Hyperbelin
H, huiput ovat (£+/2,0) ja hyperbelin Hy: x? — 4y? = 1 huiput taas (41,0). Vaaditaan, etté ¢, on muotoa
ta(z,y) = (ax, By) joillain a, 8 > 0. Tallin

(@',y") = ta(w,y) = (z,y) = (¢ /o,y / B).

On oltava t3(v/2,0) = (1,0) eli @ = 1/v/2. Vaaditaan, ettd ty vie hyperbelin H; asymptootit y = +x
hyperbelin Hy asymptooteiksi y = +x/2. Tulee vaatimus, ettd suoran y = x eli suoran y'/8 = 2’/ on
oltava suora y' = z'/2 eli ettid B/a = 1/2 eli B = a/2 = 1/2v/2. Siis on oltava to(x,y) = (z/v2,y/2V?2).
Toisaalta tilloin (z,y) = (v22',2v/2y/), joten todellakin pitee, ettd 22/2 — y2/2 = 1 <= 22'>/2 — 8y/* /2 =
1< 2/ — 4y* =1 eli etté toH, = Hy.

Néin olen t = t5 o t; on vaadittu kuvaus, ja sille on

ta,y) = ta(t(2,y)) = ta((z + ) /V2, (~2 +9)/V2) = (x + 9)/2, (=z + y)/4).




