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1. Visa att matrisen
1Loe” 2%2
Y<t) = -1 62t € R
ar inverterbar for varje ¢ € R, och bestdm den inversa matrisen Y (¢)~'.

Losning: Vi borjar med att visa att den givna matrisen &r inverterbar. Detta gor
vi genom att studera dess determinant, vi vet fran linjaralgebra att en matris &r
inverterbar < dess determinant &r inte 0.

2
det <_11 22t> = — (—e*) = 2%

Nu eftersom 2e? # 0 Vt sa &r matrisen inverterbar V¢ € R. For att hitta dens invers
anvander vi en till teknik fran linjaralgebran. vi studerar sammansatta matrisen av
den och identitetsmatrisen och radreducerar den forsta:

1 21 0 - 1 e |1 0 — 1 2t
-1 2|0 1 0 221 1 0 e

1 0 -3 10 -3
0 e o1 %e 2t %e‘Qt

1 1
V()= (1 2, 1_§2>
g€ g

2. Bestdam den 16sning till DE-systemet

D
N =
o= O
N———

| N =

N[00 =
[

Dvs.

~—

Yi(t) = wa(t
Ya(t) = u(t)
som satisfierar (y1(0),42(0)) = (0, 1).

Losning: En uppgift som ganska langt liknar forra veckans uppgifter. Vi borjar med
att skriva systemet i matrisform:

(o) = (o) ()



Nu kan vi l16sa denna precis som forra veckan. Genom att forst soka egenviardena och

sedan motsvarande egenvektorer. Vi borjar med egenvérdena. Vi soker alltsa A\ sa
att:

o‘ X _)\‘(—)\) —1=X—1
<:>)\2:1<:>{)\:1
A=—1

Vi soker nu egenvektorerna:

(LA — 177
Vi skall 16sa uq och uy ur:

0-—1 1 U\ =
(o) () -oe
{—U1+U2:0<:>U1:U2

UL — U =0 up = uy

() (2) ()

Men eftersom vi igen bara vill ha en 16sning far vi vélja us = 1 och fa att

()

LL)\ — _177
Nu skall vi 16sa u; och uy ur:

(T osion) () =+

UL+ Uy =0 u; = —uy
=
U +uy =0 u = —us

() (2)()

Men eftersom vi igen bara vill ha en 16sning far vi vélja us = 1 och fa att

(1)

Nu med stod av satserna i kap 6. kommer alla 16sningar till systemet att ha formen:
1 -1 Cret — Che™
—rN t —t o 1 2
y(t) o Cle (1) T 026 < 1 ) o (C’let + 02€_t>

2



Sen har vi annu I:V:P:n kvar:

Ci—Cy\ _ (0
Gi+C)) 1
{01—0220

1
=0 =0,=-
Ci+Cy=1 P

Sa den sokta 16sningen blir:

. Los DE-systemet

7(t) = Ay(t), teR, dmA:(f _41>.

Tips: matrisen A har r = 3 som dubbelt egenvérde. S6k en andra losningsfunktion
72 (t) = 3 (v + t(A — 31)v), diir v € R? satisfierar (A — 31)?v = 0.

Losning: 1T denna uppgift far vi egenvérdena “gratis”. Vi limnar alltsa raknandet av
dessa som 6vningsuppgift at dem som dnnu ar osidkra om metoden och ndjer oss med
att konstatera att A = 3 &ar ett dubbelt egenvirde. Vi soker férst en l6sning pa nu
redan vilbekant sétt.

“) — 37

Vi skall alltsa 16sa u; och wuy ur:

2—3 —1 (51 —6
1 4—3 (5) N
—up — U =0 up = —us
U +us =0 up = —uy

— u = = = U2
U2 U9 1
Men eftersom vi bara &r intresserade av en l6sning sa kan vi vélja us = 1 och fa

egenvektrorn som:
-1
1

Nu for att bilda ett fundamentalsystem sa maste vi hitta en till 16sning till systemet
som &r linjért oberende med den forsta vi hittade. Vi foljer tipset och bérjar med att



soka en vektor som satisfierar (A — 37)%v = 0:
2—-3 -1 -1 -1
(A_3I>—< 1 4—3)—(1 1)
Capez_ (1 -1 -1 -1\ (0 0
(A 31)_<1 1)(1 1)_<O O)
Nu skall vi alltsa hitta en vektor v som satisfierar
00 U1
0 0 (%)

Dessutom sa maste v # 0. Ganska trivialt ser vi att vi kan viilja ¥ som vad som hellst
sa linge som det inte &r samma som redan hittade egenvektorn w. Vi véljer alltsa:

(-0

Nu blir alltsa andra l6sningen till systemet (enligt uppgiftens tips):

1 -1 -1\ /1
_ 3t~ _aTVa) o3t _
yo(t) = e (v +t(A—-31)v) =e¢ ((1)+t<1 1) (1))
1 -2
3t _
() +(5)-
1+2¢t
Vilket alltsa &r en losning till systemet (verifierande av detta lamnas at den intres-
serade ldsaren) samt linjart oberende med den forsta losningen

yi(t) = e (_11>

Detta foljer av satserna i kompendiet, men kan &dven verifieras med att rdkna ut
Wronskis determinant for 16sningarna (som inte far va 0 for att vektorerna skall vara
linjirt oberende). Vi kan alltsa bilda ett fundamentalsystem for systemet och dra
slutsatsen att alla 16sningar kommer att ha formen:

ylt) = Cre ( 1 ) + Cee (1+2t> —° ( Ci + Co(1 + 2t)
4. Los DE-systemet

Vi) = (t) — va(t)
Yo (t) = 5ya(t) — 3ya(t)



med hjélp av elimineringsmetoden.

Losning: Sen lite alternativa sétt for att losa ekvationssystem. Detta byger pa ma-
nipulation av de enskillda ekvationerna. Fran forsta ekvationen far vi genom att
derivera att:

yi(t) = n(t) — y2(t) = yi(t) = y1(t) — v5(t) & yo(t) =y (t) — yi (t)
Yi(t) = p1(t) — 12(t) © va(t) = () — 3 (t)

Dessa kan vi nu substituera in i andra ekvationen och fa:

Yo (t) = 5y1(t) — 3ya(t) =
yi(t) — vy (t) = 5yi(t) — 3(ya(t) — v (t ) &
yi () + 295 (1) + 2y1(t) =

Dvs. y;(t) uppfyller en andra ordningens D.E med konstanta koefficienter. Dessa kan
vi redan 16sa. Vi soker tillnést rotterna till karakteristiska polynomet:

P22 +2=0&r=—-1+i

Vi hittade alltsa ett komplext par av rétter. Som vi redan vet sa betyder detta att
fundametalsystemet for den andra ordningens D.E:n vi haller pa att 16sa utgors av:

{e~tcos (t),e 'sin(t)} sa vi kan dra slutsatsen att:
y1(t) = Cre " cos (t) + Che ' sin (t) = e *(C cos(t) + Cysin(t)) =
Yy (t) = —eH(Cy cos(t) + Cysin(t)) + e *(—Cy sin(t) + Cy cos(t)) =
—t

e ((02 C’l) cos(t) — (Cy + Cy) sin(t))

Nu kan vi anvidnda detta och att vi redan vet att yo(t) = y1(t) — v (t) for att 16sa

Ya(1):

Ya(t) = yi(t) — 1 (t) = e7*(Cy cos(t) + Cysin(t)) — (e7'((Cy — C1) cos(t) — (Co + Cy) sin(t))) =
(201 — Cy) cos(t) + (2Cy + C4) sin(t)

Nu har vi alltsa hittat bade y; () och yo(t) och darmed 16st uppgiften:

y1(t) = e H(Cy cos(t) + Cysin(t))
yo(t) = e H((2C) — Cy) cos(t) + (2C5 + C1) sin(t)

5. Los det non-homogena linedra DE-systemet



genom formeln for variering av konstanterna. Tips: motsvarande homogena DE-
system 16stes i uppgift 5:1 och inversen Y (¢)~! till en fundamentalmatris Y (¢) bestimdes
i uppgift 6:1.

Losning: Vi borjar med att skriva systemet i matrisform:

() = (1) Ga) ()

Nu, som tipset ndmner sa har vi redan tidigare 16st motsvarande homogena system.
Dess losningar har alla formen:

— o 1 i 1 - Cl _'_ CQ@Qt
ylt) = G (—1) Cae (1) - (—01 + Coe®

Och dess fundametalmatris Y (¢) utgors av
1 e
vio- () o)

Nu, precis som med non-homogena ekvationerna vi 16st tidigare sa maste vi hitta en
specifik 16sning 7, (¢) till systemet. Alla l6sningar kommer da att ha formen: y(t) +
71(t). Nu enligt den teori som visats pa foreldsningarna kommer denna specifika
16sning att vara av formen:

- (o2

Nu har vi redan i uppgift 1 riknat ut Y ~!(¢) sa vi borjar med att utféra matrismul-
tiplikationen:

Dar:




Nu kan vi rdkna ut specifika 16sningen pa vart system 7, (¢):
2 —t t
mi=vioen = (1 ) -5 (5050
1 ( 1 e2t> (3et+36t> 1 < et + 3¢’ + et + 3¢ >
o6 \—1 e ) \e?+3e7) T 6\ -3t —3e' + e+ 3¢
1 (4et + 66t> B <—et — §€t>
6\ =2t ) set

Sa alla 16sningar till vart system Z(t) kommer att ha formen:

N = [ Ci4Cye™ —e' = Ze7t _
) =30+l = (o Go) + () -
Cy+ Cae? — et — 27t
—C + Coe® + fe

. Los det non-homogena lineéra DE-systemet
Y () = y1(t) + y2(t) + sint
Yo (t) = ya(t) + ya(t) + cost

med forsoket ¢+ (sint)a + (cost)b, dir @,b € R? &r obekanta vektorer.

Losning: Kursens sista rdknedvning. Vi skall 16sa ett till nonhomogent system, denna
gangen med hjilp av metoden av obestdmda koeficcienter (“gissning”). Metoden
liknar mycket den vi hade med enskillda ekvationer. Vi borjar med att skriva vart

system i matrisform:
()~ )6+ =)

Det handlar alltsa om samma nonhomega system som i tidigare system. Vi vet att
dens losningar ar av formen:

_<t) o Cl + Cz€2t

y B —Cl + 026215

Nu precis som tidigare maste vi hitta en specifik 16sning 7,(¢) till nonhomogena
systemet, dens alla 16sningar kommer ndmligen vara homogena systemets 16sningar
plus denna specifika 16sning. Vi definierar:

7,(t) = (sint) (Z;) + (cost) <Z;>



Och undersoker for hurudana aq, as, by, by vektorn uppfyller vart system. Vi gor detta
genom att derivera och sen subtituera in i systemet:

_ . aq bl

y,(t) =sint (ag) + cost (62)

7, (t) = cost M) gint b
1 (05} bg

ajcost —bysint\  [ajsint + by cost + azsint + by cost sint
agcost —bysint)  \apsint + by cost 4+ aysint + by cost cost

ajcost —bysint\  [sint(ay +ag + 1) + cost(by + by)

azcost —bgsint ) \sint(a; + az) + cost(by + by + 1)
Eftersom det sista skall gélla for alla t sa maste koefficienterna fér sin och cos pa
bada raderna vara lika med varandra. Vi far alltsa foljande ekvationssystem:

a; = by + by =a;—b;—by;=0

—bi=a1+ax+1 =a+a+b=-1

as =by +by+1 =ay—b —by=1

—by = a1 + as = a1 +ay+by=0
10 -1 -1 aq 0
11 1 0 |a]| [-1
01 =1 —1]]as| |1
1 1 0 1 ay 0

Sa nu har vi ett 4-variablers ekvationssystem av formen Az = b att 16sa. Vi loser den
med metoder fran linjar algebran, genom att studera sammansatta matrisen: A|b och
sedan reducera A till enhetsmatrisen: (mycket mekaniska mellansteg som inte visas

hér, detta kan man t.ex. gora med riknare relativt enkelt):
10 -1 -1]0 1000[-2
11 1 0|-1 010032
e d
01 -1 —1|1 001 0|—3%
11 0 1]0 000 1|+

Sa var specifika 16sning 7, (¢) blir:

(sin?) (—3) + (cost) (‘f) - ((smt) (‘23) + (cost) (‘f))

(SN



Och som sagt sa kommer alla 16sningar till systemet att ha formen:

o) = (—Ccl*l++%j;t> +% ((sint) (—23> + (cost) (—14>)

Tack for mig och lycka till med kursprovet!



