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1. Los det linedra homogena DE-systemet
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Losning: Nu ar det da dags for kursens sista dmne, l6sning av D.E system. For
alla dessa uppgifter géller att 16sningsmetoden ar mycket liknande, man soker forst
egenvirdena och sen egenvektorerna for systemen. Sa linge man forstar metoden sa
handlar uppgifterna egentligen ganska mycket om mekaniskt riaknande.

Vi borjar med att skriva den givna ekvationen i matrisform:
(y’l(t)> _ (1 1) (yl(t)>
Ya(t) 1 1) \p2(t)

Vi soker nu egenvérdena for G 1) matrisen. Dvs vi sOker \ sa att:

() ) -on (5 1)
(L)

A=0
A=2

Vi raknar:

(1—/\)2—1:0@1—2>\+/\2—1:0<:>/\()\—2):0:{

Nu har vi alltsa 16st egenvérdena for matrisen, nu maste vi &nnu hitta egenvektorerna.
Dvs. for alla egenvirden Ay soker vi en vektor wg sa att

1-X 1 ). -
(1 1—A0)“°_0

Vi beteknar w = (ul(t)> Nu rdaknar vi ut egenvektorerna fér bada egenvirden:

us(t)



“A — 077
Nu soker vi alltsa u(t) och ug(t) sa att:

() )

Vi raknar:

Med hjélp av detta kan vi skriva:

o 1) - () = ()

Nu eftersom vi bara &r intresserade oss av en losning far vi vélja ug(t) = 1 sa far vi
att den sokta egenvektorn blir
_ -1
1
“A — 277

Nu réknar vi pa ett likannde sétt ut andra egenvektorn. Dvs vi vill rdkna w for vilket

det giller:
(7,1 () -

-1 1 w(t)\ =
( 1 —1) (u2(t)> =0e
{—m@)+w@%:0@uﬂt:uﬂw
ul(t) — UQ(t) =0« Ul(t> = U2 t)

Igen kan vi alltsa skriva:
- Ul(t) o Ug(t) . 1
“—(Wm)—(ww =) {4
Och fa att den andra egenvektorn é&r:

()

Nu eftersom egenvirdena for matrisen inte var samma kommer egenvektorerna att
vara linjart oberoende. Detta bevisas i kompendiet men &r man osdker gar det att
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kollas med en Wronskis determinant for dem. Nu kan vi forma ett fundamtalsystem
for 16sningarna av ekvationssytemet, dvs. alla 16sningar kommer att ha formen:

s =i (1) e (1) e (V) we )

Mark att i alla dessa finns det olika l6sningar, just p.g.a. konstanterna. Vi skulle i
sokandet av forsta egenvektorn kunna ha substituerat: us = —wuy och fatt att den

-1
isfl. konstanten C; att andra tecken.

vektorn skulle ha blivit: ( ! ) Vilket skulle ha varit lika rétt, i praktiken kommer

. 56k allménna 16sningen till DE-systemet

y(t) = y(t).

N W
N O N
W N =~

Losning: Som ndmnt tidigare sa dr principen for dessa uppgifter liknande. Vi borjar
igen med att soka egenvérdena for matrisen

3 2 4
2 0 2
4 2 3
. Vi soker \ s.a:
3 2 4
0 = det 2 0 2| =)X3| =
4 2 3
3—\ 2 4
det 2 - 2 =
4 2 3=)
- 2 2 2 2 =)\
<3_A>‘2 (3—)\)‘_2‘4 (3—)\)’+4‘4 2’_

(B=XN(=AB—=X) —4) —2(2(3—X) —8) +4(4 +4)\) =
B=ANA=4)(A+1)—2(—2—2)\) + 16 + 16\ =
(B=XNA=4)(A+1)+20+ 20\ =
B=ANAN=4)A+1)+200+1) = (1 +N((B=N(A—4)+20) =
(14+NEBA =12 = A2 +4X+20) = (1 + A\) (=N + T\ +8) =
—(1+NNV+TA+8) =1+ AN =8)A+1)=—-A+1)>*A-28)
=1

<:>—()\+1)2()\—8):0:>{)\:8



Vi hittade alltsa tva egenvirden. Eftersom var orginala matris var symetrisk sa kom-
mer den &nda ha 3 linjirt oberoende egenvektorer (sats 6.14) Vi soker dessa:

“)\ — 877

us (t)
Nu soker viigen ©w = | us(t) | s.a:
us(t)
3-8 2 4\ [w()
2 0-8 2 us(t) | =0

4 2 3-8/ \us(t)

Vi radreducerar matrisen till en trappstegsmatris. Mérk att eftersom matrisen pa
hogra sidan av ekvationen bestar endast av nollor sa behover vi inte ha med den i
reduceringen:

-5 2 4 -5 2 4 -5 2 4
2 8 2 |~10 =18 9]~|0 =21
4 2 =5 0 18 -9 0 0 0

Nu skulle vi fran sista raden fa Ous = 0 sa vi kan vélja us = t. Baserat pa detta far
vi nu:

t
_2U2+U3:0<:>U,2:§
—Su1 4+ 2us +4us =0 dbu; =dt < u; =t
u=|u(t) | =|5] =t %
Men vi soker igen bara 1 16sning sa vi kan vélja t = 1 och fa
1
u= |3
1
“N=_17
Nu skall vi hitta w som satisfierar:
3—(-1) 2 4 uy (t)
2 0—(-1) 2 us(t) | =0
4 2 3—(-1) ug(t)
Vi radreducerar igen:
4 2 4 2 1 2
21 2] ~10 00
4 2 4 000



Nu far vi fran 6versta raden att 2u; + up + 2u3 = 0 & u; = —% — uz. Och vidare
att:

U —% oy —3 -1
u= (15 = U9 = U9 1 + usg 0
Us Us 0 1

Och vi kan igen stoda oss pa satserna 6.10, 6.12 och 6.14 for att bilda ett fundamen-
talsystem for givna ekvationen. Alla 16sningar till den kommer att ha formen:

-1
1 + Cgeit 0
0 1

1
2

y(t) = Clegt + Cgeit

el

. Lat a > 0, # > 0 vara konstanter. DE-systemet
W (t) = —ays(t)
Ya(t) = =By (t)

beskriver antalet bakterier y;(t) och y(t) vid tiden ¢ > 0 i en population dér bak-
teriearterna fortdr varandra utan att forokas. Hur forhaller sig y;(0) och y2(0) till
varandra om vi vet att y;(¢) > 0 och yo(t) > 0 for varje t > 07

Losning: en lite annorlunda uppgift. Vi borjar med att skriva systemet i matrisform:

fit om0 (i) (0, ) (0)

Nu kan vi 16sa detta system precis som tidigare. Genom att forst soka egenvérdena:

—)\ _Cl{_ 2
B - =N+af &

A= t+\/ap
Igen 2 egenviérden, precis som forvintat. Nu soker vi egenvektorerna:

cc)\ — mn

Soker alltsa @ s.a:

(57 ) ()0



For att 16sa detta radreducerar vi matrisen till (multiplicera 6vre raden med f och

nedre med +/af3:
VAP —a \ _ (~VaB o\ _ (1 &
(57 )~ (07 )~ 6 )
Dvs. u; = —\/Z_BUQ och:

U2 1

Nu far vi igen vélja us sa for enkelhetens skull valjer vi us = 3 och far att egenvektorn

blir
(47
B
cc)\ — _\/wn

Nu forsoker vi 16sa u; och uy ur:

(1 ) (1) =0

Denna matris kan ocksa reduceras (multiplicera t.ex. dvre raden med [ och nedre

med ap):
(5 ) -0 ) -6 )

« o .+ po o
Dvs. u; = —=wuy sa vi far var egenvektor som:

vap

Vi véljer igen us = 8 och far
(%)
S\ B

Som tidigare sa var egenvirdena olika, vilket leder till att motsvarande egenvektorer
ar linjart oberoende sa alla 16sningar till systemet kommer att vara av formen:

-0 () (1)

Om vi nu substituerar ¢t = 0 sa far vi att:

o - (e - (hde)

y1(0) _ Va(C: — C)

¥2(0)  VB(C1+ Cy)




Sa ser vi att vi tiden 0 maste Cy > C eftersom annars skulle y;(t) < 0. Vi ser ocksa
att y1(0):s och y(0):s forhallande till varan beror mest pa rotterna av « och f3, vilka
vi ocks[ vet att existerar eftersom a > 0 8 > 0.

. Sok allménna losningen till DE-systemet

11
31 |50
13

<

<

~

~

SN—
— =W

Tips: karakteristiska polynomet &r p(A) = —(A — 5)(\ — 2)2.

Lésning: Ater igen en liknande uppgift. Denna gang fick vi karakteristiska polynomet
“gratis”. Detta betyder att vi kan losa egenvéirdena genom att sétta p(A) = 0:

A=5H

4A—@Q—2F:0@{A:2

Sa vi hittade 2 egenvirden. Men som tidigare kan vi dven hér konstatera att det
handlar om ett symmetriskt system, sa vi kommer att hitta 3 egenvektorer, vilka
kommer att vara linjért oberoende. Vi soker dem tillnést:

(4)\ — 577

Vi soker alltsa u sa att:

3—5 1 1 Uy
1 3—5 1 (75) = 6
1 1 3-5 /) \u
Vi kan radreducera och fa:
2 1 1 2 1 1 1 -1 !
1 -2 1 ~ 0 -3 3 ~ 10 1 -1
1 1 =2 0o 3 -3 0 0 0

Harifran far vi fran tredje raden att Ouz = 0 sa vi kan vélja uz = t. Sen far vi fran
de andra raderna att:

U —t=0uy =1

t i
U1—§—§—0<:>U1—t
U1 1
u = U2 =t1!1
us 1



Men som vanligt vill vi bara ha en 16sning och véljer darfor t = 1 och far egenvektorn
att bli:

“\ =27 Vi soker nu andra paret av egenvektorer. Dvs. vi skall 16sa

3—2 1 1 U1
1 3—2 1 us | =0
1 1 3-2 us
Vi radreducerar:
1 11 1 11
11 1)~1000
1 11 0 00
Varifran vi ser att u; = —us — ug sa vi kan skriva de sokta egenvektorerna som:
Uy —Ug — U3 —1 —1
(75) = U9 = U9 1 + us 0
us usg 0 1

Nu sa vet vi igen med stod av satserna i kap 6.3 att alla dessa egenvektorer &r linjart
oberoende, sa den allménna losningen till ekvationen kommer att vara av formen:

1 —1 —1
y(t) = C1€5t 1 -+ 02€2t 1 + C3€2t 0
1 0 1

. Sok alla l6sningar till DE-systemet

Y1 (t) = 2y1(t) + va(t)
Yo (t) = —y1(t) + 2ya(t).

Losning: I matrisform blir systemet:

(y’l(t)) _ < 2 1) (yl(t))
Yo (t) —1 2/ \p2(t)
Som vanligt borjar vi losandet med att hitta egenvérden:

=2-MN)’+1=XN-4N+5&

0:‘2—)\ 1 ’

-1 2-A
A=2+1



Nu hittade vi tva komplexa egenvirden. Nu maste vi tillampa teorin i kapitel 6.4
och specifikt sats 6.17. Vi forscker forst hitta en egenvektor av formen @ = @ + ib
for nagondera viardet. Eftersom komplexa egenvérdena alltid uppkommer parvis sa
kommer vi att kunna tillimpa sats 6.17 sa ldnge som vi hittar en egenvektor. Vi
valjer A =244

Vi soker w helt normalt:

(2—(2+z') 1 )<ul>:6
—1 2—(2+1)) \us
—tuy +uy =20
{—ul—iuQ =0
—u(i+ 1)+ (1 —dug =040«
(1—=duy = (1 +i)u; <

1—i
12~
(1—1)? o
U2 = U
(1+i)(1—q) >
1— 2 442
Tiop BTew

—21 .
TU;Q =Up <& —lU2 = U1

Hér har vi alltsa bara riknat ut matrissystemet, adderat ihop ekvationerna och sedan
manipulerat oss fram till sista raden. Nu kan vi skriva den sokta egenvektorn som:

() () () ()

Nu nér vi 4nnu konstaterar att A = 2+i¢ = a = 2 f = 1 sa ar vi klara for att
anvanda oss av sats 6.17. Det givna systemets fundamentalsystem bestar alltsa av

vektorerna:
() = e (((1)) cos(t) — (‘01) sin (t))
To(t) = e ((‘01> cos(t) + <(1)> sin (t))

Och alla 16sningar ar av formen:

@(t) = lel(t) + Cgilfg(t)

6. Los initialvardesproblemet



Lésning: Vi borjar igen med att soka egenvirdena:

1-A 0 0
0=| 0 1-X —1]|=
0 R

U—Awle =
A=A =2N+1)=1-NN-21+2) &
A=1
A=1%+i

Denna gang har vi en blanding av tidigare upgifterna, bade ett reelt samt ett komplext
par av egenvarden. Vi rdknar ut egenvektorerna:

LL)\ — 177
Vi skall 16sa uq, us, ug ur:

1-1 0 0 U1
0 1-1 -1 uy | =0
0 1 1-1 Us
OU1+0U2+0U3:O
0U1+0U2—U3:0
OU1—|—U2+OU3:0
U1:t
<~ UQZO

UgIO

1
Dvs. genom att vélja ¢t = 1 far vi att den sokta egenvektorn blir w = | 0
0
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“)\ — 1 _"_ ,l'77
Vi soker nu egenvektorerna for komplexa egenviirdena. Precis som i forra uppgiften:

—iU1+OU2+OU3 =0
0U1-iU2-U3:O <:>U1:0

0U1+U2—iU3:0

—iUQ—U3:0
UQ—iU3:0

ug(l—i) —usz(l+i) =0 <

144
Uy = - U3 <=
1—1
(1+1)? -
U = (%
P12 7
14244

U9 U3 & Uy = U3

2

Sa var egenvektor blir:

Viljer us =1 =u = +1

o= O O = O

Nu sa géller &nnu A =147 = a =1 =1 sa vi kan applicera sats 6.17 igen. Detta
egenvirde motsvaras alltsa av 16sningsparet:

cos(t) — sin(t) | = | —e'sint

e’ cos(t)
cos(t) + sin (t) | = | e’ cos(t)
e'sint

o O = OO
_ 0 o O = O
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Sa den alménna 16sningen till systemet kommer att ha formen:

1 0 0
yt)=Cre' 0] +Cy | —€'sint | +C5 | efcos(t) | =
0 e’ cos(t) el sint

i
e’ (Cg cos(t) — Cy sin(t))

Cysin(t) + Cy cos(t)

Nu har vi annu I.V.P:n kvar:

1
1
g
Ch 1
e’ <C3 cos(0) — Cy sin( )) = (1) &
C5sin(0) + Cq cos(0) 1

o O

Sa den sokta 16sningen blir:

1
y(t) = ¢ (cos(t) - sin(t))
sin(t) + cos(?)
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