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1. Reducera differentialekvationen
y@ — 8" + 16y = sin

till ett 1. ordningens system i matrisformen med 4 obekanta funktioner.

Losning: Detta ér ganska straight - forward metodfoljning. Lat forst:
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Med detta kan vi skriva orginala ekvationen som

Y () — 8ys(x) + 1631 (x) = sin(z) < g (x) = sin(z) + 8ys(x) — 1691 ()

Och systemet (1) som:
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2. Lat V(z,y) = dlog(z) — cx+rlog(y) — by utgora funktionen i den implicita l6sningen
av Lotka-Volterras system. Verifiera att u(t) = V(2t, 7t) &r en stringt viixande funk-
tion av t € (0,1) samt att lim, ,o+ u(t) = —oo. Tips: undersok u’(t).

Losning: Lotka - Volterras system beskrivs i detalj pa sidorna 31 -34 i kompendiet.
Ekvationerna som utgor detta system ér:

2) {:U’(t) =rx — bry

y'(t) = cxy — by



Dér r, b, ¢, § ar positiva konstanter. Nu for att 16sa uppgiften maste vi visa att u(t) ar
strangt vixande mellan 0 och 1. Detta gor vi helt enkelt genom att derivera (Mérk
att i dessa uppgifter anvinds beteckningen log(x) for att mena In(x):

u(t) = V(gt, %t) - 6log(gt) - cgt + rlog(%t) - b%t -
510g(§t) — ot + rlog(%t) —rt
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Hérifran ser vi att eftersom ¢ € (0,1) och r > 0,6 > 0 sa ar «/(¢t) > 0Vt € (0,1) Sa
funktionen &r strangt vixande. For att verifiera gransvardet observerar vi:

u(t) = 6log(ét) — 0t + rlog(%t) —rt < 5log(§t) + TlOg(%t)
c c

Fran analysen vet vi att lim; o+ log(t) = —oo Sa det foljer med en del regler om
gransvardens egenskaper att ocksa den i detta fallet mindre u(t) kommer att ga mot
negativa ondndligheten da ¢ gar mot 0.

. Lat T' > 0 vara perioden av losningsparet (z(t), y(t)) till Lotka-Volterras system, dvs.
x(T) = z(0) och y(T') = y(0). Visa att medeltalen
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dér (g, #) dr jamviktslosningen till systemet. Kommentar: avsikten &r att arbeta
igenom detaljerna till utrdkningen pa sida 34 (kompendiet kapitel 2.2.3).

Losning: Efter att ha last igenom sidan som tipset ndmner &r resten av uppgiften inte
speciellt kriavande. Men dock ett bra exempel pa kommande teman i kursen. Alltid
gar det ndmligen inte att explicit 16sa system av D.E:n. Daremot sa kan vi ofa séga en
hel del om losningarna bara vi undersoker de konstanta l6sningarna till ekvationerna,
dvs. jamviktslosningarna. Dessa, tillsammans med info om derivatornas gransvérden
i odndligheten kan séga en hel del om l6sningsbanorna, fast vi inte skulle kunna 16sa
dem. Sa darfor dr det bra att forsta hur man hittar jamviktslosningar.

For denna uppgift behévde vi bara verifiera integralernas varden. Faktumet att funk-
tionsparet (%, +) dr en jaimviktslosning till systemet (2) visas pa sidan 32 i kompendiet.

Vi visar forst att
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Fran andra ekvationen till systemet (2) far vi att (med antagande att y(t) # 0:

y'(t)
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Detta kan vi integrera mellan 0 och 7" med avseende pa t:
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Nu fick vi fran uppgiften att y(7") = y(0) sa vi kan fortsitta:
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Tekniken for den andra integralen &r mycket liknande. Nu borjar vi bara istéllet fran
forsta ekvationen av sytemet 2.

Vilket skulle visas.
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4. Sok jamviktslosningarna (o, yo) till det autonoma systemet

a'(t) = cos(y(t))

y'(t) = sin(x(t)) — 1.
Losning: Nu alltsa mera jamviktslosningar. Detta betyder att vi soker konstanta
funktioner som uppfyller de givna ekvationerna. Vi betecknar x(t) = x¢ och y(t) =

yo. For konstanta funktioner galler att /() = 0 ¢/(f) = 0 sa vi kan skriva om
ekvationssystemet som:

™
v(t) =cos(y(t)) 0= cos(yo) = yo = 5 +nm
y'(t) =sin(x(t)) -1 0 =sin(zg) — 1 = sin(xg) = 1 = x9 = g +onT
Detta illustrerar dven varfor jamviktlosningar ar sa “kul”. Vi hittade dessa relativt
simpelt, att 16sa ekvationerna allmént skulle ha varit mycket jobbigare. Den intres-

serade ldsaren kan t.ex. sla upp pa nétet vad l6sningarna till detta system skulle ha
blivit.
5. Visa att (0,0) utgor enda jamviktslosningen till det linedra systemet
2'(t) = ax(t) + by(t)
y'(t) = ca(t) + dy(t)
a b
c d ‘>
Losning: Vi visar forst att det finns endast en 16sning. Detta gor vi genom att skriva
om systemet i matrisform:

R () B (R L 1)

Eftersom det ater igen &r tal om jamviktslosningar kan vi behandla matrissystemet
precis som ett system for okdnda ”konstanta” variabler, dvs. inte funktioner. Nu fran
linjar algebra vet vi att ett sadant system har en entydig losning omm.

a b
c d

Men detta fick vi ju som ett antagande i uppgiften, sa vi vet att det existerar en
entydig l0sning.

om ad — bc # 0. (Kom ihag: ad — bec =

=ad—bc#0

Det som blir kvar &r att verifiera att x(t) = 0y(t) = 0 &r en losning. Detta &r rétt sa
trivialt:

2(t) = 0= 2/(t) =0
y(t) =0=y(t) =0

vaube.d a-0+b-0=0
c-0+d-0=0



Sa z(t) = 0y(t) = 0 &r en 16sning, och dessutom den enda jamviktslosningen.

6. Verifiera att x(t) = e ' cost, y(t) = e 'sint loser systemet
a'(t) = —x(t) —y(t)
y'(t) =x(t) —y(t)

da t € R. Vad hénder med losningsbanan (x(t), y(t)) da t — oo?

Losning: Detta handlar ater igen bara om att verifiera en given l6sning. Vi borjar
med att derivera:

e tcost = a/(t) = —e tcos(t) + et —sin(t) = —e*(cos(t) + sin(t)
etsint = y'(t) = —e 'sin(t) + e cos(t) = e *(cos(t) — sin(t))
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Nu studerar vi andra sidan av systemet:

—x(t) —y(t) = —ecost — e 'sint = —e*(cost + sint)
x(t) —y(t) = e 'cost —etsint = e (cost — sint)

Vilket alltsa visar att z(t) = e " cost, y(t) = e 'sint &r en 16sning. Nu ser vi dnnu
att

cost 1 .
[z(t)] = |——| < || = Onir t — oo
e e
och: ,
sint .
|y(t)\:7<g—>0nart—>oo

sa bada funktionerna, gar mot 0. Losningsbanan gar alltsa mot (0, 0), dvs. origo.



