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1. Los differentialekvationen

yW —8y" + 16y =0
med forsoket y(z) = e™

Lésning: Inte nagot speciellt nytt har. Vi gor enligt tipset och forsoker med y(z) =
e, Mark forst att:

y(e) = e

/($) — re™®
y”(ﬂf) — 7“267%
y(S) (17) _ 7,361"90
y(4) ($) _ 7,461%

Vi substistuerar nu och far:
re™ — 8r2e™ 4+ 16" = 0 &
(r* — 8r* +16)e™ = 0

Eftersom e™ > 0 Vx sa har vi alltsa reducerat l6sandet av den givna ekvationen till
att 16sa (r* — 8r? + 16) = 0 Detta gor vi till foljande
(r* =8 +16) =0« (1 —4)* =0

Ekvationen har alltsa tva dubbelrotter x = £2. Med tidigare teorin om karakteris-
tiska polynom och fundamentalsystem sa har denna ekvation alltsa ett fundamen-

talsystem som bestar av {e?, ze?, e™2 re~2} Saledes ir alla 16sningar y(z) till denna
ekvation av formen:

y(x) = C1e® + Cowe® + Cze™? 4 Cyze ™
. Los differentialekvationen
y/y// — 1

Losning: Forst maste vi mérka att y” # 0 och 3y’ # 0. Detta gar att verifiera enkelt,
ifall nagondera skulle vara 0 skulle ekvationens vénstra led vara lika med 0, men inte
hogra. Da vi har forbjudit detta kan vi skriva om ekvationen som:

1
y/y”::l@y//:_/
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Om vi nu later f(z,y) = i sa ar var ekvation nu av formen y” = f(z,’) (Se dvning
1. uppgift 1). Vi kan substituera z(t) = y/(¢) och skriva om var ekvation som

. Detta &r en separerbar ekvation som inte har nagra triviallosningar. Vi loser den
genom separering av variablerna:

1

/

/ sds-/ ldu =

2 —t+C*<:>z =2t+C}

z:{\/2t+C’1 t>-S

(2t+Cy) t< —%

Mark ocksa att t # —% Eftersom da skulle z = ¢ = 0 vilket tidigare nimndes vara
omojligt. Har kan dven konstatera att Vo : ¢'(z) # 0 &r ¢y = i # 0 sa kravet y” # 0
som diskuterades i borjan orsakar inga fler restriktioner pa x

Nu kan vi byta tillbaka for ett y och integrera:

y/::i: 2t+01

* 20+ C
y::i:/ \/2t+C’1dt: \/ 233“‘01 —l—C—:l: (x?) 1) 02
Sa de slutgiltiga losningarna av givna ekvationen &r

() ﬂ_{—OQ ZL’>—% 7£ o
y(x) = — T #E——
(ﬂ—l—C) r< S 2

. Undersok om foljande funktioner f satisfierar villkorena i lokala existens-och enty-
dighetssatsen i omradet D = {(z,y) € R* : z > 0}:

(i) f(z,y) = sin(x) +cos(y), (i) fz,y) =y

Losning: Nu nagonting nytt. Kraverna for den hittills mest betydande satsen, Lokala
existens och entydighetssatsen. For att visa att bada funktionerna uppfyller kraverna
i omradet D maste vi visa 2 saker. Att funktionen i sin helhet &r kontinuerlig och att
den dessutom é&r likformigt Lipschitz - kontinuerlig med syfte pa sin andra variabel
(y). Nu kommer inte motivera det forsta av dessa kraven sa sérskillt nogrant. For
att visa att funktionerna ar kontinuerliga kan man antingen anvénda sig av tekniker
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som blir bekanta under kursen “vektoranalys” eller sen lite annorlunda tekniker fran
kursen topologi 1. Daremot for att visa Lipschitz kravet anvéander vi definitionen fran
kompendiet. En 2 variabels funktion f(x,y) ar Lipschitz kontinuerlig (med syfte pa
y) 1 ett omrade D om:

M > 0: |f<x7yl) - f(xayZ)‘ < M|y1 _y2’

for alla(z, 1), (z,y2) € D

i) f(z,y) = sin(z) + cos(y)
Funktioner ar “tydligt” kontinuerlig i hela D. For att visa Lipschitz kravet véljer vi
M =1 och véljer 2 godtyckliga punkter (z,y;), (z,y2) € D. Nu géller:

f(z,00) — f(z,40)] = | sin(z) + cos(y1) — (sin(x) + cos(ys))| =
S . « .. o %

| cos(y1) — cos(ya)| "= | = sin(y)|Jyr — vo| (for négot yi < y* < ya)
| —sin(y*)[|yr — y2| < 1|y — 2| = Myr — 2

Vilket visar Lipschitz kravet och ddrmed ocksa alla begérda krav for uppgiften.

i) f(z,y) =y
Vi ngjer oss ater igen med att konstatera kontinuiteten av denna funktion. For
Lipschitz kravet studerar vi igen 2 godtyckliga punkter (x,y), (z,y2) € D:

|f(@, ) = [z 0)| = [y — vl

Nu studerar vi ett mindre omrade inom D. Namligen {(z,y) : x > 0,0 <y < 1}. Vi
viiljer en godtycklig punkt (1,y;) samt punkten (1,0) i detta intervall (orsaken att vi
mast begrinsa oss till en del av D &r att vi vill anvinda DMVS igen). Nu géller att:

£ (L) = FL0)] = |y — V0| 72 =0

1

Och nu eftersom lim |
y—0 | 33/y?
skulle begronsa funktionen néra 0:an (de facto &r derivatan inte ens definierad dér).

Funktionen uppfyller alltsa inte kraven for lokala existens och entydighetssatsen.

= 00 Sa existerar det inte nagot sant dndligt M som

. Verifiera att funktionen f(z,y) = e”In(1 + y?) satisfierar villkorena i lokala existens-
och entydighetssatsen i omradet D = {(z,y) € R?* : 0 < z < 2,y € R}. Tips:
of

undersok partiella derivatan 7.
Y

Losning: Vi borjar med att konstatera kontinuiteten av f. For att visa Lipschitz
anvander vi oss av sats 4.5 i kompendiet. Den sédger att for att en funktion skall
vara Lipschitz med syfte pa sin andra variabel i ett konvext omrade sa ricker det
att a% f(z,y) ar begriansad i hela omradet. Det vi har att visa dr alltsa att omradet
faktiskt ar konvext samt att derivatan &ar begréansad.
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Vi borjar med att undersdka partiella derivatan:

2ye”
1492

) )
— = 2T n(l +¢?) =
ayf(af,y) 25" n(l+y~)

Pastaendet vi skall bevisa nu ar att
0
V(ZE,y) €D: a_yf(xay) <20

For att visa detta borjar vi med att konstatera att eftersom i omradet som studeras
dr 0 < x < 2 och exponentialfunktionen ar strangt vixande kan vi séiga att:

2ye” 2ye? 2132 20y
1+y2 1_|_y2 1+y2 1_|_y2
Nu har vi bara 2 olika fall att undersoka: i) |y| < 1
Da géller:
20
Y| < 120y] < 20
1492
i) [y] > 1
Nu giller:
20y | _[200] 0] _
1+y? vl oyl ™

Sa i bada fallen haller pastaendet och derivatan dr saledes begriansad.

Nu ar det bara konvexiteten av D kvar att visas. Formell behandling av detta hor
inte till denna kurs, men konvexitet betyder i princip att ifall man ritar upp ett
segment (en rak linje) mellan vilka tva punkter som hellst i omradet sa finns det inte
en enda punkt pa linjen som skulle ligga utanfor omradet. Sa betrakta nu godtyckliga
(x1,11), (2, y2) € D vi kan anta 21 < x9 Det andra fallet 4r analogt. Om vi nu ritar
upp en rak linje mellan dem och betraktar en godtycklig punkt (z,y) pa den sa kan
vi séga att (rita upp en bild ifall du inte hénger med):

T ST S T
. Da vi 4nnu minns att x1, 2z, € D sa har vi att:
O<z<z<1<2=0<2<2
Eftersom y € R &r trivialt kan vi alltsa siga att (x,y) € D och saledes &r D konvext.

. Stk de punkter (z,yo) for vilka paret av konstanta funktioner z(t) = xo, y(t) = vo
l6ser systemet



av differentialekvationer. Tips: sitt /(t) = 0,4'(t) = 0 och 16s motsvarande ekvatio-
ner.

Losning: Nu introduktion till kursens nésta dmne. System av D.E:n. I denna forsta
uppgift sa soker vi par av konstanta funtioner z(t) = x, y(t) = yo. Vi foljer tipset,
om vi har en konstant funktion sa &r derivatan naturligtvis 0 sa vi kan skriva om
ekvationssystemet till:

0=z — zoyo = wo(1 — Yo)
0=a3 —x9=x(x9 — 1)

Nu ar detta helt enkelt ett ekvationssystem med 2 konstanta variabler. Det kan vi
16sa och fa:

20=0=0-(1—y)=0=yp=c ceR
ro=1=1-1—-y)=0=yp=1
Dvs vi hitta 2 olika mgjligheter. Om xy = 0 sa kan yy vara vad som hellst. Om zy = 1
sa ar yo = 1.
. Los systemet
2'(t) = x(t)
y'(t) = x(t)y(t) — y(t)
av differentialekvationer genom att forst 16sa «’(t) = x(t).

Lésning: Nésta system att 10sas. Vi foljer tipset och koser forst 2/(t) = x(t). Detta
ar en separerbar ekvation vars losande borde vara relativt enkelt vid detta ldge.
Triviallésning som z(¢) = 0. Resten:

2'(t) = x(t)
[ i [
—2(t) = Ce

Mark specifikt att vi inte behover forbjuda C' = 0. Tillnést sédtter vi in detta svar i
andra ekvationen och far:

y'(t) = Ce'y(t) —y(t) = y(t)(Ce' — 1)

En till separerbar ekvation. Triviallésning som y(t) = 0 Resten:

y(t) =y(t)(Ce' - 1)

Y1 t
/ —ds :/ (Ce" —1)du
s

In|y| = Ce' —t + Cy
y(t) = Cye™



Har behover vi inte heller forbjuda C5 = 0 p.g.a. triviala 16sningen. Nu har vi alltsa

hittat paret:
z(t) = Ce
y(t) = Cpec
Och eftersom vi inte i nagot skede i l6sandet av andra ekvationen hamna begrénsa

oss p.g.a. forsta ekvationen samt att vi 16ste andra ekvationen med alla av forsta
ekvationens svar sa har vi 16st systemet fullstandigt.



