Differentialekvationer 11
Rékneodvning 1
17.3. 2011

Obs. I borjan av vecka 11 gar jag igenom nagra exempel som inte finns i
kompendiet: icke-linedra 2. ordningens differentialekvationer och homogena
linedra differentialekvationer av hogre ordning med konstanta koefficienter,
samt linedra differensekvationer. Kopior av anteckningarna finns i rum C326.

1. Los differentialekvationen

med substitutionen y'(z) = z(z).
2. Los initialvéardesproblemet
y'=e", y(0)=0,y(0)=1,
genom att forst 16sa z = z(t) fran 2’ = @, dir f(y,y') = e?, och dérefter
y =y(z) fran y'(z) = 2(y(z)).
3. Sok alla losningar till differentialekvationen

y D —y=0.

4. Bilda motsvarigheten till Binets formel for de sk. Lucas talen y,, n € N,
som satisfierar differensekvationen

Ynt2 = Ynt1 +Un, Yo =251 = 1.
Tips: samma forsok y, = r", n € N, som for Fibonacci talen.

5. (i) Anta att ry € R ér en dubbelrot till ekvationen r?+ar+b = 0. Verifiera
att x,, = Cirj+Canrg, n € N, 16ser differensekvationen 49+ ax,4+1+ bz, =
0 for alla konstanter C;, Cy € R. [Notera: ro = —a/2,b = a*/4.]

(ii) Bilda en formel for den 16sning till z,19 — 22,11 + x, = 0 for vilken
Ty = 1, T = 2.

6. Anta att f,¢g : R — R &r godtyckliga tva ganger deriverbara funktioner i
R. Verifiera att funktionen v : R?* — R, dér u(z,t) = f(z + ct) + g(z — ct),
16ser vagekvationen

QPu(z,t) 2 Ou(z,t)

BT 2 ¢ > 0 konstant.
x



Differentiaaliyhtalot 11
Harjoitus 1
17.3. 2011

Huom. Viikon 11 alussa késittelen joitakin esimerkkejd jotka eivét 10y-
dy kurssimonisteesta: epélineaarisia 2. kertaluvun differentiaaliyhtaloita ja
homogeenisia lineaarisia vakiokertoimisia korkeamman kertaluvun differenti-
aaliyhtéloita, sekéd lineaarisia differenssiyhtéloita. Luentomuistiinpanot 16y-
tyvéat huoneesta C326.

1. Ratkaise differentiaaliyhtélo

sijoituksella y'(z) = z(x).

2. Ratkaise alkuarvo-ongelma

y' =€, y(0)=0,9(0) =1,

ratkaisemalla ensin z = z(t) yhtélosta 2/ = @, missi f(y,y) = €%, ja
tamén jilkeen y = y(x) yhtdlosta v'(z) = z(y(x)).
3. Etsi kaikki ratkaisut differentiaaliyhtélolle

y D —y=0.

4. Muodosta Binet’in kaavan vastine ns. Lucasin luvuille y,, n € N, jotka
toteuttavat differenssiyhtéalon

Yn42 = Yn41 + Un, Yo =2,71 = L.
Vihje: sama yrite y,, = r™, n € N, kuin Fibonaccin lukujen tapauksessa.

5. (i) Oletamme ettd 1o € R on yhtdlon r* +ar + b = 0 kaksoisjuuri. Tarkista
ettd x,, = Ciry + Caonrg, n € N, on differenssiyhtélon z, 19 + axy4q + bz, = 0
ratkaisu kaikilla vakioilla Cy, Cy € R. [Muistutus: 7 = —a/2,b = a?/4.]

(ii) Muodosta kaava differenssiyhtalon x,,, o — 22,11+, = 0 ratkaisulle, jolle
ro=1,21 = 2.

6. Oleta ettéd f, g : R — R ovat mielivaltaisia kahdesti derivoituvia funktioita
koko R:ssd. Totea etté funktio u : R? — R, u(z,t) = f(x + ct) + g(z — ct),
ratkaisee aaltoyhtdlon

QPu(z,t) 2 0?u(z,t)

ot? ox?

¢ > 0 vakio.



