5. DIFFERENTIAALIYHTALOT

Differentiaaliyhtalolla (lyh. DY) tarkoitetaan yhtélod, joka koskee tuntematonta
funktiota y : I — R (I C R vili) ja sen derivaattoja:

5.1 Maaritelmd. Olkoon A C R™*2 avoin joukko, I C R vili, I C pr,(4) ja
F : A — R jatkuva funktio. Muotoa

(5.2) F(w,y,y',...,y(”)) =0

olevaa yht&loa sanotaan (kertaluvun n) differentiaaliyhtéloksi, kun se tulkitaan seu-
raavasti: On etsittava sellaisia valilla I n kertaa derivoituvia funktioita y : I — R
(DY:n 5.2 ratkaisut), etta y ja sen derivaatat ¢/, ..., y(™ toteuttavat ehdon

(5.3) F(z,y(z),y (2),... Ly™ ())=0 Vzel

Kertalukua n olevan DY:n yleinen ratkaisu

(5.4) y=y(z,C,...,Cy): I =R (C4,...,C, vakioita)
sisaltad n kappaletta reaalisia integroimisvakioita C'y, . .., Cy, joille voi sopivilta va-
leilta valita adrettoméan monia arvoja kullekin. Konkreettiset C1q,...,C, antavat

yksittdisratkaisun ja ratkaisut, joita yleinen ratkaisu (5.4) ei (ehkd) tavoita, ovat
erikoisratkaisuja. Jos y(™ voidaan ratkaista yhtalosta (5.2), saadaan DY (5.2) nor-
maalimuotoiseksi

(5.5) y™ = flz,y g,y )

DY:n (5.2) tai (5.5) ratkaisufunktioiden y : I — R kuvaajat ovat nimeltdén DY:n
integraalikdyrid. Alkuarvotehtdvalla (AAT) tarkoitetaan sellaisen ratkaisun y etsi-
misté, joka toteuttaa n kappaletta (n on DY:n kertaluku (kl)) muotoa

(5.6) y(z0) = Co,y'(z0) = C1,...,y" " V(zo) = Cs

(Co,...,Cpr_1 € R vakioita) olevia alkuehtoja. Olemassaolo- ja yksikasitteisyys-
lauseet (OY-lauseet) koskevat AAT:n ratkaisun olemassaoloa ja yksikésitteisyytté
tiettyjen ehtojen vallitessa.

5.7 Esimerkki. (i) ' = f(x) on 1. klin normaalimuotoinen DY, joka ratkeaa
suoraan integroimalla: y = [ f(z)dx jokaisella vélilld I, jolla f on jatkuva. TAmén
DY:n integraalikayria on tarkasteltu kohdassa 1.8.

(ii) y” = f(x), 2. kl:n DY, ratkeaa kahdella perédkkéiselld integroinnilla, jotka tuot-
tavat kaksi integroimisvakiota.

(iii) DY:n ¢y’ = f(x,y) OY-lause:
Olkoon D C R? avoin ja yhteniinen ja f : D — R jatkuva funktio, jolla myos

0
Dsof = 8_f on jatkuva. Olkoon (zg,yo) € D. Télloin AAT:IE ¢’ = f(x,y), y(xo) =
Yy
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Yo, on yksikésitteinen maksimaalinen (véli I maksimaalinen) ratkaisu y : I — R,
niin ettéd vastaava integraalikdyrd y = y(x) kulkee alueessa D pisteen (z¢, yo) kautta
ja D:n reunalta reunalle ja véali I on pry(D):hen sisiltyva avoin vali.

Kuva tilanteesta

¥ (20, Y0)

-[, & }
] T

Eri integraalikdyrit peittavit kertaalleen D:n kulkien aina reunalta reunalle. (Esim.
tasossa D = R? "reuna” on "direttomin kaukainen piste”.) Kiytinnossi ratkaisun
tarkka lauseke ei yleensa loydy.

SEPAROITUVAT 1. KERTALUVUN DIFFERENTIAALIYHTALOT

Ensimmaéisen kertaluvun normaalimuotoinen DY y’ = f(x,y) on separoituva, jos
f(x,y) on muotoa f(z,y) = g(x)h(y), x:n funktion ja y:n funktion tulo. Separoitu-
vat DY:t ratkeavat suoralla integroinnilla (jos tdmé osataan tehdé):

(5.8)
dy

/ h(y)#0 dy dy
V= o@hly) & 5L = o) "E T < g o [ J = [gan

Koska (5.8):ssa jouduttiin laskun kuluessa tekem&én rajoitus h(y) # 0, on ehka
kadotettu ratkaisufunktioita y, joille h(y(x)) = 0 jollain z. Téllaisia ovat itse asiassa
vain erikoisratkaisut y = C, missd h(C) = 0, silld OY-lauseen 5.7 (iii) nojalla
pisteiden (zg, C') kautta kulkee vain yksi integraalikéyra.

5.9 Esimerkki. (i) ¥’ = 2,/y on separoituva (h(y) = 2,/y, g(xz) = 1) ja saamme
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ratkaisun integroimalla:

dy y#0 / dy . L
7 —dx é 7 = dr & y = x + C (yksi integroimisvakio) <
2\/y 2\/y vy ( )

y=y(z)=(r+0C)* > -C, tai y(z)=0Ve cR (erikoisratkaisu).

Tassa ehto x > —C néyttaa ensi silmayksella oudolta, mutta on tarkemmin analy-
soitaessa valttamaton.
Kuva integraalikayrista:

y=(+52 Y y=12 y=(x—2)>

DY y' = 2,/y téyttdd alueessa D = R x ]0,00[ OY-lauseen 5.7 (iii) ehdot, joten
tamén alueen kunkin pisteen kautta kulkee vain yksi integraalikdyra (nyt reunalta
R x {0} "adrettomin kaukana sijaitsevaan reunapisteeseen”). Téten y = (z + C)?,
x € R, ei voi olla ratkaisu, koska kayrat talloin leikkaisivat toisiaan. Todella, jos
sallittaisiin myos = < —C, tulisi y'(x) < 0 vastoin sitd, ettd y' = 2,/y > 0 aina.
(TIlmién syy on, ettd ,/ on sovittu olevan aina > 0. Tallaiset seikat voivat joskus
olla vaikeita havaita ilman esim. OY-lauseen antamaa nikemysté tilanteesta.)
(ii) AAT: y = e Yz, y(0) =0
Ratkaisu.

dy _ 1,

— =Yz & dy= | zdr & eV =—z*+C.

dx 2
Sijoitus y¥(0) =0 = e’ =C = C =1, joten saadaan

1 1
e’ = 5:32—4—1 = yzln(§x2+1).

Voisi myos kédyttaa maarattyja integraaleja, jolloin AAT:n ratkaisun saisi suoraan:
d Y x Yy Z
Yo T 1
Y e Yz, y(0) = 0 < / eVdy = / rdr & V= | -2* &
dx 2
0=yo 0= 0 0

1 1
& ey—1:§x2—0 & yzln(§x2+1).
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(iii) ¥' + f(x)y = 0, f(x) = F'(x) Vo € I (lineaarinen 1. kl:n homogeeninen DY,
niitd kasitelldédn pian) on separoituva:

Z—Z Vy 2 dy (@)dz © Inly| = —F(z)+Cy &

< |yl = e_F(xHCl = CLemF@ FN Yy = 0P (0, #0)

ja sallimalla tassa lopuksi vield C'; = 0 saadaan mukaan erikoisratkaisu y = 0.
Yleinen ratkaisu on siis

y=Ce @ (zel CeR).

(iv) v = ky (eksponentiaalisen kasvun malli) <
& y = Ce*® (sovelletaan #skeistd, f(z) = —k, F(z) = —kz).

(v) (Logistisen kasvun malli) ¢’ = ey — ky? (e > 0, k > 0).
Téamékin DY on separoituva: h(y) = y(e — ky) ja g(xz) = 1. Jaetaan aluksi ﬁ
osamurtoihin:

— =+
yle—ky) 'y e—ky B=
Ratkaistaan DY integroimalla, kun y # 0 ja y # ¢

dy dy 11 1
L —yle—k 7_61 . dy= [ d
g Ve k) & ye—hy) 07 /(Ey ee—kry) Y /w =

1 A B {A:

o o=

1 1 —¢ —=¢C
= —1n|y\——ln|e—l€y|:x+C’1CQ(E)Clln i :ex+C’gc ’
€ € € —ky
o L | =0 9B Y e o y=Ce(e—ky) &
€ —ky € —ky
eCe”
< yYy(1+kCe™) =eCe™ & y=—-"F—.
y(1+kCe™) = eCe Y= T e
Liséksi erikoisratkaisut y =0 ja y = %
AAT:m y' = ey — ky?, y(0) = a > 0, ratkaisuksi saadaan y = £, jos a = £ ja
€(r)e” ae : £ €
= 0s a # —.
v= L+k(Lp)er  ak+ (e —ak)e~er’ ) k

Kaikki ndmé ratkaisufunktiot toteuttavat ehdon lim y(x) = 1, joten toisin kuin

eksponentiaalisen kasvun tapauksessa kasvulla on nyt raja. (Jos a > ¢, pitdé kasvun
sijaan puhua vahenemisesté, silla talloin

y'(0) = ey(0) — ky(0)? = ae — ka® = a(e — ka) <0 = y'(x) <0V € [0, 0]
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OY-lauseen nojalla (padttele tdmai!) ja saman voisi todeta y:n lausekkeestakin
derivoimalla.) Téllaisissa kasvumalleissa muuttuja x on usein aika.

Tietyt yhtalotyypit voidaan aina palauttaa separoituvan DY:n tapaukseen:

(5.10) y' = f(ax + by + c) sijoituksella v = ax + by + ¢
(5.11) y':if<9) sijoituksella u = 2
xr s

5.12 Esimerkki. i) y' = (x + y)2. Sijoitetaan u(z) = x + y(z), jolloin u'(z) =
1+ y/'(z) ja saadaan separoituva DY u’ = 1 + u?, jonka ratkaisu on helppo:

e

< u(z) = tan(x 4+ C) (m—I—CE]

2 —/dac & arctanu=z+C &
U

7T T
e - T_o).
305 [ eli —5 C<z< 5 )
Sijoitetaan takaisin y(x) = u(z) — x:

y(x) =u(x) —x =tan(x + C) — z (—g—C<x<E—C’).

2
i) 3y = yre _ Q + 1. Sijoitetaan u(z) = M, jolloin y(z) = zu(zx) ja y'(x) =
Y z
u(z) + zu/(x) Saadaan separoituva DY u + zu’ = u+ 1 eli zu’ =1 ja sen ratkaisu

= /du—/—<:>u—ln|x|+C:>

I Cr vileilld I C 0,
=w<w>=w={””””+ v vl 1 ¢ J0,c0

C eR).
xIn(—x) + Cx valeilld I C |—o0,0] ( )

<

=~
)

<

LINEAARISET DIFFERENTIAALIYHTALOT

Olkoon I C R véli ja olkoot p; : I - R (i =0,...,n—1) ja ¢ : I — R jatkuvia.
Differentiaaliyhtaloa

(5.13) Y 4 puoa (2)y" Y+ pa(@)y + po(a)y = q()
sanotaan lineaariseksi, silla kuvaus
y = L(y) = y™ + pua @)y + .+ pa(2)y + po(a)y

on lineaarikuvaus L : C™(I) — C°(I) I:ssi n kertaa jatkuvasti derivoituvien funk-
tioiden avaruudelta C™(I) jatkuvien jatkuvien funktioiden avaruudelle C°(T), koska
selvasti

L(yi +y2) = L(y1) + L(y2) ja L(ay) =al(y) Vyi,y2,y € C"(I), a € R.
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Lineaarialgebran yleisperiaatteen nojalla tdydellisen yhtalon (TY) L(y) = q ratkai-
suavaruus saadaan siirtdmalld homogeeniyhtalon (HY) L(y) = 0 ratkaisuavaruutta
(L:n ydin)

Ker L = L71(0) = {y | L(y) = 0} ¢ C"(I)
taydellisen yhtélon jollain yksittaisratkaisulla z. Jos L(z) = ¢, niin pétee
(5.14) {y | L(y) =qt =2+ KerL ={z+u| L(u) = 0}

Perustelu: Jos L(y) = ¢, niiny =2+ (y—2) ja L(y—2) = L(y) — L(z) = q¢—q =0,
Jos L(u) = 0, niin L(z 4+ u) = L(z) + L(u) = ¢+ 0 = ¢. Siis

TY:n yleinen ratkaisu = HY:n yleinen ratkaisu 4+ TY:n yksittaisratkaisu
Téydellisen yhtélon (5.13) ratkaisuavaruus saadaan siis siirtdméallé daretonulotteisen
vektoriavaruuden C™(I) n-ulotteien aliavaruus Ker L téydellisen yht&lon yksittéis-

ratkaisulla ”toiseen paikkaan” C"™(I):ssé
Homogeeniyhtélon L(y) = 0 ratkaisuavaruuden kannan muodostavat n lineaa-

risesti riippumatonta ratkaisufunktiota w1, ..., ¥y, ja naiden lineaarikombinaatioina
saadaan kaikki muut HY:n ratkaisut muodossa

vielapé yksikasitteisin kertoimin C;.

Néin lineaarisen DY:n (5.13) ratkaisu voidaan toteuttaa kaksiosaisena, etsitddn
ensin HY:n L(y) = 0 yleinen ratkaisu ((5.15) ylld) ratkaisujen perusjérjestelman
Y1, - -+, Yn (n lineaarisesti riippumatonta ratkaisua, ts.

ay1 + ...+ apy, =0 = a; =0 Vi)

avulla ja lisitdén tahén jokin TY:n yksittaisratkaisu z (L(z) = ¢), jolloin saadaan
TY:n yleinen ratkaisu

(5.16) y=Cipr+...+Chyn+2z (C; € R Vi),

Voidaan osoittaa, ettd tAma prosessi on teoriassa suoritettavissa (ei yleensa kaytéan-
nossi) ja ratkaisufunktiot ovat méaritellyt koko vélilla I.

ENSIMMAISEN KERTALUVUN LINEAARISET DIFFERENTIAALIYHTALOT

Kertaluvun 1 lineaarinen DY on muotoa

(5.17) v +p(r)y =q(x) (p,geC(]))
ja vastaavat AAT:t muotoa
(5.18) Y +p(x)y = q(x), y(wo) =vo (o €I, yo €R)

AAT:1l4 on aina yksikésitteinen ratkaisu y : I — R.
Kuten esimerkissa 5.9 (iii) todettiin, vastaava homogeeniyhtald vy’ + p(x)y = 0
voidaan ratkaista separoituvana ja ratkaisuksi saadaan

y=Ce JP@dz (e R).
Téamén jalkeen taydelliselle yhtélolle (5.17) 16ytyy ratkaisu vakion varioinnilla eli
tekemilld yrite y = C(x)e~ J P(#)d* (kokeillaan z:n funktiota C:n paikalle).
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5.19 Esimerkki. Ratkaise DY zy’ — 2y = 23 cos x viililld ]0, col.

Ratkaisu. Vélilla 0, 00 on z > 0 ja

3 2 2

2y —2y=2x"cosx & y — —y=2xcosz,
x

2
joka on lineaarinen 1. kl:n DY. HY:n 3y’ — —y = 0 ratkaisu on
x

y = Cel 39 = Cg?
Vakion variointi: Yrite TY:n ratkaisuksi
y=C(x)z? = y =C'(x)2? +22C(z) =
)2 ! 2 2 2 ' 2 2 %0
= Y- y= C'(z)x* + 22C(z) — ;C(w)x = (C'(2)2? = 2% cosz &
& C'(z) = cosz,

2

joten valinnalla C(z) = sinx saadaan TY:n yksittaisratkaisu y = x*sinz. Siten

TY:n yleinen ratkaisu on

y=Cz”+z’sinz (C e€R, z€]0,00]).

Vakion variointimenetelméassa joudutaan viimeisessa vaiheessa laskemaan inte-
graali ja tama ei tietenkdan aina onnistu suljetussa muodossa.

Toinen tapa ratkaista kertaluvun 1 lineaarinen DY on integroivan tekijan kaytto.
Kerrotaan DY

(5.17) y' +p(@)y = q(z)

puolittain funktiolla '@, F'(z) = p(z), F(z) = [ p(x)dx

d
(620) YD 4 FOpayy = Dgla) & L (FOy) = FOg(a),
jolloin saadaan, ettd e’ (*)y = [ ef'(®)g(z)dz ja edelleen (5.17):n yleiseksi ratkaisuksi

missa integroimisvakio C' pitda muistaa ottaa mukaan integraalin tulokseen.
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5.21 Esimerkki. Ratkaistaan esimerkin 5.19 DY
(*) v +p@y=q(@), p@)=-—, q@)=a"cosz
integroivan tekijan e *) avulla. Nyt

F(x) = / (—%) dr = —2In|z| = —In(z?)

1

ja ef'(®) = e~ @) — —— Jja saadaan
x
(*)(:)i'—ki 2 —izﬁcosx(:)i’—3 =cosT &
27 T )Y T 2 2 T BT

d

1 1 1 .
& — | wy) =cosx & —y= [cosrdr & —y=sinz+C &
dx \ x? x?

2

& y=a?sinz + Ca?,

siis sama tulos.
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