4. KONVEKSISUUS JA AARIARVOT

Palautan mieliin, ettd R:n valilld I derivoituvaa funktiota sanottiin konveksiksi
(alaspéin kuperaksi), jos kiyrd y = f(z) on valilla I jokaisen tangenttisuoransa
ylapuolella. Té&hén riitti, ettd f”(x) > 0 I:ssd. Yleistdmme nyt t&mén méaéritelmén
useamman muuttujan funktioille ja myos tapaukseen, jossa f ei valttamatta ole
derivoituva. Nain maéaariteltavalla konveksisuudella on sovelluksia mm. aariarvojen
teoriassa eli optimoinnissa.

Josz,y e R" (x = (x1,...,2n), y = (Y1,---,Yn)), niin z:n ja y:n vélinen jana on

(4.1) Joy={2€R" |z=2+t(y—2z)=(1—-t)z+ty, 0 <t <1},

Joukko A C R™ on konveksi, jos se aina sisdltda kahta pistettdan yhdistavit janat,
ts. Vo,y € A patee J,, C A. Erikoistapauksessa z = y "jana” J,, on téassa pelkka
piste {z}.

r€EA yeA
Jay & A

A ei konveksi A konveksi

Konveksilla yhden muuttujan funktiolla f : I — R (I C R véli) havaitaan,
ettd kuvaajan y = f(x) pisteitd (z1, f(x1)) ja (22, f(z2)) yhdistdvan janan pisteet
niyttavat alla olevan kuvan mukaisesti sijaitsevan kayréan y = f(z) "yldpuolella”.

y = f(z)

(4.2)

(z, f(z))

T T2 x

Jos x = (1 — t)xy + txo ja g(x) = (1 — t)f(x1) + tf(x2), saamme havaintomme
algebralliseen asuun: g(z) > f(z) Vo € [z1,22] < Vit € [0, 1] pétee ehto

(4.3) FIU = a1 +twe) < (1—t)f(21) +tf(22)

Vaatimalla ehto (4.3) kaikilla z1, 29 € I ja kaikilla t € [0, 1] saadaan konveksisuu-
delle uusi maaritelma, joka ei vaadi f:n derivoituvuutta ja joka yleistyy vélittomasti
useamman muuttujan funktioille konvekseissa méaérittelyjoukoissa. Koska (4.3) pé-
tee pédtepisteissi x1 ja xo eli arvoilla ¢ = 0 ja t = 1 yhtalon4, riittda vaatia (4.3)
arvoilla t € 0, 1[.

92



4.4 Maaritelma. Olkoon A C R™ konveksi joukko. Funktio f : A — R on (jou-
kossa A) konveksi, jos V1,29 € A ja Vt € )0, 1 patee ehto

(i) S =)z +twg) < (1 —10)f(z1) +tf(22).

Jos epéyhtélo ehdossa (i) on aito (<) aina kun z; # x9, f on vahvasti konveksi.
Funktio f on (joukossa A) konkaavi, jos

(ii) F((L =)z +tag) > (1 —t) f(z1) + tf(2x2) Va1, 22 € A, t €]0,1].

ja vahvasti konkaavi, jos epayhtalo ehdossa (ii) on aito (>) aina kun x1 # xs.

4.5 Huomautus. (i)
Konveksi = alaspain kupera

konkaavi = ylospain kupera.

(ii) Joukko G = G(f) = {(x,y) € R*"™ | x € A, y = f(x)} (téssi siis (z,y) =
(z1,...,%n,y)) on funktion f: A — R graafi eli kuvaaja avaruudessa R"*!. Kuvan
4.2 mukaisesti konveksisuus tarkoittaa, etta kuvaajapinnan pisteiden (ml, f (ml)) ja
(xg, f (mg)) yvhdysjanan pisteet ovat aina vastaavien kuvaajapinnan pisteiden ”yla-
puolella” koordinaatin n + 1 suunnassa aina kun muodostetaan kuvan 4.2 kaltainen
kaksiulotteinen tasoleikkaus, jossa A x R:44 leikataan tasolla, jonka toinen ”virittéa-
javektori” osoittaa suuntaan e, = (0,...,0,1).

(iii) Madritelméssé 4.4 A:sta on oletettu vain, ettd se on R™:n konveksi osajoukko.
Naiin ollen A:n ei tarvitse olla n-ulotteinen, vaan se voi olla esim. piste (ei kiinnos-
tava tapaus) tai jana tai tason kolmio, kun dimensio on n > 2. Yleisimmin A:lla
kuitenkin on sisapisteitd R™:ssd, jolloin se on n-ulotteinen. Vain t&ll6in voidaan
puhua f:n (n-ulotteisesta) derivoituvuudesta. Muuten jouduttaisiin derivaatoista
puhuttaessa tarkastelemaan derivaattakésitteiden vastineita A:n ”virittaméssa” p-
ulotteisessa R™:n affiinissa aliavaruudessa aff(A) (Jos esim. A on jana, p = 1 ja
aff (A) on suora; jos A on kolmio (sisuksineen), p = 2 ja aff(A) on taso). Téllainen
teoria on muodostettavissa, mutta emme etene tahan suuntaan.

(iv) Voidaan néyttad, ettd konveksit ja konkaavit funktiot f : A — R ovat jatkuvia
joukon A sisépisteisséd (A C R™ on konveksi).

Jos A C R™ on konveksi avoin joukko, niin jatkuvasti derivoituvalle f : A — R f:n
konveksisuus voidaan karakterisoida kuvaajapinnan y = f(z) pisteisiin (xg,yo) €
R™*! kuuluvien tangenttitasojen avulla kuten syksyn kurssissa yhden muuttujan
funktioille:

Tata varten tarkastellaan aluksi kuvaajapinnan G = {(:L', f (93)) | z € A} tagent-
titasoa pisteessé (zg,yo) € G. Kuvaajapinta on funktion

F:AxR—-R, F(z,xp41) =xni1 — f(z) (z € A),
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tasa-arvopinta F(z,2z,41) = 0, joten VF(z,2,11) = (—=Vf(z),1) on sen nor-
maalivektori ja tangenttitason yhtéloksi saadaan tdmén nojalla pisteessd (xg, yo)
(yo = f(xo)) yhtald

{ (=Vf(x0),1) - (& — 20,y — y0) =0

(4.6)
& y— f(@o) = Vf(z0) - (x —z0) (r €R", y €R).

Kyseessd, on siis R”T1:n n-ulotteinen hypertaso, joka sivuaa pintaa G pisteessi
(.’170, f(xﬂ))

4.7 Lause. Olkoon A C R" avoin, f : A — R jatkuvasti derivoituva ja S C A
konveksi. Talloin f on konveksi joukossa S, jos ja vain jos

(4.8) f(x) = f(wo) + V(o) - (x —x0) Vz,20 €S

[eli jos ja vain jos f:n kuvaajapinnan G S:n ylld olevat pisteet ovat S:n pisteisiin
kuuluvien G:n tangenttitasojen (4.6) ”ylapuolella” koordinaatin x,+1 suunnassaj.

Todistus. Kts. Patovaaran kirja, sivuutetaan luennoilla.

4.9 Seuraus. Lauseen 4.7 tilanteessa f on konkaavi joukossa S C A, jos ja vain

Jjos

(4.10) flx) < f(zo) + Vf(zo) - (x —x0) Vz,20 €S

Todistus. 4.7 sovellettuna — f:d4én. [J

4.11 Huomautus. (i) (4.8):ssa aito epéyhtélo aina kun x # 9 < f on vahvasti
konveksi S:ssa.

(ii) (4.10):ssd aito epdyhtdld aina kun x # x¢ < f on vahvasti konkaavi S:ssa.

Kaytannollinen ehto konveksisuuden tutkimisessa saadaan Hessen matriisin de-
finiittisyyden avulla (merkinnét ehdossa ovat 3.56:n mukaiset):

4.12 Lause. Olkoon A C R" avoin, f € C%(A) ja S C A konveksi. Olkoon
H(z) = (Di; f(x)) € R™"

f:n Hessen matriisi (ks. 3.33). Téll6in

(i) Jos H(x) > 0Vz € S, f on konveksi S':ssé.

(ii) Jos H(xz) > 0 Vx € S, f on vahvasti konveksi S:ssé.

(iii) Jos H(z) <0 Vz € S, f on konkaavi S:ssé.

(iv) Jos H(x) < 0 Vx € S, f on vahvasti konkaavi S':ssd.

Todistus. Lauseen todistus nojaa useamman muuttujan funktioiden Taylorin kehi-

telméan, jonka joudumme kurssilla sivuuttamaan. Yritan kuitenkin antaa kuvan
todistuksen juonesta luennolla. [
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4.13 Lause. Nelibmuoto @ : R®™ — R, Q(z) = XTAX, on R":ssé

(i) konveksi, jos A > 0,

(ii) vahvasti konveksi, jos A > 0,

(iii) konkaavi, jos A <0,

(iv) vahvasti konkaavi, jos A < 0.

Todistus. Koska @:n Hessen matriisi on 24 (3.34(ii)), véite seuraa heti 4.12:sta. [

4.14 Esimerkki. (i) f: R3 = R, f(z,vy, 2) = 22 +3y?+222 — 22y +222 on vahvasti
konveksi R3:ssa, silli

1 -1 1
flx)=XTAX, A=[-1 3 0] ja
1 0 2
1 -1
di=1>0, dy = =3-1=2>0,
-1 3
30 -1 0 -1 3
dg =det A=1- +1- +1- —6-2-3=1>0,
0 2 1 2 10

joten A > 0 ja 4.13(ii) = nelibmuoto f on vahvasti konveksi.

(i) f(z,y) = z* + y* + 8z + 27y. Tilléin

Dif =42 +8, Dyf =4y’ 427,
Dy f =122%, Doof =12y, Diof = Do f =0

ja f:n Hessen matriisi on

1222 0 )
H(z,y) = V(z,y) € R".
0 1292
Nyt
1222 0
1222>0  ja >0 ja 1242>0,
0 1242

joten 3.55(1ii) = H(w,y) > 0 V(z,y) € R? ja edelleen 4.12(i) = f on konveksi
R%:ssa. Jos S C R?2\ {(z,y) |z =0 tai y =0}, on H(z,y)>0V(z,y) €S. Jos
S on konveksi, 4.12(ii) = f on vahvasti konveksi S:ssa.

(iii) f: R — R, f(x) = |z| on konveksi (harjoitustehtéva). Té&hén ei voi soveltaa
lauseen 4.12 kriteereja origon sisédltavéalla valilla, silla f ei ole derivoituva origossa.
On siis kaytettava suoraan méaaritelméaa!

95



(iv) f: R" - R, f(z) = ||z|| = /22 + ... + 22 on konveksi (likimain sama todistus
kuin #skeisessd esimerkissé, harjoitustehtava).

(v) f : R — R, f(z) = 22, on vahvasti konveksi. Nyt f'(z) = 2z, f"(z) = 2 ja
H(x) =[2] > 0, joten 4.12(ii) = f on vahvasti konveksi R:ssd. (Tietysti tdma
saadaan myo6s syksyn kurssin teorialla.)

(vi) Nelismuoto Q(z,y, z) = —(z 4+ 2y +32)% = —a? —4y? — 922 — 4oy — 622 — 12y2

on negatiivisesti semidefiniittind konkaavi (4.13 iii). Tarkistetaan tdmé determi-
nanttiehdolla 3.55(iv). Nyt

-1 -2 -3 1 2 3
A= -2 -4 -6 ja —A=12 4 6
-3 -6 -9 3 6 9

Osoitetaan —A positiivisesti semidefiniitiksi ehtoa 3.55(iii) kéyttéen laskemalla det B
kaikilla B, jotka saadaan A:sta poistamalla r rivid ja vastaavat r saraketta (r =
0,1,2):

—A:n diagonaalialkiot ovat > 0 (r = 2),

1 2
2 4

1 3
3 9

4 6
6 9

=02>0, =02>0,

=0>0, (r=1).

ja det(—A) = 0 > 0 (r = 0), joten aina det B > 0 ja —A on positiivisesti semi-
definiitti ja A siis negatiivisesti semidefiniitti. Koska @:n Hessen matriisi 24 < 0,
on @ siis konkaavi R3:ssa (4.13(iii) tai 4.12(iii)). @ ei ole vahvasti konkaavi, koska
Q(x,y, z) havida tasossa T : x + 2y + 3z = 0 ja saadaan, ettd

(x1,91,21) €T, (x2,y2,22) €T, 0<t <1 =

S =) (z1,y1, 21) + t(x2, Y2, 22)) = 0= (L —t) f (21, 41, 21) + tf (22, Y2, 22).

LOKAALIT AARIARVOT

4.15 Maaritelma. Olkoon A € R" ja f : A — R funktio. Funktiolla f on
sisdpisteessa xg € A
(a) lokaali minimikohta, jos 36 > 0 s.e. Us(xg) = {x € R" | ||z — x0]| < §} C A ja

f(zo) = min f (Us(wo)) = min{f(2) | || — ol < J}.

T&ll6in f(z) on f:n lokaali minimi(arvo).
(b) lokaali maksimikohta, jos 36 > 0 s.e. Us(xzg) C A ja

f(@o) = max f(Us(wo)) = max {f(z) | [lz — zo|| < J}.
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T&ll6in f(zg) on fn lokaali maksimi.
Jos f(zp) on f:n lokaali minimi tai lokaali maksimi, xo on f:n (lokaali) ddriarvokohta
ja f(zo) on f:n (lokaali) dériarvo. Jos ehdossa (a) pétee f(xo) < f(x) Vo € Ug(zo)
(vastaavasti ehdossa (b) f(xg) > f(x) Vo € Us(xo)), niin lokaali minimi f(z) on
aito (oleellinen) (vastaavasti lokaali maksimi f(z() on aito (oleellinen)).

Jos AM = max f(A), M on f:n globaali maksimi (A:ssa). Vastaavasti m =
min f(A) on olemassa ollessaan f:n globaali minimi.

4.16 Huomautus. (i) Tapauksessa n = 1, jolloin A C R, saadaan vanhat tutut
peruskurssin maaritelmat yhden muuttujan funktioiden lokaaleille aéariarvoille.

(ii) Globaalin &ariarvon ei tarvitse olla lokaali dériarvo, silléd globaali &ériarvo voi
tulla A:n reunapisteessakin ja tallainen piste ei ylla annetun maéaéritelméan mielesséa
ole lokaali ddriarvokohta. Esim. funktiolla f : [0,1] — R, f(z) =z, on

M =max f([0,1]) = f(1) =1, m=min f([0,1]) = f(0) =0,

mutta f:114 ei ole lokaaleja dériarvoja, koska f on aidosti kasvava ]0, 1[:ssé.

Derivoituvalla yhden muuttujan funktiolla f : ]a,b] — R valttdmatén ehto lo-
kaalille aariarvolle oli derivaatan f’(x) hévidminen:

f(zo) on lokaali aariarvokohta = f’(zq) =0

Tama yleistyy heti n:n muuttujan funktioille:

4.17 Lause. Jos A:n sisapiste xg on xg:ssa derivoituvan funktion f : A — R
(A C R™) lokaali &ériarvokohta, niin

Todistus. Koska D, f(xo) on yhden muuttujan funktion f(xg + te;) = g(t) (e; =

1:8
(0,...,0,1,0,...,0)) tavallinen derivaatta ¢'(0), véite seuraa helposti yhden muut-
tujan teoriasta. (Taydenné todistus!). O

4.18 Esimerkki. i) Funktion f(z,y) = xy? diriarvot?
Nyt A = R? ja jopa f € C°(A). Vilttamiton ehto diriarvolle on gradientin

haviaminen:
{le(x,y)=0 {y2=0 {y=0
<~ <~
Dsf(z,y) =0 22y =0 x €R.

Ainoat mahdolliset dariarvokohdat ovat siis z-akselin pisteet (zq,0), joissa funktion
arvo f(zo) = xo - 02 = 0. Edelleen 29 >0 = 3(xo,0)m ympéristé Us ((z0,0)) s.e.

(z,y) € Ug((aro,O)) = f(z,y) =2y*> > 0= f(x0,0)
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(voi valita 6 = zo > 0, jolloin (z,y) € Us((z0,0)) = z¢ > 0) ja jos zop < 0,
valinnalla § = —x¢ > 0 pétee

(z,y) € Ug((aro,O)) = f(z,y) = 2y*> < 0= f(z0,0).

Siis pisteet (z,0) ovat lokaaleja &ariarvokohtia, jos xg # 0 ja vastaavat dariarvot
ovat

lokaalit maksimit f(xg,0) =0, kun zq < 0,

lokaalit minimit f(xg,0) = 0, kun zg > 0.

Miké&én néista ddriarvoista ei ole oleellinen, silla z-akselilla f(x,y) = 0 ja pisteiden
(20, 0) ympéaristossd on aina muitakin z-akselin pisteité.

Origo ei ole f:n aédriarvokohta, silla origon joka ympéristossa f saa sekéd arvoa
£(0,0) = 0 suurempia arvoja (zy? > 0, kun = > 0 ja y # 0) ettii siti pienempii
arvoja (zy? < 0, kun 2 < 0 ja y # 0).

Edelleen on selvii, ettd f:li ei ole suurinta eikd pienintd arvoa RZ?:ssa, silld
lauseke f(x,y) = zy? saa mielivaltaisen suuria ja pienié arvoja. Perusteluksi kelpaa
vaikkapa havainto, etta mll}I:Itloo flz,1) = mll}lrjcnoo z-1=*4oc.

ii) Haetaan neliomuodon Q : R3 — R, Q(z,y, 2) = 22 + y? + 222 + yz dériarvot.
Nyt Q € C°(R3), joten diriarvokohdassa V fm on oltava 0:

Dyf =2y+2=0% & {y=0
Dsf=424+y=0 z=0.

Ainoa mahdollinen dariarvokohta on siis origo. Koska

1\> 7
Q(as,y,z):x2+<y+§z) +Z,22>0

origon ulkopuolella, origo on aito lokaali &ariarvokohta ja arvo Q(0,0,0) = 0 on @:n
lokaali ja globaali minimi R3:ssa.

Q(0,0,0) = 0 havaittaisiin globaaliksi minimiksi my6s osoittamalla @) positiivi-
sesti definiitiksi (Q:hun liittyvén symmetrisen matriisin A determinantteja tutkimal-
la.

(iii) f(z,y) =sin(z +y) (f : R? — R).

Dy f(z,y) = cos(z +y) =0

& rty=—+nm (neZ)
Dy f(z,y) = cos(z +y) = 0 Y72

Ainoat mahdolliset dériarvokohdat ovat siis suorien  +y = § +nn (n € Z) kaikki
pisteet. Koska —1 < f(z,y) <1 V(z,y) € R? ja koska

sin <g + 2n7r> =1, sin <g + (2n + 1)77) =—-1 VneZ,
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suorien x +y = 5 + 2n7 (n € Z) pisteet ovat lokaaleja (jopa globaaleja) maksimi-
kohtia ja suorien x +y = & + (2n + 1)n7 (n € Z) pisteet minimikohtia.

(iv) f:R* =R, f(z,y) = (22° —y)(z® — y) = 22" — 32y + ¢°.
le:8x3—6xy20} {230(8302—33/):0
= =

Dof = =322 +2y =0 — 32?4+ 2y = 0.
=0 = 822 =0
SR i A
y=20 Yy=3T y=0

Ainoa mahdollinen &#riarvokohta on siis origo. Nyt f(0,0) = 0 ei ole &ariarvo
seuraavan merkkikaavion nojalla:

y = 222
y =a?

N Tulon f(z,y) = (22* —y)(2* —y)
merkki on paraabelien valissa —,
ja muualla +

Koska konveksin jatkuvasti derivoituvan funktion kuvaajapinta sijaitsee tangent-
titasojensa ylapuolella, gradientin havidminen takaa tallaisella funktiolla jopa glo-
baalin minimin.

4.19 Lause. Olkoon A C R" avoin, f € C'(A) ja S C A konveksi. Télloin

(a) Jos f on konveksi S:ssd, zo € S ja Vf(xg) =0, niin f(z¢) = min f(S5).

(b) Jos f on konkaavi S:ssé, o € S ja Vf(xo) =0, niin f(zo) = max f(9).
Erityisesti, jos S = A on konveksi ja xq € S, niin konvekseille ja konkaaveille
f: A — R patee.

(4.20) f(zo) on lokaali ddriarvo < f(xg) on globaali dariarvo < V f(xg) =0.

Todistus. (a) Kaavan (4.8) nojalla oletustilanteessa pétee arvio

f(@) = f(z0) + Vf(xo) - (z — o) = f(20) +0- (z — wo) = fxo) Vx €S,
joten f(xp) = min f(.5).
(b) Kaavan (4.10) nojalla oletustilanteessa pétee arvio

f(@) < f(x0) + Vf(xo) - (z — m0) = f(20) + 0 (x — z0) = fz0) V€S,

joten f(xzg) = max f(95).
Jos S = A on konveksi avoin joukko R™:ssé, ehtojen (a) ja (b) globaalit dariarvot

ovat myos lokaaleja ja lauseesta 4.17 seuraa, etta niiden olemassa ollessa taytyy olla
Vf(IBQ) =0. O
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4.21 Esimerkki. i) f(z,y) = —2% —y? + 2y + 7z — 2y. Nyt
Dif=-2c+y+7=0 r =4 o o »
jot ‘n ai -koht .
sz:—2y+x—2:()}<:>{y:1’Joen fm ainoa 0-kohta on (4,1)

Edelleen

1 -2

ja tdmd H on negatiivisesti definiitti (totea!) ja f siis konkaavi ja 4.19 (b):std
seuraa, ettd f(4,1) = —16 — 1+ 4 + 28 — 2 = 13 on f:n suurin arvo R%:ssa eli
max f(R?) = 13. Piste (4,1) on nyt ainoa f:n lokaali (jopa globaali) #iriarvokohta.
Sité ei ole helppo 16ytéaé neliksi tdydentelylld (kokeile!).

ii) f(z,y) = 2* + y* + 8z + 27y. Nyt

3
D1f=4x3—|-8=0} z=—V2=ux

3
Dof =4y +27=0 Y=g ="

joten nyt V f:n ainoa 0-kohta on (zg,%o). Koska f on konveksi R?:ssa
(esim. 4.14 (i), f (—(’/5, —%) — min f(R?) lauseen 4.19 (a) nojalla.

-2 1
Dy f=-2, Dayf=-2, Dipf=Dnf=1= H(z,y)= [ ]

Jos f on kahdesti jatkuvasti derivoituva ja jos f:n Hessen matriisi H(xzg) > 0
(tai H(xg) < 0) on positiivisesti (tai negatiivisesti) definiitti pisteessd x(, sama
pétee pienessd xg:n ymparistossa Us(zg). Syy: vasemman yldkulman determinantit
d; (i =1,...,n; ks. 3.55 (i) ja (ii)) ovat jatkuvia, joten niiden positiivisuus (tai
negatiivisuus) siilyy pienessid zg:n ympéristossi. Talloin lause 4.19 johtaa heti
seuraavaan tarkeaan tulokseen, joka antaa riittdvan ehdon lokaalille aariarvolle.

4.22 Lause. Olkoon A C R™ avoin, xg € A ja f : A — R kahdesti jatkuvasti
derivoituva funktio (f € C?(A)). Jos f:n gradientti hividi xg:ssa, Vf(xg) = 0, ja
jos f:n Hessen matriisi

H(zo) = (Dyj f(x0)) € R™™

on positiivisesti (tal negatiivisesti) definiitti, niin f(zo) on oleellinen lokaali minimi
(tai maksimi). O

Kéaantéden voidaan osoittaa (ks. Patovaara, lause 2.13), ettd lauseen 4.22 tilan-

teessa patee
f(xo) lokaali minimi = H(xg) >0

(4.23) f(zo) lokaali maksimi = H(zq) <0.
Nain ollen f(xg) ei voi olla dériarvo, jos H(xg) on indefiniitti ja on &ariarvo, jos
Vf(xo) =0 ja H(xg) on definiitti. Sen sijaan tapauksessa, jossa H(xo) on semide-
finiitti ja V f(xg) =0, f(zg) voi olla tai olla olematta dériarvo, kuten mychemmat
esimerkit osoittavat. Asia taytyy talloin ratkaista esim. suoraan méaaritelmaa kayt-
taen.

Kahden muuttujan funktioilla ylla esitetty saa erityisen yksinkertaisen muodon.
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4.24 Lause. Olkoon A C R? avoin, f € C?(A), (z0,%0) € A ja Vf(xo,70) = 0.
Jos luku

D¢ = D¢ (z0,y0) = Di1f(x0,y0) D2z f(z0,y0) — (Dlzf(ﬂﬁo,yo))2

on positiivinen, (xo,yo) on f:n ddriarvokohta. Se on minimikohta, jos Dy > 0 ja
Dqy f(xo,y0) > 0 ja maksimikohta, jos Dy > 0 ja D11f(x0,y0) < 0. Jos Dy < 0,
(z0,yo) ei ole ddriarvokohta.

Todistus. Dy on Hessen matriisin

H(xo, 90) = (an(xo,yo) D12f(9307y0>>

Doy f(z0,90) Doz f (0, y0)

determinantti ja véite seuraa helposti (4.23):n jélkeen todetusta ja lauseesta 3.55.
Tapauksessa Dy > 0, H(xo,yo) on ndet 3.55:n nojalla definiitti ja tapauksessa
Dy < 0 indefiniitti (harjoitustehtéva). O

4.25 Huomautus. Tapauksessa Dy = 0, H(xo,y0) on semidefiniitti (tarkista!)
ja f(zo,yo) voi olla tai olla olematta &ariarvo. Asia on tutkittava esim. méaritel-
méa kdyttden. Tamé voi olla vaikeaa kuten esimerkin 4.18(iv) funktiolle f(x,y) =
2z — 322y + y?, jolle Vf(0,0) = 0 ja D(0,0) = 0 (laske!). Jos tekijoihin jakoa
f(x,y) = (222 —y)(2® —y) ei keksi, voi olla vaikeaa 16ytii origon joka ympéristosti
pisteitd, joissa f(x,y) < f(0,0) = 0. ”Valtaosassa” pisteitd on néet f(z,y) > 0, ks.
4.18 (iv):n kuvaa.

4.26 Esimerkki. (i) f(x,y) = 22 + v + y*. Tilléin f € C?(R?) ja

Dif=2x=0 xz=0 z=0
& tal
D2f:3y2+4y3:0 {yZO al {y:—%

Siis ainoat mahdolliset dariarvokohdat ovat origo ja (0, —2). Nyt
Dllf:27 D22f:6y+12y2 ja D12f:0 =
Dy(0,-7) =2- <6 (-2)+12 (—%)2) —0% >0,
Df(0,0) :2'0—02 :O,

Néin ollen piste (0,—2) on &ériarvokohta ja koska Dq1f(0,—3) = 2 > 0, se on

minimikohta. Vastaava lokaali minimi on

3y _ 27 | 81 _ _ 27
f(0,—3)=0— 51+ 555 = — 555"
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Origon joka ympéristossé f saa jo y-akselilla sekd arvoa f(0,0) = 0 suurempia etta
sita pienempia arvoja, silla

f(0,y) >0, kuny >0

0,y) =y’ +y' =91+ é{
FO9) =y +y =y (1+y) £(0,5) <0, kun —1 <y <0.

Néin ollen origo ei ole f:n dariarvokohta.

Funktiolla f on siis vain yksi lokaali dériarvo, minimi f(0, —%) = —22—576. Talla
kertaa (mutta ei yleisesti vastaavassa tilanteessa) tdmé on samalla f:n pienin arvo
R2:ssa, kuten yhden muuttujan funktioita z — 22 ja y — y3+y* tutkimalla helposti

nahdaan.

(ii) f(x,y,2) = 2® — 2y +yz+ z. Nyt f € C*(R%) ja

Dif =32% - 22y =0 z=0 z=—2
Dof =—2*42=0 & y=—1 tai y=—1

Pisteet (0,—1,0) ja (—%, -1, %) ovat siis ainoat mahdolliset lokaalit aariarvokohdat.
Dy f=6x—2y, Daf=0=Ds3f, Diof=-22x, Digf =0, Dosf=1
ja f:n Hessen matriisi
6r —2y —2x 0
H(z,y,z) = —2z o 1| =
0 1 0

H(0,—-1,0)jaH (—%, -1, %) ovat indefiniitteja. Siten kumpikaan kyseeseen tulevista
pisteista ei ole aariarvokohta ja f:1la ei ole dariarvoja.
FUNKTION SUURIMMAN JA PIENIMMAN ARVON ETSIMINEN ANNETUSSA JOUKOSSA

Olkoon A C R" joukko ja f: A — R funktio. Asetetaan tehtavaksi optimointi-
probleema maarittaa luvut

M =max f(A) ja m = min f(A)

jos ne ovat olemassa. Jos A on suljettu (ts. R™ \ A avoin) ja rajoitettu
(ts. 3R > 0 se. A C [-R,R]"), niin A on kompakti. Kompaktissa joukossa A
jatkuvalla funktiolla f : A — R olemassaolokysymys on edelta selvé.

4.27 Lause. Olkoon A C R" kompakti joukko ja f : A — R jatkuva funktio.
Talloin f saa A:ssa suurimman ja pienimmén arvon, ts.

dM =max f(A) ja Im = min f(A).

Todistus. Sivuutetaan. [
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4.28 Esimerkki. (i) A =[—1,1] x [7,9] C R? on kompakti, joten jokaisella jatku-
valla f : A — R on suurin ja pienin arvo.

(ii) R? ei ole kompakti (R? ei ole rajoitettu).

(iii) B1(0) = {z € R™ | ||z|| < 1} ei ole kompakti (B1(0) ei ole suljettu).
(iv) B1(0) = {z € R" | ||z|| < 1} on kompakti.

(

v) S"71 ={z € R" | ||z|| = 1} on kompakti

Perustelu: Selvisti S™~! on rajoitettu. Suljetuksi S” !:n voi niyttii osoitta-
malla kolmioepéyhtélon avulla sen komplementti {z € R™ | ||z|| # 1} avoimeksi tai
helpommin seuraavalla periaatteella. Koko R™:ssé jatkuvan reaalifunktion f tasa-
arvojoukot {x € R™ | f(z) = C} (C € R) ovat aina suljettuja. Valinta f(x) = ||z||
antaa talloin heti, ettd S”~! on suljettu.

(vi) Jos neliomuoto @ : R™ — R on positiivisesti definiitti, niin 0 = Q(0) =
min Q(R™). Jos Q on negatiivisesti definiitti, niin 0 = Q(0) = max Q(R").
(vii) Jos A C R™ on konveksi avoin joukko, f € C?(A) on konveksi ja V f(zo) = 0,

niin f(zp) = min f(A) lauseen 4.19 (a) nojalla. Jos @ liséksi eroaa vakiofunk-
tiosta 0 (jota ei valttdméttd neliomuodoksi ehké olisi kannattanut salliakaan), niin

3 max f(A).

Jos f: A — R on jatkuva ja A C R" on kompakti, suurin ja pienin arvo ovat
siis olemassa. Jos f on derivoituva A:n sisépisteissd, niin ne 16ytyvét seuraavilla

askeleilla 1-3:

1) Haetaan ne A:n (sisd)pisteet x, joissa fin gradientti Vf(z) = 0 ja lasketaan
vastaavat arvot f(z).

2) Mééritetdan f:n suurin ja pienin arvo reunalla 0 A, ts. etsitdén luvut max f(0A)
ja min f(0A). (Ne ovat olemassa, silld myds dA on kompakti.)

3) Valitaan saaduista f:n arvoista suurin M ja pienin m, jolloin M = max f(A) ja
m = min f(A).

4.29 Esimerkki. i) Etsi funktion f(x,y) = 22+ 3%+ 22 — 2y suurin ja pienin arvo
joukoisssa A = {(x,y) | 2% +y? < 4} ja B =[-2,2] x [0,2].

Ratkaisu. f € C°(R?)ja A ja B ovat kompakteja, joten on olemassa M = max f(A),
m = min f(A), N = max f(B) ja n = min f(B). Edelleen

le:2l‘—|—2:0 r=—1
<~

ja piste (—1,1) on sekd A:n ettd B:n (sisd)piste. Vastaava arvo f(—1,1)=1+1—
9-9=-9
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Kuvat

(4.30)

7 (V3,2

Reunat: 04 = {(z,y) | 22 + y?> = 4} on origokeskinen 2-siiteinen ympyriviiva.
Kéytetaan 0A:n pisteille parametriesitysta
T = 2cost
o, 0t < 2m,
y = 2sint
jolloin
f(z,y) = 4cos® t+4sin® t+4cost—4sint = 4(14cost—sint) = 4g(t), 0<t < 2r.

Siten max f(0A) jamin f(0A) 16ytyvét tutkimalla yhden muuttujan funktiota g(t) =
1+ cost —sint valilla [0, 27]. Nyt

g'(t) = —sint —cost =0 & sint = —cost & t:I tai t:Z’
silla 0 <t < 27. Koska

9(0) =1=g(2m) ja
3m 1 1
—)=1-—-—==1-V2<1ja

9(4) 2 V2 .
m 1 1
— =1+ —=+—==1+V2>1,

9(4) V2

max f(OA) =4(1+v2) =4+4V2 ja minf(0A) =4(1—-V2) =4—4V2

Joukossa B reunan 0B muodostaa nelj janaa, joilla f:n arvot saadaan tutkimalla

seuraavia yhden muuttujan funktioita:
) gt)=f(-2,t)=4+t>—4-2t, 0<t<2.
) gof 2) =t?44+2t—4, -2<t<2
D) g3(t) = f(2,t) =4+t*+4—-2t, 0<t<2.

( )

IV) gs(t) = f(t,0)=t*4+042t -0, —2<t<2.



Y114 olevista seuraa

D) qi(t)=1t"—2t gi(t)=2t—-2=0 & t=1, g1(0) =g1(2) =0, g1(1) = —1.

) go(t) =t>+2t, gh(t) =2t +2=0 & t=—1, go(—2) =0, ¢2(2) =8, g2(—1) = —1.
D) g3(t) =8+t —2t, gh(t) =2t —2=0 < t=1, g3(0) =8, g3(2) =8, g3(1) =T7.
IV) g4(t) = 1* + 2t = go(t) (ja sama vili [-2,2]).

Kohtien -1V nojalla
max f(0B) = max{0,—1,8,7} =8 ja min f(0B)=min{0,-1,8,7} = —1
Néin ollen saamme vaiheessa 3) vastauksen

M = max f(A) = max{-2,4+4v2} =4+ 4V2 ja
m =min f(A) = min{-2,4 - 4v2} = =2 ja

N = max f(B) = max{-2,8} =8 ja

n = min f(B) = min{-2, -1} = —2.

Ratkaistaan tehtava suoremmalla tavalla kayttaen hyvaksi etaisyystulkintaa. Ha-
vaitsemme, etta

fla,y) = (@+1)* +(y-1)* 2= (z—(-1))*+(y—1)* -2 = || (z,y) - (-1, 1)) [|* -2,

missd [|(x,y) — (—1,1))||* on pisteen (z,y) pisteestd (—1,1) mitatun etiisyyden
nelié. Kuvien (4.30) nojalla on nyt geometrisesti ilmeisté, etté
m=-2=mn ja
M= [(V3,~V8) ~ (-1 )| ~2 = (VB4 1) + (~vE 1)~ 2=
=34+2V24+3+4+2V2-2=4+4V2 ja
N = ||(272) - (_17 1)H2 —2= H(270) - (_17 1)”2 —2=
=3, £1)|[?—-2=9+1-2=8.

[Itse asiassa niiin saadaan, ettd —2 = min f(R?).]

ii) Haetaan jatkuvan funktion f(z,y) = x? 4 y3 + y* suurin ja pienin arvo kompak-
tissa joukossa
A={(z,y) ly<z <y’ —1<y<0}.
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Kuva:

Esimerkissé 4.26 (i) 16ydettiin jo fm gradientin nollakohdat (0,0) € A4 ja (0,—3) €
A ja arvot f(0,0) =0, f(0,—2) = — 2% (Téssé (0, —2) on A sisépiste ja (0,0) €
0A.) Nyt A:n reuna 0A koostuu kolmesta kayrastd, joilla f:n optimointi voidaan
palauttaa yhden muuttujan funktioiden teoriaan funktioiden gi, g2 ja g3 avulla

seuraavasti:

fit,)y=t>+t3+t*, —1<t<0.

I gi(t)
IT)  ga2(t)
1)  g3(t)

Laskut reunalla 0A:

Dgi(t) =2t +3t2+4t3 =t2+3t+4t?) =0 & t=0 (silli 32 —-4-4-2 <0);
91(0) =0, g1(—1) = 1.

IT) go:n minimi on g2(0) = 0 ja maksimi go(1) = g2(—1) = L.

II) g4(t) =8t +3t> = (8t +3) =0 &< t =0 tai t = —3; g3(—1) =1, g3(0) = 0,

(—3)=2. 81 27 _ 81-108 _ 27
93\7§) = 4" 2096 ~ 512 — 2048 _ _ 2048"

fit, =) =t — (=1 + (-D)* =+, —-1<t<1.

f ) =t*+3+tt =2t 413, —1<t<0

Saamme siis tulokseksi, etta

27 27
ﬂ = maxf(A) = max{—%,(), ]_, —m} =1= f(]., —1) = f(—]_, —].)
27 27 27 3
= 1 A = 1 _— ]_ _— = —— = —— ).
m = min f(4) mm{ 25670 b 2048} 26— 1 —7)

Joskus reunan JA tutkimisessa voi olla edullista kayttaéa sidottujen ddriarvojen
teoriaa ja siihen liittyvaa Lagrangen menetelmaa. Esimerkin 4.29 tapauksessa reuna

OA ={(z,y) |2* +y* =4} =g~ 1(0)

on funktion g : R? — R, g(z,y) = 2% +y? — 4, nollajoukko. Etsittiessi f:n suurinta
ja pieninta arvoa OA:ssa etsitdan siis f:n suurinta ja pieninté arvoa sidosehdolla

g(z,y) =0.
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Sidotut aariarvot, Lagrangen menetelma.

Esittelen sidottujen ddriarvojen teoriaa aluksi R?:ssa ja R3:ssa, jolloin voin mer-
kiti 7 = (z,y) = zi +yj tai ¥ = (z,y,2) = 2i + yj + zk. On selviii, etti teoria
yleistyy R™:aan.

4.31 Kohtisuoran gradientin lause. Olkoon A C R? avoin, f : A — R diffe-

rentioituva, 7 : I = [0,1] — A derivoituva, 7(I) = C valin I kuvakdyrd, 7(t) =
(l’(t),y(t)) Viel,0<ty<1l,79= T(to) eC.
Kuva

(2’(t0),y'(to))

V(7o)

Jos f(7g) on rajoittuman f|C : C — R lokaali ddriarvo, ts. jos f(To) on suurin tai
pienin luku joukossa f(C NUs(Fp)) C R jollain § > 0, niin V f(7¢) on kohtisuorassa
kdyrdn C tangenttivektoria (z'(to),y'(to)) vastaan:

(4.32) Vf(To) - (' (to), y'(to)) = D1f(To)z'(to) + Do f (To)y'(to) =0

Todistus. Merkitdén h = f o7y : I — R, jolloin h(tg) = f(7p) on yhden muuttu-
jan funktion h lokaali dériarvo, kun f(7o) on f|C:n lokaali ddriarvo. Koska h on
derivoituva (3.46), on oltava h'(tg) = 0. Toisaalta ketjusddnnon 3.46 mukaan on

W (to) = D1f(To)x'(to) + D2 f(To)y' (to),

joten Vf(fo) . ?%to) =0. O

4.33 Huomautus. Kohtisuoran gradientin lause lausuu, ettd mahdollisissa rajoit-
tuman f|C : C' — R lokaaleissa ddriarvokohdissa 7o = 7(tg) € C gradientin V f(79)
on oltava kohtisuorassa kiyrdn C' = 7(I) tangenttisuoraa vastaan ( (x’(tg), vy (to))
on tangenttisuoran suuntavektori). Vastaava lause tapauksessa 7 : I — R3, 7(t) =
(z(t),y(t),2(t)), A C R3 avoin, f : A — R differentioituva, antaa kaavalle (4.32)
muodon

(4.34) Vf(To) - (2'(t0), ' (to), 2’ (o)) = 0

ja sen todistus ja tulkinta ovat (l&hes) samat.

Tarkastellaan sidottua aariarvotehtavaa:
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Minimoi tai maksimoi f(x,y,z) joukossa {(z,v,2) | g(z,y,2) = 0} = ¢71(0) = B,
kun B C A C R3, f,g: A — R differentioituvia ja Vg(¥) # 0 V7 € A (jolloin pinnal-
la B on tangenttitaso joka pisteessddn). On siis etsittavé f:n ddriarvot sidosehdolla
g(z,y,2z) = 0. Kohtisuoran gradientin lauseen nojalla mahdollisessa rajoittuman
fIB : B — R &ériarvopisteessia 7o = T(tg) on oltava V f(T) - ' (to) = 0 kaikilla
To:n kautta kulkevilla B:n derivoituvilla kéyrilla 7: I — C = 7(I), ts. V f(7p):n on
oltava B:n Ty:aan asetetun tangenttitason Vg(7p) - (T — 7o) = 0 normaalivektori eli
yhdensuuntainen Vg(7):n kanssa. Saadaan Lagrangen ehto

(4.35) Vf(To) = AVyg(To) jollain X € R,

jossa esiintyvéa reaalista apumuuttujaa A sanotaan Lagrangen kertojaksi. Tulos
yleistyy vélittomésti n:n muuttujan tilanteeseen (n > 2):

4.36 Lause (Lagrangen menetelmd yhdella sidosehdolla).

Olkoon A C R™ avoin joukko sekd f : A — R ja g : A — R differentioituvia
funktioita. Olkoon B = ¢~ 1(0) ={zx € A| g(x) =0}, 20 € B,jafg = f|B: B—R
f:n rajoittuma g:n nollajoukkoon B. Jos zy on fp:n lokaali ddriarvokohta (eli
jos f(zo) on f:n suurin tai pienin arvo joukossa Us(xo) N B jollain 6 > 0), niin
Vf(zo) ja Vg(zg) ovat lineaarisesti riippuvat (yhdensuuntaiset); siis I\ € R s.e.
Vf(xo) = AVg(zg) tai Vg(xo) = 0. Mahdolliset fg:n lokaalit dériarvokohdat x € B
loytyvat ratkaisemalla yhtaloryhmat

(1) {Vﬂﬂzg (L) {Vﬁ—kw@ﬁzﬁ

9(x) = g(x) =0,

joista jalkimmainen on ns. Lagrangen yhtaloryhma. [

4.37 Huomautus. (i) Yhtdloryhméssd (1) on n + 1 yhtdlod ja n tuntematonta
Z1,...,Ty. Yleensi silld ei ole ratkaisuja. Lagrangen yhtéloryhméssa (L) on n + 1
tuntematonta x1,...,2, ja A ja n 4+ 1 yhtaloa. Joskus siita saa ratkaistua z-osan
tai f(z):n ratkaisematta Lagrangen kertojaa .

(ii) A on reaalinen apumuuttuja, joten on samantekevad kayttdako sille etumerkkié
+ tai —.

4.38 Esimerkki. (i) Etsi funktion f(z,y) = zy suurin ja pienin arvo ellipsilla

22 2
B:—+=—=1.

8

2?2
Ratkaisu. Nyt A = R? ja B = g~ 0), kun g(z,y) = 3 + 5~ 1. Lagrangen
menetelma:
(1) g & { O y, el ratkaisuja
g=0 g(z,y) =0



A A
_ — —22=0 —22=0
L) V(f—Ag) = 0}

0 r—Ay=0 & T =A\y
g:
g(r,y) =0 g(r,y) =0

= y—2y=0 = y=0 (ei kiiy;tarkista) tai A\ = +2.

1
y—sx =0
2 T =2y T =22
A A R = 41
2 4 4y* =8 v v=
y+32=0
—_9 — T2
A=-2: x+2y=0 (:){xQ Y {x *
9 5 8y* =8 y==+1
z°+ 4y =8

Ehdokkaat dariarvoiksi ovat siis

f2,1)=f(-2,-1)=2 ja f(-2,1)=f(2,-1)=-2

Koska f on jatkuva ja B kompakti, suurin ja pienin arvo ovat olemassa ja saamme
tulokseksi, etta

M =max f(B) =2 = f(£2,+£1)

m =min f(B) = -2 = f(£2, F1).

(i) Etsi funktion f(z,y) = 3z + 4y suurin ja pienin arvo ympyrilli C : 22 +y2 = 1.
Ratkaisu. Nyt g(z,y) = 22 + 3% — 1 ja saadaan yhtiloryhmét

Vg=0 20 =0=2
(1) g & 5 o Y , el ratkaisuja
g=20 - +y =1

(L) 4=2\y=0 |-y
g=20

_ 3—2\xx=0 |-z
V(f = X9) = o}
-
= 3z + 4y = 2\ (22 + y?) = 2). Toisaalta

3
2\

2 9 4
== 4+ — =1 4\? = 16 =2 A==+
y Y )\:>4)\2+)\2 = 9+16 5 =

o
27

xr =

joten
flx,y) =3z +4y =2 =45
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yhtaléryhméan (L) ratkaisukolmikossa (x,y, A). Koska ratkaisu on nytkin olemassa
(C = ¢g~1(0) on kompakti), on

M =max f(C) =5
m = min f(C) = =5

Kuva tilanteesta yhdensuuntaisten suorien 3z + 4y = C avulla:

Y

3x+4y =5
3x+4y =3
3r+4y =0

\3$+4y .

(iii) Maarita pisteen (xo, Yo, 20) etdisyys tasosta T': ax + by +cz+d =0 ((a,b,c) #
(0,0,0)) Lagrangen menetelmalla.

Ratkaisu. Taso T ei ole kompakti, mutta lyhimman etdisyyden olemassaolo voidaan
silti todistaa sopivia T:n kompakteja osia tarkastelemalla (pohdi asiaal).
Valitaan minimoitavaksi teknisista syista etaisyyden nelio

f(mv Y, Z) = (I‘ - 370)2 + (y - y0)2 + (Z — 20)2
ja merkitain g(z, vy, z) = ax+by+cz+d, jolloin T'= g~ 1(0). Lagrangen menetelmé:

o
g

, el ratkaisuja (oletuksen nojalla)

g(m,y7z) =0

6} - {(a,b,c):(0,0,0)
0

2(x —xo)+Aa=0

V(f+>\g)=5}@ 2(y —yo) +Ab=0
g=0 2(z—20) +Ac=0
ax+by+cz+d=0
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Ratkaistaan x = g — %)\a, Y =1yo— %)\b, z=zy— %)\c ja sijoitetaan nama alimpaan
yhtaloon, jolloin saadaan

1., 1., 1., B 1, () awg +byo + cz0 +d
axo 2)\a + byo 2)\b + ¢2p 2>\c +d=0 = 2)\— PR

Yhtéloryhmén (L) kolmesta ylimméasta yhtélosté seuraa, etté

flz,y,2) = (90—900)2 + (y—yo)2 + (2 — 20)2 =
1 1 1 1
::ZA%ﬁ-kZA%P+-ZA%?::ZA%a2+b2+c% =

1 (=) |azo + byo + czo + d|
x,y,2) = =|A[Va2 + b2+ 2 =

Sidosehtoja voi olla myds useampia ja ne voivat olla yhtélo- tai epayhtalomuo-
toisia. Esimerkiksi yksikkokiekossa B = {(x,y) | 2 + y? < 1} mééritellyn funktion
f : B — R optimointiprobleema voidaan ajatella my0s sidotuksi aédriarvotehtavak-
si sidosehtona epéyhtéls g(xz,y) = 22 + y?> — 1 < 0. Tillaisessa tulkinnassa on
hyodyllista tutkia Lagrangen funktiota F(x,y,\) = f(z,y) — Ag(x,y). Esimerkiksi
kiekossa B F':aan liittyva ehto
) {VU—szo

g<0

tavoittaisi arvolla A\ = 0 ne B:n sisapisteet x, joissa f:n gradientti havida ja reuna
OB tulisi tutkituksi (x):een sisdltyvan Lagrangen yhtaloryhmén

w) [T 0=0

kautta. Patovaaran monisteessa on hyva syvallinen esitys optimoinnista Lagrangen
funktioiden avulla epayhtal6illa maaritellyissé joukoissa. Talld kurssilla joudumme
tyytyméaan aiemmin esittdméani menetelméin, jossa Lagrangen funktioita ei tar-
vittu. Kasittelen kuitenkin viela yhtalomuotoisten sidosehtojen g1 =0,...,¢9,, =0
tapausta, kun sidosehtoja on useita (m > 1).

4.39 Lause (Usemman yhtédlémuotoisen sidosehdon tapaus).

Olkoon A C R™ avoin ja olkoot funktiot f : A —-Rjag;: A—R (i =14,...,m;
m < n — 1) differentioituvia. Olkoon 2o € B = g;*(0)N...Ng-*(0) C A rajoittu-
mafunktion fp = (f|B) : B — R lokaali dariarvokohta. Téll6in R™:n vektorit

Vf(x0),Vgi(xo),- .., Vgm(zo)
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ovat lineaarisesti riippuvat. Jos erityisesti Vgi(xg), ..., Vgm(xo) ovat lineaarisesti
riippumattomat (ndin yleensd on, jos sidosehdot g; = 0 (i = 1,...,m) ovat ”jar-
kevid”), niin on olemassa Lagrangen kertojat A1, ...,\,, € R niin, ettd Vf(xq) =
MVai(zo) + ...+ A Vam(zo). Téllin xy on Lagrangen yhtdléryhmén

V(f(x) = Mg1(x) — ... = Amgm(2)) =0 (n yhtilss)
gi(x) =0 [m 4+ n yhtal6d

(L)

m + n tuntematonta
gm(x) =0 T1yeeyTny Alyeeey A
ratkaisun (x1,...,Tp, A1, ..., Am) “x-0sa”.
Todistus. Sivuutetaan.
4.40 Esimerkki. i) Etsi sylinterin S : 22 +y?> = ljatason T : x +y + 2 = 1
leikkausjoukon (ellipsi!) origoa ldhin ja origosta etéisin piste.

Ratkaisu. Nyt A =R3, f(x,y, z) = 2?+y?+2? (origoetiisyyden nelid), g1 (z,y, z) =
2?2 +y?—1ja go(z,y,2) = x+y+2z—1. Selviisti g;:n ja go:n gradientit Vg (z,y, z) =
(27, 2y,0) ja Vgo(z,y,2) = (1,1,1) ovat lineaarisesti riippumattomat jopa R3:ssa
ja erityisesti siis joukossa B = g7 *(0) N g5 '(0) = SN T. Lagrangen yhtaloryhms,
saa nyt muodon

(20— 2\ x— XA =0
V(f = Ag1 — Xag2) =0 2y — 2\ — Ao =0
g1=0, < 22— X =0 &
g2 =0 > +y?=1
\z+y+z=1
(r+y+z=1 (A =1
T =g A2 =0
& 1) y= 2% tai (II):{ 2=0
z=22 r+y=1
( 22+ 92 =1 (2?2 +y? =1

Selviisti (II) = z=1-yjay? —2y+1+9y2=1 = z2=1—yjayly—1)=0
= (z,y) €{(1,0),(0,1)}.

Edelleen (I) = z=yjaz?+y2 =1 = (z,y) € {(% %) , <—%,—%>},
jolloin saadaan z =1 —x —y € {1— T_E’1+ 7% 7} ={1-+v2,1+2}.
Lahin piste P ja etéisin piste () 16ytyvét siis joukosta

(oomson (1) (3]
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Koska

<i)2+<i)2+(1—\/5)2=1+1+1+2—2\/§=4—2\/§,

V2 V2 22
2 2
G%) +<—%) +(1+\/§)2:%+%+1+2+2\/§:4+2¢§, ja

12402 402=024+124+0>=1<4—2V2,

saamme vastaukseksi:
Origoa ldhimmét S N T:n pisteet ovat pisteet (0,1,0) ja (1,0,0) ja origosta
etiisin S N Tn piste on (—L —L 1+ \/5)

V2’

ii) Maarita funktion f(x,y, z) = 2x+y+2z sidotut dariarvot side-ehdoilla g1 (x, y, z) =
2 +y?—4=0jag(z,y2)=c+2-2=0

Ratkaisu. Vg1 = (2z,2y,0) ja Vga = (1,0,1) ovat erisuuntaiset, joten ratkaisu
loytyy yhtaloryhmasta

(2 -2z — A =0
V(f—Xg1—Ag2) =0 1-2My=0
(L) g =0, < 2—X=0 = Ay =2
g2=20 ?+y*=4
2+ 2=2

= A =0 tai z = 0 (3. ja 1. yhtéld), mutta A\; = 0 ei kiy (ristiriita 2. yhtalon

kanssal). Siis ¢ = 0 = y = £2 ja z = 2. Ainoat mahdolliset rajoittuman
f1(g71(0) N g5 1(0)) &driarvopisteet ovat siis (0, —2,2) ja (0,2,2). Koska g7 '(0) ja
g5 1 (0) ovat suljettuja, on g;*(0) N gy *(0) suljettu ja selviisti se on myds rajoitettu.
Koska f on kompaktissa B = g7 *(0) N g5 *(0) jatkuva, 3M = max f(B) ja Im =
min f(B). Saamme siis vastauksen

M=f(0,22)=6 ja m=f(0-22) =2
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