2. USEAMMAN MUUTTUJAN FUNKTIOIDEN INTEGRAALILASKENTAA

Seké ajankayttosyista etta pedagogisista syista otan useamman muuttujan inte-
graalilaskennan heti yhden muuttujan integraalilaskennan jatkoksi. Eraat tarvitta-
vat késitteet kuten esimerkiksi useamman muuttujan funktioiden jatkuvuus jaavat
myohemmin méaariteltaviksi.

TASOINTEGRAALI

Keskeinen ajatus: [[ f(z,y)dzdy on tasoalueessa A integroituvan reaalifunktion
A

”keskiarvo” kerrottuna A:n alalla.
Kuva:

Am ala ~ 11 (ruutua/cm?), joten jos esimerkiksi f(z,) on "likipitien” vakio 4
A:ssa, niin [[ f(z,y)dedy ~ 44. ("likipitden” sallii sen, ettd f saa poiketa paljonkin
A

4:sté pinta-alaltaan hyvin pienissd A:n osissa.)

Tasmallisen maarittelyn aluksi késitelladn tapaus, jossa A on suorakulmio T,
T = [a,b] X [e,d] ={(x,y) | a <z <b, c<y<d}

(a,b,c,d€ R, a<b,c<d),jaf:T — R on rajoitettu funktio.

Kuva: T ja sen osasuorakulmiot T;; tapauksessa k =5 ja | =3 (ks. alla).

Yy

y=dv
T13 Tos T33 |Tus| Ts3

Y2
T12 Too T3o |Taz| T2

Y1
T11 To1 T31 |Ta1| Ts1

Yo = ¢

ro=a 1 To T3 T4 b=z, =
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Nyt z-akselin vélin [a,b] jako D, = (zo,...,xx) (ks.1.29) ja y-akselin vélin [c, d]
jako Dy = (yo, . ..,y;) méadrittelevét Tn jaon D = D, x D, osasuorakulmioihin

T%' = [ZL‘Z'_l,.I‘i] X [yi—hyi] (Z = 1,.. .7]{3, j = 1,.. ,l)
Merkitaan AIZ =T — Tj—-1, Ayl =Y —Yi—1 ja A5 = AZL‘ZAyZ, Tij:n ala. Olkoon
M = sup(f(T)), m = f(f(T)), My; = sup(f(T;;)), my; = nf(f(T;;)), jolloin
m < my; < My; < M Vi, j.
Maéaritelladn nytkin (vrt. 1.29)

koo
Yldsumma Sp = Y Y M;ja;j,

i=1j=1
koo
alasumma sp = Y > m;ja;j, ja
i=1j=1
kool
Riemannin summat Rp = Y > f(uij)ai; (ui; € Tij).
i=1j=1

Taaskin sp < Rp < Sp ja sp, < Sp, kaikilla Tn jaoilla D; ja D, ja saadaan
maariteltya

f:n alaintegraali I =supsp ja  fm yldintegraali I = i%f Sp
D

yli suorakulmion 7T'. Ne toteuttavat epayhtalot
ma(T) <sp <I<T<S8p<Ma(T),
missd a(T) = (b—a)(d — ¢) on T'n ala.
2.1 Maéritelmi. Jos I = I = I, niin f on integroituva T':ssé (yli T:n) ja luku

I:/f:/fdaz//f(x,y)da:dyE]R
T T T

on f:n tasointegraali yli T':n.
Integroituvuustesti pétee (samalla todistuksella) nytkin:

2.2 Lause. Rajoitettu funktio f : T — R on integroituva yli T':n jos ja vain jos
kaikilla € > 0 on olemassa T':n jako D siten, etta

Sp—sp<e O

Yleisen rajoitetun joukon A tapauksessa tasointegraali [ f méaritellddn f:n nol-
A
lajatkon avulla apusuorakulmiota 7" D A kayttaen:

Olkoon A C R? rajoitettu joukko, ts. joukko, joka sisiltyy johonkin tason suora-
kulmioon T'. Olkoon lisaksi f : A — R rajoitettu funktio. Téll6in f:n nollajatko on

funktio
0, (z,y) ¢ A

:R? S R, ,Y) = {
Jo DD = fay), (2y) € A

Olkoon T suorakulmio, jolle A C T.
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2.3 Maaritelma. f on integroituva yli A:n, jos sen nollajatko fy on integroituva
yli T:n. Talloin luku

[ 1= [ sda= [[ s@yizay= [ 5o c®
A A A

T
on f:n tasointegraali yli A:n

Huomautus. Voidaan osoittaa, ettei fo:n (ja siis f:n) integroituvuus ja integraalin
arvo riipu apusuorakulmion 7" D> A valinnasta.

Tasointegraalin avulla saadaan nyt suorakulmion pinta-alasta lahtien jarkeva
médritelmi monimutkaisemmankin osajoukon A C R? pinta-alalle:

2.4 Miaritelmi. Rajoitetulla joukolla A C R? on pinta-ala

a(A):A/1:£/dxdyzo

jos vakiofunktio 1 : A — R on integroituva yli A:n. Tall6in sanomme, ettd A on
(Riemannin mielessd) mitallinen.

2.5 Esimerkki. A = ([0,1] x [0,1]) N (Q x Q) ei ole mitallinen, silld suorakulmion

T =1[0,1] x [0, 1] mielivaltaiselle jaolle D vakiofunktion 1 : A — R nollajatkolla
1, (x,y) € A
lo:T =R, lo(z,y) = { i
0, (z,y) e T\ A

patee yla- ja alasummille, etta

Sp=1, sp=0= Sp—sp=1<£e€]0,1].
Perustelu: Jokaisessa D:n osasuorakulmiossa Tj; on sekd A:m ettd T\ A:n pisteita
(joten aina M;; =1, m;; = 0), koska jokaisella vélilld on Q:n ja R\ Q:n pisteité.
2.6 Maaritelmi. Olkoon A C R2, € > 0 ja 7o = (79, y0) € R2.
(i) Joukko

Be(To) [= Ue(Fo) = B(To,€) = Ne(To) jne.] = {(z,y) | (x — 20)* + (y — 50)* < €}

(eli To-keskinen e-séteinen kiekko ilman reunaympyréd) on 7o:n e-ympéristo [ja

BL(ro) = Ul(Fo) = Uc(Fo) = ... = Be(Fo) \ {ro}
punkteerattu Fo:n e-ymparisto.]
(ii) Piste 7y on joukon A
(a) sisdpiste, jos B((Tp) C A jollain € > 0,
(b) ulkopiste, jos B(To) C R?\ A jollain € > 0,
(c) reunapiste, jos se ei ole sisé- eikéd ulkopiste.
(

iii) Joukon A reuna

O0A = {(z,y) € R* | (z,y) on A:n reunapiste}.
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2.7 Esimerkki. i) A=Q xQ = 9A=R2
ii)

Meille

tirkein A tdméan kdyran rajoittama
joukko- joukko = OA on reunakéyri
tyyppi

(iii) A kuten 2.5:s88 = 0A = [0, 1] x [0, 1]
(iv) A &érellinen = 0A=A4
(V) A=ZxZ7Z = 0A=A
Mitallisia joukkoja ja integroituvia funktioita on paljon:
2.8 Lause. Olkoon A C R? rajoitettu joukko ja f : A — R rajoitettu funktio.
Talloin
(1) A on mitallinen < 0A on mitallinen ja a(0A) = 0 (ts. 0A on nollamittainen).

(2) Jos A on mitallinen ja f on A:ssa jatkuva lukuunottamatta mahdollista nol-
lamittaista epajatkuvuusjoukkoa, niin f on integroituva yli A:n.

(3) Jos a(A) =0, niin f on integroituva yli A ja [ f = 0.
A

Todistus. Sivuutetaan. (Lauseen sisdltd takaa sen, ettd mitallisuus ja integroitu-
vuus ovat kdytdnnon tilanteissa "melkein aina” voimassa rajoitetuille A ja f.) O

Tasointegraalille [ f pétee lauseen 1.32 vastine:
A

(i) /(f+g)=/f+/g
A

A A
(i)

[or-ef

A A

(iii)

/ f= /f + /f, kun a(A; N As) =0 ja A; ja Ay ovat mitallisia
AiUAS Aq Az
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TASOINTEGRAALIN LASKEMINEN

Kaytannossa tasointegraali saadaan useimmiten laskettua laskemalla kaksi pe-
rakkaistd maarattya integraalia. Asiaan liittyva teoria esitetdan seuraavaksi ilman
todistuksia. Ensin suorakulmion tapaus:

2.9 Lause. Olkoon T = [a,b] x [c,d] tason R? suorakulmio ja f : T — R integroi-

tuva. Jos [ f(z,y)dy = g(z) on olemassa Vx € [a,b], niin

b b d
T/ /= / g(w)dz = / / F(,y)dy | do.

b
Jos [ f(z,y)dz = h(y) on olemassa Vy € [c, d], niin

/f / dy—/d /bf<m,y>dx dy. O

2.10 Huomautus. (i) Esimerkiksi jatkuva funktio f : 7' — R toteuttaa automaat-
tisesti lauseen 2.9 oletukset. Jatkuvalle f patee siis

b d d b
T/ /= / / fewdy | do= [ / f(,y)dz | dy.

C

Naista integraaleista toinen voi joskus olla helpompi laskea kuin toinen.

(ii) Merkintéatapoja:

/f

b d
/dw/dy f(z,y) (sulkuja ei tarvita)

d
/ f(z,y)dxdy / merkit ja dx,dy "samassa jarjestyksessd”)

S S

( flx,y)dy | dx
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2.11 Esimerkki. i) T =[0,1] x [0,1], f(z,y) =z + 3y

/f = (”fin keskiarvo T:SSé”) . (T:n ala) (;) §
T l+l 1
271

Verifioidaan ylla oleva arvaus kunnon laskulla:

I
O\

QU
£}
[a—y
+

= |
—_
N

|
ja)
~—

I

o —_ _ o

8
+

= |
~——
U
8

I

i) 7 = 0,1] [0, 2], f(z.) = ycos(xy)

1 /2
Téassd [dx [ dyycos(xy) on hankala, joten ko-
0 0

keillaan toista jarjestysta:

/2 1 /2 1 /2 w/2
/f: /dy/dxycos(:z:y): /dy/sin(xy)z /sinydy: / —cosy = 1.
T 0 0 0 0 0 0

Jos joukko A on ”a-projisoituva” tai ”y-projisoituva”, [ f voidaan palauttaa
A
iteroiduksi integraaliksi apusuorakulmion avulla. Tutkimme tata.

2.12 Maaritelméa. Olkoot g; ja go vélilla [a, D] jatkuvia reaalifunktioita ja olkoon
g1(z) < g2(x) Vo € [a,b]. Kéyrien y = ¢1(x), y = g2(z) ja suorien x = a ja x = b
rajoittama joukko

(2.13) A={(r,y)|a<z<b gi(x) <y < ga(z)}

on z-projisoituva. Vastaavasti kdyrien z = ¢1(y), © = g2(y) ja suorien y = a ja
y = b rajoittama joukko

B={(z,y)|a<y<b, g1(y) <z < g2(y)}

on y-projisoituva. Sekd A ettd B ovat mitallisia.
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Kuvat:

y = g2(x)

/ ¢
y=g1(z)

a b x
x-projisoituva A
(A varjostettu)

z-projisoituva B
(B varjostettu)
(uudet a, b7 g1 ja 92)

Kuvan suorakulmion T avulla saadaan x-projisoituvalla joukolla A kaava tasointe-
graalille:

Y

d..
T = [a,b] X [c,d]
A kuten 2.13:ssa.

ACT
b/ d
A/fQig)T/foQiga/ C/fo(l‘ay)dy dx =

[koska fo =0, kun g1(z) > y tai g2(x) < y]

b [ g2(x) b g2(x)

(2.14) ~[| [ t@wdy a2 [ax [ aysia)

@ \g1(=) a  gi(z)
2.15 Lause. (Tasointegraalin laskulause) Olkoon
A={(z,y)a<z<b, g1(z) <y < g2(x)}

x-projisoituva ja f : A — R jatkuva. Tallbin

b g2(x)
/fz/drr: / dy (7).
A a g1(x)
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Jos
A={(z,y) | c<y<d, hi(y) <z < ha(y)}

on y-projisoituva, niin

d ha(y)
/fz/dy / dz f(z,y). O
A c hi(y)

2.16 Esimerkki. (i) Laske [ f, kun 4 = {(z,y) | 0 <y < 2, y?> <z < 2y} ja
A
flz,y) =10z + 2y

Ratkaisu.

)

2 o (4,2)

A on y-projisoituva, joten saadaan,
etta
4 z
2 2y 2 2y
/fZ/dy/dx(lox—i—Zy) :/dy / (5$2+21‘y) sumtu;m:aan
A 0 y2 0 y2

(—5y4 — 23 + 24y2) dy =

S

2
= / [20y* + 4y — 5y* — 2y°] dy =
0

2

1
= / (—y5—§y4—|—8y3) =32 - 8+64=24.
0

ii) LaskeI://ﬁdxdy, kun A = {(z,y) |0 <z <y <+V1-22}
A

Ratkaisu.

' _ y=ux = % '
Leikkauspiste: ) — m} = { y = %
Siten

A:{(C’?,y)!()_xﬁé,xgygm}

on z-projisoituva ja
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A/f

1

N | —

1

T2

1/V2 1—22 1/V2 1—x2

[w [ aots [ %
= €T _ = R _— =
J y1+x\/§ J 1++22 2

z x

/V2 1/v2

2
1 1— 22 x2 1 1 — 222
= — — |dx = - ——dx =
14+ 2v2 2 2 2 14+ 2v2
0 0

1/\/5(1 V2)(1 + 2v/2) 1 vy 1 s V2
— 7 Rk = = - = = r— ——a2%) =

uoa) e\ )T

(L_@)_1<‘/§ \/5)_\/5
- (5=

iii) Laske [ f, kun f(z,y) =y ja Aonsuorien y =0,y =2,y =1jay = —3x+21
A

reunustama puolisuunnikas (kuva alla).

Ratkaisu.

Y

Sy=x vy = =3z +21 y=-3r+4+21=1
S \z = 3(21 —y) & —3z=-20
k = x:6%

Havaitaan, etta z-projisoituvuutta kayttden integraali hajoaisi lopuksi kolmeksi
"palaksi” ylarajafunktion mutkikkuuden vuoksi. Kaytetdan siksi y-projisoituvuutta:

1
A={(w,y)!0§y§1,yéwég(ﬂ—y)} ja
1 1(21—y) 1 1(21—y) 1 .
/fz/dy / ydw:/dy/ yw:/y(7—§y—y)dy=
A 0 y 0y 0
1 1
4, 7, 4., 7 4 63-8 55 1

_= _ — d = — —_ — = - - —_-= — = — = )—

/(7y sy) 4 /2y 0" =379° 18 18 1

0 0 -

Tasointegraalien teoriassa méaarattyjen integraalien sijoituskeinoa vastaa muut-

tujain

vaihto.
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MUUTTUJAIN VAIHTO TASOINTEGRAALISSA

Kun tasointegraalissa [ f(x,y)dzdy halutaan suorittaa muuttujan vaihto kuvauk-
A

sen g : B — A, g(u,v) = (:B(u,v),y(u,v)), avulla taytyy x korvata x(u,v):11d ja
y y(u,v):114 ja lisdksi on otettava huomioon pintamittojen paikallinen muuntumi-
nen siirryttaessa integroimaan joukon B yli. Viimeksi mainitun tekee g:n Jacobin
determinantin

;o Dyz(u,v) Dyx(u,v)
(2.17) " | Duy(u,v)  Dyy(u,v)

| Jg| = |(Duz)(Doy) — (Dvz)(Duy)|-

itseisarvo

(Tassd D, on derivointi u:n suhteen ja D, v:n suhteen.)

Jos kuvaus g : B — A on jatkuvasti derivoituva "melkein bijektio” (joko g on
injektio ja A\ g(B) on nollamittainen tai g on surjektio ja ne A:n pisteet, joille g
vie useamman kuin yhden B:n pisteen muodostavat nollamittaisen A:n osajoukon),
saamme siis muuttujanvaihtokaavan

/f / o), eli
//fxydxdy—//f z(u,v), y(u, v))|Jy(u, v)|dudv

2.19 Esimerkki. Olkoon A suorakulmio, jota rajoittavat suorat y = 2z, y = 2x—2,
r+2y=1jaxr+2y=2 Laske I = [ f, kun f(z,y) =
A

(2.18)

T+ 2y
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Ratkaisu.

Sijoitetaan

(@) = glu.0), |

u=2x—y {x:%(2u+v)
< 1
v=1x+ 2y Y=z

jolloin g(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) = 1 (2u+ v, —u + 2v) ja

= G

Jg(u,v) = ‘

an G

missd B = [0,2] x [1,2], joka on helpommin késiteltdvé suorakulmio. Nyt g on

(tarkka) bijektio A — B ja saamme
2 2
1 2u
= — —_— ]_ =
dudv 25/du/dv<v+)
0 1

[1- Jureom- [ 25

2 2
1 4In2 + 2
du/ (2ulnv + v) %/ (2uln2+1 _T
J )

Térkein muuttujain vaihto on siirtyminen napakoordinaatteihin (vrt. 1.53):

Yy
©
27 g
B |Jg| =r
T \‘P
/ R
(7, ¢) A
R r
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Muunnos g(r,¢) = (z(r,¢),y(r,¢)) = (rcose,rsing) kuvaa (r,p)-tason suora-
kulmion B = [0, R] x [0, 27] melkein bijektiivisesti kiekolle B ((0,0)) = {(z,y) |
22 + 3% < R?} ja sen Jacobin determinantti on 7:

cosp —rsingp

Jo(r, ) = = =

D,y D,y D, (rsing) D, (rsinp)

D,x D,z
sin T COS

‘ Dy (rcosy) Dy(rcos)

=r(cos® p +sin’p) =r (>0).

Muuttujanvaihtokaavan (2.18) nojalla saadaan nyt integroituvalle
f:A—R (A= Bg(0,0)) kaava

(2.20) /f://f(rcosgp,rsingo)rdrdgo.
A B

2.21 Esimerkki.

(i) / / 2?drdy = / / z?drdy =

1’2+y2§1 El (6)

= // r?cos® ¢ - rdrdy (téissi B = [0,1] x [0, 27])
B

1 2m 1 2m
= /dr/d@ 3 cos? p = /r3dr /cos2 pdp | =
0 0 0 0
27
1/0052g0+1d 1 1 5 s
= — _— = — . — 2T = —.
1 2 LI 4
5 =

(ii) Lasketaan puolikiekon A = {(z,y) | 22+ y?> <1, y > 0} keskio

a(il) l/ xdzxdy, 4/ ydxdy

Nyt g : [0,1] x [0,7] — A, g(r,¢) = (rcose,rsing), on jatkuvasti derivoituva
melkein bijektio (silld rajat on valittu oikein, ts. napakoordinaattimuunnos ” piirt44”
A:n kertaalleen niilld rajoilla: 22 + 3?2 <72 =1jap € [0,71] & y =rsinp > 0.
Téssd ” < 7 on voimassa koska 0 < ¢ < 27.)

52



Nyt a(A) '2° Z ja ilmeisesti [[ zdxdy = 0 (z:n keskiarvo A:ssa on 0):
A

T s 1 s
//xdxdy:/dr/dgprcosgo-rz /7“2d7° /singo =0
A 0 0 0

Edelleen

us

T T 1
//ydxdy:/dr/dgprsincp-r: /r2d7° /(—cosgp) :%Q:%.
A 0 0 0

Siis A:n keskio on ) ) A
™ (O’ﬁ) - (O’s—w)'

Kuva:

Puolikiekon A
keskid (z0,y0) = (0, 5=

(A varjostettu) % ~ 0.4244

Jos kiekon keskipiste on (xg,yp) (eika siis origo), kdytetdan muunnosta

{ T = xo+rcosy
Yy=yo+rsing

(napakoordinaatit "napana” (z¢,yo)).
2.22 Esimerkki. Laske [[zdxdy kun A on (1,0)-keskinen ympyrirengas
A

A={(wy) | 1< (2 - 1)+ < 4}.

Ratkaisu. f(x,y) = x on jatkuva ja muunnos
g:B=[1,2]x[0,2n] = A, g¢g(r,¢) = (14 rcosp,rsinyp)
on jatkuvasti derivoituva melkein bijektio ja |J,| = .
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Kuva (A varjostettu):

Valitaan 1 < r < 2 ja 0 < ¢ < 2m, jolloin A "peittyy” melkein bijektiivisesti
muunnoksella g. Siten

2 27 2 27

//xda:dy = /dr/dgo(l +rcosp)-r= /rdr/ (p+rsing) =
A 1 0 1 0

2 2

1,
=27 [ rdr =27 57’ = 3m.
1 1
AVARUUSINTEGRAALIT

Avaruuden R3 = {(z,y, 2) | z,y, z € R} suorakulmaisissa sirmidissi
T = [a,b] X [e,d] X [s,t] ={(z,y,2) |la<x<b c<y<d, s<z<t}

médritellyn rajoitetun funktion f : T — R integraali [ f (fmn keskiarvo kerrottu-

T
na T:n tilavuudella) mééritellddn vélien [a, b], [c,d] ja [s,t] jakojen D, D, ja D,
maédrittelemén 7 :n jaon D = D, x D, x D, (osasdrmidihin) avulla aivan kuten ta-
sointegraali. Sama menettelytapa yleistyy myos korkeampiulotteisiin R™:n (n > 4)
sarmivihin. Yleinen integroimisjoukko A C R? (tai A C R") kisitelldéin apusir-
mion 7' D A ja f:n nollajatkon fy avulla aivan kuten tasotapauksessa. Sivuutamme
yksityiskohtaiset tarkastelut ja keskitymme laskutekniikkoihin.

Samaistetaan R? C R? kuvauksen (z,y) — (z,y, 0) vilitykselld, ts. ajatellaan R?
R3:n zy-tasoksi. Joukko
(2.23)

V ={(z,y,2) € R®| (x,9) € A C R?} A mitallinen, c;(z,y) < z < cao(x, %)}

on ry-projisoituva, jos ¢; : A — R ja co : A — R ovat jatkuvia ja co > c¢;.
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Kuva:

\%

z=c1(z, )

4>

zy-taso R2

x

Jos V' on xy-projisoituva kuten ylld ja f : V — R on jatkuva, niin

ca2(z,y)
/ ;= // / f(2,y, 2)dz | dedy
174 A c1(z,y)

Jos téssd A = {(z,y) | a1 < x < ag, bi(x) < y < by(z)} on z-projisoituva,

avaruusintegraali [ f palautuu kolminkertaiseksi iteroiduksi integraaliksi
v

as [ b2(z) | ca(z,y)

!f:/“ [ [ o] ar=

a1 \b1(z) |c1(z,y)
(2.24) n b

a2 bZ(I) CZ(Iay)
:/da: / dy / dz f(z,y, 2)
a b1 (x) c1(z,y)

Kaavoissa (2.23) ja (2.24) projektiosuunnat ovat tilanteen mukaan (yz- ja zz-projisoituvat
V', y- ja z-projisoituvat A jne.) vaihdettavissa. Jos esimerkiksi kaavan (2.23) V:114
on myos esitys

V ={(2,y,2) € R®| (y,2) € B, di(y,2) <z < da(y,2)},

missd B on yz-tason z-projisoituva osajoukko B = {(y,2) | e1 < z < ea, g1(2) <
y < g2(2)}, niin kaavan (2.24) integraali saadaan my6s muodossa

ez 92(2)  da(y,2)

/f:/dz / dy / dz (2.9, )

€1 g1(=) di(y,z)

ja joskus tdmé voi olla helpompi laskea kuin (2.24) tai toisin péain.
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2.25 Esimerkki.
i) Lasketaan [ f, kun T'= [0, 1] x [0,2] x [0, 3] ja f(z,y,2) =z +y + =
T

Arvaus: [f=(3+1+32)-(1-2-3)=3-6=18. (v keskiarvo 1, ym 1 ja zmn 2
T

ja T:n tilavuus 6).
Lasku:

1 2 1 2 3 .
/f:/dm/dy/ x+y+z):/da:/dy/(xz+yz+§z2):
T 0 0 0 0

2

2 1
3 9
dx/dy3m+3y+ /dw/ 3xy+2y2+2y)
0 0
1

dz(6z +6+9) = /(3$2+15x):1 :

[l
o —_ _

Il
o —_ _

0

ii) Lasketaan [ f, kun f(z,y,2) =22 jaV ={(z,y,2) | 0 <z <y <z <1}. Nyt
v

V={(z,y,2) | (z,y) € A, y < z <1},
kun
A={(z,y)|0<z<y<1}={(z,y) | 0<y <1, 0 <z <y},

joten V on xy-projisoituva ja A y-projisoituva. Siten

V/fzi/ /2dz dxdy_//___y drdy
—O/Idy/ydxy 0/1

Muuttujanvaihto avaruusintegraalissa sujuu tasointegraalin teoriasta tuttuun tyy-
liin:

Jos integraalissa [[[ f(x,y, z)dzdydz halutaan siirtyd uusiin muuttujiin u, v, w
1%

1
10

yydy = ... =

oolp—n

jatkuvasti derivoituvan melkein bijektiivisen muunnoksen g : B — V', g(u,v,w) =

(x(u, v,w), y(u, v, w), z(u, v, w)) avulla, on muistettava ottaa huomioon tilavuuksien
paikallinen muuntuminen. Taman tekee g:n Jacobin determinantin

D,x Dy,x Dyzx
Jg=|Duwy Dyy Dyy (: Jg(u,v,w))
D,z Dyz Dyz
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itseisarvo |J,|. Saamme kaavan

[1=[togisl-

B
= ///f(a:(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))|Jg(u,v,w)|dudvdw
B

(2.26)

Tarkeimpia muuttujanvaihtoja ovat siirtymiset pallokoordinaatteihin tai sylinteri-
koordinaatteihin.

Pallokoordinaatit.

Tamén pituus r = /a2 + y2 + 22

xT

R3:m kuulan A = {(z,y,2) | 22 + y* + 22 < R?} pisteelld (z,y,z) on esitys ns.
pallokoordinaattien avulla:

r=rsinfcosyp, y=rsinfsiny, z=rcosf, missa

r = /22 + y2 + 22, pisteen (x,y, z) etaisyys origosta (0 < r < R),

0 = pisteen (z,y, z) paikkavektorin ja positiivisen z-akselin vélinen kulma (0 < 6 < 7),
© = projektiopisteen (z,y,0) napakulma xy-tasossa (0 < ¢ < 2m).

B

.
7 \

Pallokoordinaattimuunnos g : [0, R| x [0, 7] x [0, 27] — A,

g(r,0,0) = (z,y,2) = (7“ sin 6 cos @, 7 sin @ sin @, r cos 9),
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on suorakulmaisen sarmién B jatkuvasti derivoituva melkein bijektio A:lle. Edelleen

D,z Dg¢x D,x sinfcosyp rcosfcosy —rsinfsing
Jy=1Dyy Dpy Dyy|=|sinfsing rcosfsing rsin 6 cos ¢
D,z Dyz D,z cos —rsiné 0

ke 12 gin g (>0)

ja saamme A:ssa integroituvalle funktiolle f : A — R muuttujanvaihtokaavan

/f / o) J,| eli
// flx,y, z)dxdydz =
R

:/dr/d@/dgpf(rsm@cosgp,rsm@smgp,TCOSG) r?sin 6
0

(2.27)

2.28 Esimerkki. i) Lasketaan pallokoordinaateilla R-séteisen pallon (kuulan) A
tilavuus [ 1 = vol(A)

A
R s 21 R 7'r 2m
vol(A) = /dr/d@/d<p~1~r2 sinf = /r2dr /Sin9d9 /d(p =
0o 0 0 0 0

Wl @

4
R3.2.27 = §7TR3.

ii) Lasketaan puolipallon 4 = {(z,y,2) | 2 +y* + 22 < 1, z > 0} keskio

Vol / / / rdzdydz, / / / ydzrdydz, / / / zdadydz | = (z0, 0, 20)

= 3 kohdan i) nojalla. Koska

1
Ilmeisesti =19 =0s etriasyista, ja
meisesti xo = yo ymmetriasyi j vol(A) ~ 2r
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puolipallossa A on 0 < 0 < g, saadaan

R /2 27

///zdxdydz:/dr/d9/dgp-rcos€-r2sin0:
A 0

0 0
R /2 2
= /rgdr /Cosﬁsinéde /dgo =
~—_——
0 0 1 sin(26) 0

1 cos(26) g T 1+1 oo
— 1 1 T=o\aT1) T w
0

T 3 3
($07y0720) = (0707 Z ' %) = (0707 g)

Sylinterikoordinaatit. Jos V = {(x,y,2) | 2> + y> < R?, a < z < b}, kiiyte-
tddn V:n pisteiden esittdmiseen usein sylinterikoordinaatteja p, @, z: Pari (p,¢) on

projektion (z,y) = (z,y,0) napakoordinaattiesitys zy-tasossa ja z = z.
Kuva: (V on kuvan sylinteri)

joten

p=+z2+y? (0<p<R)

0<ep<2rm
a<z<b

T =pcosy,y=psing, z==z

g:[0,R] x [0,27] x [a,b] =V, g(p,p,2) = (z,y,2) = (pcosyp, psing, 2)

on jatkuvasti derivoituva melkein bijektio ja
cosp —psinep 0

Jg=|sinp  pcosp 0|=p(>0),
0 0 1
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joten saamme sylinterikoordinaattien muuttujanvaihtokaavan

/f / 0g)|Jg| eli

R 27 b
///f(w,y&)dl‘dydzz /dp/dso/de(pcow,psinso,Z)-p
|4 0 0 a

2.30 Esimerkki. i) Lasketaan sylinterin A x [7,9] =V tilavuus, kun A = {(z,y) |
(x —2)2 + (y — 3)2 < 4} on (2, 3)-keskinen 2-siiteinen kiekko. Nyt

(2.29)

g(p,p,2) = (z,y,2) = (2+ pcosp,3 + psinp, z)

on suorakulmaisen sérmion [0, 2] x [0,2n] x [7,9] melkein bijektiivinen jatkuvasti
derivoituva surjektio V:lle ja |J,4| = p (vakiot 2 ja 3 hévidvat derivoinneissa). Siten

27 9 2 27 9

V01<V>:/1:/2dp/d¢/ :/pdp [a:) ([

0 7
2
- /% 272 = 8.

0

kuten pitikin (pohjan ala 7 - 22, korkeus 2).

ii) Olkoon A = {(z,y) |1 <22 +9y? <2, 0<y}jaV = Ax[1,2]. Nyt V saadaan
sylinterikoordinaateilla rajoin 1 < p < v/2, 0 < ¢ < 7, 1 < z < 2 bijektiivisesti,
joten esimerkiksi

V2 2
///x + y? +2%)dxdydz = / /d(p/dz(p2+z2)-p:
1
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EPAOLEELLISET TASO- JA AVARUUSINTEGRAALIT
Eridissd tapauksissa [ f voidaan méadritelld, vaikka integroimisjoukko A ja/tai

integroitava funktio f (?ivéit olisi rajoitettuja. Taméa tehdadn sopivilla raja-arvo-
tarkasteluilla, joista yksinkertaisimmat liittyvat merkin siilyttavadn funktioon f.
Keskitymme naihin esittelemélld pari perustapausta. Merkin siilyttavalla f rajan-
kaynneissa voi kayttaa tietyntyyppisia testijoukkoja.

Olkoon ensin A C R? mitallinen (ts. a(9(A) = 0) ja rajoitettu, 7o = (2o, y0) € A,
B =A\{7Fo} ja f: B — R jatkuva. Jos f on rajoitettu ja positiivinen joukoissa

(ks. 2.6.1)

—~
Ac=A\ B(ro) ={(z,y) € A| V(z — 20+ (y —90)? > ¢} (e >0),

niin méaaritelldan f:n epaoleellinen tasointegraali

(2.31) /f = lin%/f €eR (Idea: A.” — 7 A kun € — 0. Piirrd kuvio!)
A A,

edellyttaen, etta oikeanpuoleinen raja-arvo on olemassa ja reaalinen. Talloin sano-

taan, etta ff suppenee; muuten se hajaantuu.
A

2.32 Esimerkki. Olkoon A = B1(0) = {(z,y) | 2% + y?> < 1} origokeskinen
yksikkokiekko. Tutkitaan epéoleellisen integraalin [ f suppenemista, kun
A

1

Nyt Ac = A\ B.(0) on origokeskinen ympyrérengas (sisisade €, ulkosade 1) ja siten

flz,y) =

1

1 27
napak. 1
/f %k/d/r/dgp._.7'227]'/7“:27T(1—6)—>27T, kun € — 0,
r
A € 0

€

joten epéoleellinen integraali [ f suppenee kohti lukua 27:
A

1
/ ﬁda:dy: 2m
VI +y

0<z24+y2<1

Olkoon sitten f rajoitettu ja positiivinen A:ssa, mutta A rajoittamaton. Jos f

on jatkuva ja 0 A nollamittainen, niin A:n rajoitetuissa osissa Ay = AN Bys(0) (ks.
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kuva) f on integroituva: Kyllin suurilla M, Ay # 0 ja on olemassa [ f. Talloin
A
maaritellaan

(2.33) /f_j\}linoo/fER

edellyttaen, etta oikeanpuoleinen raja-arvo on olemassa ja reaalinen. Téssa tapauk-

sessa sanomme, ettéd epaoleellinen integraali f f suppenee; muuten se hajaantuu.
A

Kuva (A varjostettu):

1

/22 4 2
arvoilla M > 1, Ayr = {(z,y) | 1 < 22+ y?> < M} on origokeskinen ympyrirengas
(sisdséde 1, ulkoséde M) ja napakoordinaatteihin siirtymélla saadaan

2.34 Esimerkki. Olkoon A = {(z,y) | 22 + y?> > 1} ja f(x,y) = Nyt

M

M 21 1
/f:/dr/dgp—-rz%r/r:27T(M—1) — 00
r M —o0
A 1 0

1

Siten [ f hajaantuu (vrt. esim. 2.32).
A

Téarkea erikoistapaus suppenevista tasointegraaleista ovat tiheysfunktiot

2.35 Mairitelmi. Funktio f: R? — R on tiheysfunktio, jos

f2,9) > 0V(z,y) €R®  Ja / f(z,y)dedy = 1.
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2.36 Huomautus. Jos satunnaisvektorilla Z = (X,Y) (X ja Y ovat satunnais-
muuttujia) on tiheysfunktiona f : R? — R, niin jokaisella tason mitallisella (reu-
naltaan nollamittaisella) osajoukolla A luku

P(ZeA)= // f(x,y)dxdy
A

on sen tapahtuman todennékéisyys, ettd Z = (X,Y’) "osuu” A:han.

2.37 Esimerkki. a) Lasketaan [[ e~ ~¥ dxdy.
R2

Nyt f(z,y) = e ¥ V(z,y) € R ja (2.33)n A = R2 ja Ay = Bp(0) on
M -séateinen origokeskinen kiekko. Siirtymalla napakoordinaatteihin saadaan, etta

27 M

M 2
— _T2. — _e_r — — _M2_ —
/f—/dr dpe r—27r/ 5 —7T< e ( 1)>Mj>oo7r.
0

A 0 0

Kaavan (2.33) nojalla on siis
(2.38) /f = // eV dady =
R2 R?

b) Osoitetaan edellisen esimerkin integraalin (2.38) avulla, ettd [ e dy = /7
— 00
kuten esimerkissd 1.63(iii) luvattiin. Tata varten riittdéd néyttaa, etta

2

// e_xz_yzdxdy = / e~ da
R2 — 00

ja tahan riittaa symmetriasyista todistaa kaava

2

M
2 s 1 2 2
—x - _ —x°—y
/e dx 1T 1 //e dxdy
0 R2

(integraali yli ensimmaéisen neljdnneksen = > 0, y > 0 on neljdsosa integraalista yli
koko tason).
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Kuva

Merkitdan Aps = [0, M] x [0, M]
{Bm = (z,y) | 2* +y* < 2M?,

z >0, y>0}ja

{Cu = (z,9) | 2* +y* < M3,

x >0, y > 0}, jolloin neljdnneskiekot
Cwr, ja By ovat kuten kuvassa,

Cy C Ay C By

Y
M+/29
M
Apm
Neliota Ay ”ymparoivat”
neljanneskiekot Cun
Cyr (sisdltd) ja Bps (ulkoa) Bu
M

Koska f(z,y) =e % % > 0, on kaikilla M > 0

CéfSAéngéf

Kohdan a) nojalla on

Mutta toisaalta

M M
/fZ//e_JEQe_yzdxdy:
00

Am

Siis

kuten pitikin.

/

. Vs
Ja /fM—>OO Z,
Bum

.2
et dx
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¢) a-kohdan nojalla [[ e~ =¥’ dzdy = =, joten funktio
R2
g(z,y) = %e‘xz_?f on eris tiheysfunktio R? — R:

g(z,y) > // (z,y)dzdy = 1.

Epaoleellisia avaruusintegraaleja ja korkeampiulotteisia epaoleellisia integraaleja
maaritellaan ja kasitellaan epaoleellisten tasointegraalien esittelyssa opitulla tavalla.
Tyydymme yhteen esimerkkiin:

2.39 Esimerkki.
Olkoon V = {(z,y,2) |z > 1, y >0, 2> 0} ja f(z,y,2) =

Suppeneeko [ f?
1%

2
(x +y+2)3

Ratkaisu. Koska f(x,y,z) > 0 V(x,y,z) € V, voidaan laajenevina joukkoina kéyt-
taa kuulien sijaan myo0s esimerkiksi keskendan yhdenmuotoisia sarmioita tutkittaes-
sa integraalin [ f suppenemista (vrt. esimerkki 2.36 b). Merkitaéan

1%
C(a) = [1,a] x [0,a] x [0,a] (a > 0), jolloin
(/) :/dx/dy/ TV ‘/dx()/dy/m:
_/dxo/dy(<w+yl+a>2_x+y) / /<w+y+a w—lky)

a

a 1 2 1
:/< _ +_)dx:/(1n\x+2a|—21n|x+a|+ln|x|)=
r+2a x+a x
1

(x + 2a)x 3 1+ 2a
= In =In- -1 =
(x+a)? 4 (1+a)
1
1
=+ 2
:lné—ln 2t ln§—(—oo)=oo

Vastaus: Ei suppene.
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