MATEMAATTISEN ANALYYSIN JATKOKURSSI
JUHA PARTANEN

1. YHDEN MUUTTUJAN FUNKTIOIDEN INTEGRAALILASKENTAA

Yhden muuttujan funktioiden integraalilaskennassa esiintyy kaksi peruskésitetté:
b

médritty integraali [ f(z)dz ja ma&rddmaton integraali [ f(z)dz. Aloitamme jil-
a

kimmaisella, koska se on derivoimisen kaanteistoimitus ja koska sen avulla voidaan
usein laskea sovelluksissa tarkeat maaratyt integraalit.

1.1 Maaritelma. Olkoon I C R vili ja f : I — R funktio. Funktio F': I — R on
funktion f integraalifunktio, jos F'(x) = f(x) Vo € I. Télléin merkitdén F(z) =
[ f(a)da.

1.2 Huomautus. (a) Derivoituvana jokainen integraalifunktio ' : I — R on aina
jatkuva valilla I.

(b) Seuraava lause osoittaa, etté integraalifunktio on vain ns. integroimisvakiota
vaille yksikésitteinen. Se nojaa valiarvolauseeseen, joten tassa on tarkedd, etta
integroimista tehdaan nimenomaan jollain valilla I.

1.3 Lause. Jos F on f:n integraalifunktio valilld I, niin kaikki f:n integaalifunktiot
valilla I ovat muotoa F + C, missa C' on vakiofunktio.

Todistus. Jokainen F'+ C (C € R) on f:n integraalifunktio I:ssé, silla Va € I pétee
D(F(z)+C)=DF(z)+ DC = f(x) + 0= f(z).
Kéantéaen, olkoon G : I — R f:n integraalifunktio. Koska
D(F(z) — G(z)) = DF(x) — DG(z) = f(z) — f(x) =0 Vx € I,

on integraalilaskennan peruslauseen nojalla olemassa vakiofunktio C' s.e. F(z) —
G(x) = C koko vililla I. Téllin G(x) = F(z) — C = F(z) + (—C), joten G on F:n

ja vakiofunktion summa. [
Summan f + g integraalifunktiot ovat f:n ja g:n integraalifunktioiden summat:

1.4 Lause. Jos f:lld ja g:lla on valilld I integraalifunktiot ja a € R, niin

Jt@ +ga@nde = [ s@in+ [ gy ja

/af(x)d:l:: a/f(x)da:.
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Todistus. Merkitadn F(x) = [ f(z)dz ja G(z) = [ g(x)dx. Talloin
D(F(z) + G(z)) = DF () + DG(z) = f(z) + g(x) Ve €

ja
D(aF(x)) =aDF(x) =af(x)Vx e l. O

Osoitamme myohemmin maaratyn integraalin teoriassa, etta jokaisella jatkuvalla
funktiolla f : I — R on integraalifunktio F' : I — R. My0s erailla epajatkuvilla
funktioilla, nimittdin epéajatkuvilla derivaatoilla, on integraalifunktiot. Kuitenkin
jos epajatkuvuuskohta on ns. hyppéaysepajatkuvuus, integraalifunktiota ei voi olla
olemassa. Sivuutamme tadman todistamisen. Todistus nojaisi siihen, ettd valilla
I derivoituvan funktion derivaatta saa kahden arvonsa viliset arvot ja tatd emme
syksyn kurssissa todistaneet.

1.5 Esimerkki. (i) Funktio F': R — R,

F(x) {O, =0
xTr) =
22sint, x#£0

z)

{ 0, x = 0 (erotusosaméadrin avulla)

2zsind —cos<, z# 0 (tulon derivaatta)

ei ole jatkuva origossa. Talla epajatkuvalla funktiolla f on siis integraalifunktiona
F koko R:ssa.

(ii) Jos
1, >0
0, z<0

)=

eli funktiolla f on hyppéaysepajatkuvuus origossa, niin ainoa mahdollinen integraa-
lifunktion muoto on

C, >0
F(x):{x+ T

E, z <0,
(silla D(x + C) = 1 ja DE = 0) eréilld vakioilla C, E € R. Koska F on jatkuva

origossa, niin lim+ F(z)=C = lim F(z) = E, joten olisi oltava
z—0 z—0—

C, >0
F(x):{x+ x

C, z <0.
Koska F' ei ole derivoituva origossa (miksi?), f:1l4 ei ole integraalifunktiota.
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1.6. Jokaiseen derivoimissaantoon liittyy kaanteinen integroimissaanto. Nain saa-
daan mm. seuraavat derivoimalla todistettavat integroimiskaavat:

(1) / adr =azx+C (a on vakiofunktio)
1
r _ r+1 —
(2) /xdw-r+1x +C (r #-1)
(3) /x_ldx:/lda::ln|x|+0
x
(4) /exdx:ex—FC
X 1 xX
(5) /adx—ﬂa +C (a>0, a#1)
(6) /sinxda::—cosx+6'
(7) /cosa:da:zsinx—l—C’
(8) /tanxdx:—ln|cosx]—|—0
9) /cotxdx:ln|sinx|+6’
(10) /cocg :/(1+tan2x)d$:tanx+C
x
dz 9
(11) —— = [ (1 +cot"z)dx = —cotz +C
sin” x
(12) /\/%zmsmx—}—C:—mcosxﬁ-C”
(13) /izzmtanx—i—C:—mcotx—i—C’
1+z

(Kaavoissa (12) ja (13) on C' = C + %, koska arcsinz 4 arccosx = arctanz +
arccotr = 7.)
1

(14) [ @) de =
(15) [ r@@) e = [ L8 —mise)+
(16) /f’(x)ef(w)dx =@ 40

(f@)*t+C  (r#-1)

Saannoissd (14)—(16) f on jokin vélilla I derivoituva funktio ja sddnnossd (15) on
liséksi oletettava, ettd f(x) # 0 Vo € I. Koska f on derivoituvana funktiona myos
jatkuva, seuraa ehdosta f(x) # 0 Vx € I, ettd f(z) >0 Ve € [ tai f(x) <0Vx € 1.
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1.7 Esimerkki.

(1) /e3wda: = /1 -3e3dr = %/Se&ndm‘ = %63‘” +C
(séanto (16), f(x) = 3z, f'(x) = 3).

w

1
(ii) /de:mM—l—sinx]—}—C, kun z + sinx # 0
T +sinx

(séénto (15), f(x) = = + sinzx). Erityisesti valilla |0,00[ on & > |sinz| > —sinz
(HT: perustele tdma), jolloin x + sinz > 0 ja siis
1
/ﬂdw =In|z +sinz|+ C =In(z +sinz) + C, z € ]0,00].
T +sinz
Valilla |—oo, 0] saadaan vastaavasti x 4 sinz < 0 ja siten
1
/m dr =In|z +sinz|+ C =In(—z —sinz) + C, x € |—00,0].
T +sinz

Varmennetaan viimeinen kaava derivoimalla: Jos x < 0, on —z — sinz > 0 ja siten

Dln(—x — sinz) D(—z — §1nx) e c9sx _ 1+ C(')SJJ7
—T —sIinx —T —sIinx T +sinxy
kuten pitikin.
1
(iii) /(x + 2)%dx = g(x +2)3+C
(kaava (14), f(z) =z +2,r =2, f'(x) = 1).
. In(2 + sin z) 1 . 2
(iv) /m -cosx dr = §(ln(2+smx)) +C
(kaava (14), f(z) =In(2 +sinz), r =1, f'(z) = 3555

1.8 Integraalikayrat.

Olkoon F' funktion f integraalifunktio valilla /. Lauseen 1.3 nojalla f:n jokainen
integraalifunktio I:ssd on muotoa F'(x) + C sopivalla integroimisvakiolla C' € R.
Jokainen funktio y = y(x) = F(z) + C toteuttaa vililld I néin ollen yksinkertaista
muotoa olevan differentiaaliyhtalon, (lyh. DY), y' = f(x) ja téllaiset funktiot y
ovat kaikki tdmén DY:n ratkaisufunktiot vélilla I. Ratkaisufunktion kuvaajaa y =
F(z) + C sanotaan DY:n y' = f(z) integraalikiyréiksi. Yhdessi ne peittivit R2?:n
"vyon” I xR niin, ettd jokaisen I xR:n pisteen (xg, y0) kautta kulkee tasan yhden f:n
integraalifunktion y = F(z)+ C kuvaaja, nimittéin sen, jolle C' ratkeaa alkuehdosta
Yo = F(z0) + C, josta C' = yo — F(x0).

Kuva tilanteesta LA N IEDEDENE

Eri integraalikayrat saadaan y-akselin suun- AN

taisilla siirroilla toisistaan; ne ovat yhte- ?UO"'“%‘;_A integraalikéyrid
nevid. (Vyd I x R on kuvan varjostettu CELT

osa). .:fp.j.:. T




Lz<1
1.9 Esimerkki. Maérita funktion f(z) = { TE=T e integraalifunktio F, jolle

1, x>1
F(0) =0.
Ratkaisu. Koska lim f(z) = f(1) =1 = lim+ f(x), f on jatkuva 1:ssd ja saman
r—1- rz—1

tien koko R:ssd. MyOhemmaéan tuloksen nojalla f:114 on siis integraalifunktio F' ja
1.8:n nojalla néista tasan yksi toteuttaa annetun alkuehdon.

Arvoilla z < 1 on oltava F(z) = 3224 C ja arvoillaz > 1 on oltava F(z) = z+D,
joten jokainen kyseeseen tuleva integraalifunktio F' on muotoa

missa C, D € R.

Y

l22+C, z2<1
F(x)={2 _
x+ D, rz>1

Koska F' on derivoituva 1:ssé, niin se on jatkuva 1:ssi, joten

1 1
lim F(z) =14+ D = lim F(ac):§+0 = C=D+ .

r—1t T—1— 2

On siis oltava

s22+D+35, z<1
F(gc):{ﬂ+ T TS1 perm)

x+ D, x>1
Alkuehdosta F'(0) = 0 seuraa 0+ D + 1 =0, joten D = —31. Siis funktio

1,2
5T, r <1

x—%, x>1

F(z) = {

on ainoa mahdollinen ratkaisu.

Jos jatkuvan funktion integraalifunktion olemassaoloa pitdid tunnettuna olemme
jo ratkaisseet tehtavan. Muuten on varmistettava viela derivoimalla, ettd ainoa
mahdollisuutemme on derivoituva myds pisteessd = = 1 ja F'(1) = f(1). N&in on
derivoituvuustestin nojalla, silla F' on jatkuva 1:ssa ja

r, r <1
F/(x):{1 z>1

toteuttaa ehdon liI{l+ Fl(x)=1= 111{1 F'(x). Valiarvolauseen seurauksena todis-
r— rz—1—

tettu derivoituvuustesti kertoo siis, ettd on olemassa F’(1) = 1 = f(1), jolloin F' on
fm integraalifunktio. Se toteuttaa (muodostamistapansa perusteellakin) alkuehdon
F(0) =0.

1.10 Osittaisintegrointi.
Tulon derivoimissaannosta

D(f(z)g(z)) = f'(z)g(x) + f(2)g'(x)
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saadaan
f(@)g(z) = / £ (@)g(x)dz + / f(2)g'(2)de

ja tasta edelleen ns. osittaisintegrointisaanto

/ f(@)g (2)dz = f(z)g(z) - / F(2)g(x)d.

Sitd voi yrittaa soveltaa esittamaélla integroitava funktio h(x) sopivalla tavalla tulona
h(z) = f(z)g'(z).

1.11 Esimerkki.

(i) [xe®dz. Valitaan f(z) =z ja ¢'(x) = e”, jolloin f'(z) =1 ja g(z) = e

/xexdac:xem—/1-emd$:xex—em+0.

(ii) [zcoszdx. Valitaan f(z) = x ja ¢'(z) = cosz, jolloin f'(z) =1 ja g(x) =
sin x:

/xcosxd:l::xsinx—/sinxdx:azsinx+cosx+0.

(iii) [Inazdz. Valitaan f(z) =Inz ja ¢/(z) = 1, jolloin f/(z) = 1 ja g(z) = z:

i

/lnxdmlenx—/l-xdmlenx—x—i—C.

(iv) [arctanzdz. Valitaan f(z) =arctanz ja ¢'(z) = 1, jolloin f’(z) = # ja
g(z) = z:

_ _ T . 1 2x
arctanx dr = rarctanx — dr = rxarctanz — — ——dx
14 22 2/ 1+2a2

1
= rarctanx — 3 In(1+ 22) + C.

(v) Merkitdén I = [e®sinazdr. Kahdella osittaisintegroinnilla saadaan yhtalo,
josta I ratkeaa:

I:/exsinxdx:—excosx—k/emcosxdx:—excosx—kexsinx—l

1
= 2] =e*(sinx —cosx) = [ = iex(sinx—cosx)

Siis

1
/ex sinx dx = Eem(sinx —cosz) + C.



1.12 Sijoituskeino eli muuttujan vaihto.
Johdatteleva kuva

g f
t N /7 N\
——.— T | R
r \/ 1 \/
g ! F

Olkoon F' funktion f integraalifunktio véalilld I ja olkoon g : I’ — I valin I’ jatku-
vasti derivoituva bijektio valille I. T&lléin F o g : I’ — R on derivoituva ja

(Fog)(t)=1F'(g(t)g'(t) = f(g(t)g'(t) Vt € I".
Siten valilla I” patee
(F o g)( / f(g

Jos tdmé integraali osataan laskea, osataan laskea myos F(z) = [ f(x)dz, silla

F(z) = (Foidi)(z) = (Fo(gog™))(z) = (Fog)(g_l(w)) Ve el

ts. F'(z) saadaan F(g(t)):sté sijoituksella t = g~1(x), kunhan g~':n lauseke osataan
muodostaa.

Yleisohje. Kun integraaliin | f(x)dz halutaan tehda sijoitus x = g(t) taytyy f(z)
korvata lausekkeella f(g(t)) ja dz lausekkeella ¢’(t)dt. Integraalin [ f(g(t))g'(t)dt
laskemisen jéilkeen palataan Sijoituksella t = g~ () takaisin muuttujaan z, jolloin
tuloksena on F(z) = [ f(x

Huomautus. (1) Kun sijoitus toimitetaan maarittyyn integraaliin, el muuttujaan
x paluu ole valttamatonta, vaan z-rajat muutetaan t-rajoiksi. Taméan seurauksena
g:n bijektiivisyyskaan ei ole tarpeen, vaan riittaa, etta g on jatkuvasti derivoituva
surjektio.

(2) Sijoituskeinoa kaytettdessd joutuu usein kokeilemaan erilaisia sijoitusyritteita,
ennen kuin toimiva ehka loytyy.

1.13 Esimerkki.

IL'2 :132
i de= | ———d
) /1+936 ! /1—|—(a:3)2 !

=1

=t

[ T —
1+ @2 73 1+@2™ " 3) 112 379

= —arctanz® + C.

dt
Sijoitetaan { , jolloin — = 322 eli dt = 322dx:
dx

Wl =



.. sinx tanx
(i) / cos3 x d = / cos? x d.
Téamén saa lasketuksi kaavalla (1.6.(14)) (f(z) = tanx) tai sijoituksella tanx = ¢

eli v = arctant ja dt = —— dz, joka antaa
cos? x

t 1 1
/ and dxz/tdtz—t2+0:—tan2x+0.
cos2 x 2 2

Seuraavat kaksi esimerkkid nayttavat, miten integroidaan osamaéarat

P(x)

Q) P(z) =ax+b, Q(z)=cx®+dr+e, (c#0),

(%) fz) =

kun nimittajipolynomilla @ ei ole nollakohtia, ts. kun d? — 4e < 0.

1.14 Esimerkki.
(i)

/L_/L_/ dx B
Ltzta? ) (@+3)?+] ) f0+35@+3)?)

+
2 1 ¢
_é/ dx _é/ dx Sij \/gx—i—\/g_
3/ 1+(Z+1)" 3 1+ (Ze+ L)’ dr = Bt

V3 V3
V3
4 [ Ldt 4 3 2V/3 2z +1
—_ = —.—“arctant+C = arct C
3/1—|—t2 1603 3 2 arctant + arc tan \/§ +
1 2 1 1 d

(i) /Ldmz_/Ldgg__/iﬂﬁ:

14+x+ 22 2) 14+x+a2 2) 1+x+ 22

1 1 20 + 1
= -In(1+z+ 22 ——mtan< )+C’
2 ( ) V3 V3

kohdan (i) ja kaavan 1.6.(15) nojalla.

Kaavan (x) mukainen yleinen f integroidaan samaan tapaan kuin esimerkin 1.14
erikoistapaukset.

P(z)
Q(z)
daan periaatteessa aina integroida alkeisfunktioiden avulla ns. osamurtoihin jaon
jalkeen. Selitimme tdméan menetelméan tarkeimmat erikoistapaukset ilman yleista

todistusta.

1.15 Rationaalifunktioiden integrointi. Rationaalifunktio f(z) = Voi-



VAIHE 1: Jos P:n aste deg P on suurempi kuin Q:n aste deg ), eli deg P > deg (@),
suoritetaan polynomien jakolasku ja saadaan tulos

PQ(IL‘)
Q(z)

missé P; ja P ovat polynomeja ja deg P» < deg(@. Lausekkeen Ps(z)/Q(x) in-
tegroinnissa edetdan sen jalkeen samoin kuin tapauksessa deg P < deg @ alla.

f(z) = Pi(z) +

TAPAUS deg P < deg ()
Ratkaistaan yhtdlo Q(x) = 0. Tamé on yleensd kiytdnndssd mahdotonta, mutta
voidaan osoittaa, etta n:nnen asteen reaalikertoimisella polynomilla

Q(ZII) = anxn + an—lxn_l +...+a1x+ag

Q(z) = an(r —z1) -+ (¥ —xn) (an #0),

missi 1, ..., T, ovat Q:mn kompleksiset nollakohdat z; = a; + ;i (j =1,...,n; i
on imaginaariyksikko, ts. i = —1; a;, 8; € R). Jos jokin juurista x; = a; + ;i ei
ole reaalinen (3; # 0), niin my®s sen liittoluku Z; = «; — 3,1 on reaalikertoimisen
polynomin () nollakohta ja tulo

(x —z;)(z — 7)) = (z — o — B5i)(x — o + F5i)
= (z—a;)* + (z — a;)B;i — (x — o) B0 — (B;1)°

:x2—2ozjx+oz§+ﬁ32-

on reaalinen jaoton 2. asteen polynomi (silld a; € R ja oz? + 632 € R). Nain ollen
@ jakaantuu tekij6ihin, jotka ovat joko muotoa x — z; (missd z; = a; € R on
Q:n nollakohta) tai reaalisia jaottomia 2. asteen polynomeja z? — az + b (missi
a? — 4b < 0). Niiden joukossa voi kylli olla useampikertaisiakin, ts. sama tekiji
voi esiinty# esimerkiksi k kertaa, jolloin se voidaan kirjoittaa muotoon (z — z¢)"
(missé z9 € R; Q(z0) =0, k < n) tai (z? + ax +b)* (missd a® —4b < 0, k < 2).

ratkaisukaavaa ei olekaan olemassa kun n > 5 (syvéllinen tulos). Liséksi voimme
olettaa, ettei P:lla ja Q:lla ole yhteisia tekijoita.

TAPAUS 1. Q(z) = a(x — x1) -+ (x — x,,), missd nollakohdat z; ovat reaaliset ja
keskenédan erisuuret.

Talloin on olemassa vakiot Aq,..., A, € R siten, etta
= = = e deg P < d
f<$) Q(x) a(x_xl)..-({],‘—xn) r — T + + r — In ( 8 < egQ)

fin osamurrot



TAPAUS 2. Q:1la on vain reaalisia nollakohtia, joiden joukossa on myo6s useampiker-
taisia.
Nyt osamurtokehitelmaan on otettava kutakin nollakohtaa kohti tasmaélleen ker-
taluvun ilmaisema maara termeja seuraavaan tapaan:
Jos wp on Q:n k-kertainen nollakohta (ts. Q(z) = R(x)(x —x0)*, R on polynomi,
jolle R(xg) # 0), niin f:n osamurtokehitelméin tulevat mukaan termit
Ay Ao Ay

x—$0+(x—x0)2+'”+(x—xo)k

(Oikeastaan tapaus 1 tulee téssé uudelleen valinnalla k = 1.)

TAPAUS 3. Q:lla on jaoton tekiji 22 + bz + ¢, missd b? — 4c < 0 (tai ax? + bz + c,
missi b2 — 4ac < 0, jos z2:n kerrointa ei ole normitettu 1:ksi).
Jos tallainen tekija on yksinkertainen, niin osamurtohajotelmaan otetaan termi

Az + B . Az + B
_ tal ———————
2 +bx+c ar? +bxr+c

Taméan integrointi on opetettu edella kohdassa 1.14.
Jos tekiji on k-kertainen (eli jos Q(x) = (ax?+bx+c)* R(x), missi R on polynomi,
joka ei ole jaollinen tekijalld az? + bz + ¢), niin osamurtokehitelmiin otetaan termit

Ajx + By Asx + Bo n n Az + By,
ax?+br+c  (ax?2+br+c)?2 " (ax?+bx+c)k

Naiden integrointi sujuu nelicksi tdydentamalla ja kayttamalla toistuvasti palautus-
kaavaa

dt 1 t 1 dt
(1.16) / 1+ )" = 2(n—1) (1+ )1 T (1 B m) /W,

jonka voi todistaa osittaisintegroinnilla.

1.17 Esimerkki.

3 B+r—z z(@®+1)-=z x

(3) f(x):xQ—f—l: 2 +1 - 2 +1 :x_x2+1’

jonka saisi myo6s jakokulman avulla. Siis

1 1 2 1 1
/f(x)da:zixQ—i/fo_ldx:§x2—§ln(x2+1)+0.

Téssé oli suoritettava jakolasku, koska osoittajan aste > nimittdjan aste (vaihe 1
ylla).

.. - 1 _é B C
(if) f(z) = :x+x—1+x+1



Laventamalla ensimmaéinen termi tekijalld (x — 1)(x + 1) toinen tekijalld x(x + 1)
ja kolmas tekijalla x(x — 1) ja laskemalla tdmén jalkeen termien summa saadaan

1 _(A+B+O)*+(B-Clz—-A
z(r—1)(z+1) z(r—1)(z+1)
=
A+B+C=0 A=-1
(A+B+0)2> +(B-Clz—A=1 & B-C=0 & B:%
_A=1 c=1
Siten
-1 1 1
der= | —d 2 2
/f(x)a: /:)3 x+/x_1dx+/x+1dx
1 1 1,
:—ln\x|+§ln\x—1|+§ln\x+l|—|—C:iln\x — 1| —In|z| + C.
x? A B C
(i) Gl e T e Rl pr A S|
=
Alx+1)+ Bz —1)(z+1) +C(zx — 1)* =22
=
(B+C)z* +(A-2C)x+A—B+C =2a?
<~
B+C=1 A=
A—2C =0 & ... e B=3
Siten
1 dx 3 dx 1 dx
Jrwi=5 [ =S d [ [
1 3 1
, 322+ 22 +5
<1V) f(x)_563+$2+$—|—1
Téassa nimittajalle keksitdan nollakohta x = —1, joten nimittaja on jaollinen x +

1:114. Jakokulmalla saadaan, ettd 2® + 2%+ 2+ 1 = (z+1)(z? +1). Taméa nihdiin
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my6s suoraan: 25 + 22 +x+1=2%(r+1)+2+1= (x+1)(2? +1). Siten fn
osamurtohajoitelma on muotoa

322 +22+5 A +Bx—|—C’
(z+1)(2?2+1) z+1 2241

Laventamalla oikean puolen ensimméinen termi x2 + 1:114 ja toinen termi x + 1:114
ja laskemalla termit yhteen saadaan

(A+B)2?+(B+C)z+A+C _ 32 +2z+5

(x +1)(22+1) (x +1)(22+1)
<~
(A+B)x? 4+ (B4+C)z+A+C =322 +22+5
&
A+B=3 A=3
B+(C=2 < B=0
A+C=5 CcC=2

Siten

3 2 __
/f(x)dx:/x+1dx+/x2+1dx=31n|:1:+1]+2arctanx+0.

x4+ 222+ +1 Az + B Cx+ D Ex+ F

o= “@rip  @riE 2t

=

Ar+ B+ (Cz+D)(2*+ 1)+ (Ex+ F)(2* +1)? a2t + 222+ 2 +1
1) =Ty

=

Ex® + Fz* 4+ (C +2E)2®* + (D +2F)2> + (A+ C+E)x+ B+ D+ F
=zt + 22+ +1

=

(E=0

F=1

C+2E=0

D+ 2F =2

A+C+E=1

(| B+D+F=1
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Siten

x4+ 222+ +1 T 1
dr= | ———=d ——dx =
/ @+ /<x2+1>3 x+/x2+1 v

1/‘ 2z (i+/ L 1 +arctang + C
= — ——5 aXx X = ——F = arctanx
2) @2r1)3 2+ 1 A(z2 1 1)?

integroimiskaavojen 1.6.(14) (r = —3) ja 1.6.(13) nojalla. Téssa ei siis tarvittu
palautuskaavaa (1.16), jota téllaisissa integraaleissa yleensé tarvitaan.

1.18 Palauttaminen rationaalifunktioon.

Eraat integraalit voidaan sopivilla sijoituksilla palauttaa rationaalifunktion inte-
graaleiksi.

Olkoon R(x,y) x:n ja y:n rationaalinen lauseke, ts. z:sté ja y:std yhteen-, vahen-
nys-, kerto- ja jakolaskuilla muodostettu lauseke, jolloin R(z,y) saadaan muotoon

R(x7y) =

) Jjax+b
(1.19) Tyyppi /R (x, “M) dx (ad —bc #0, n € N).

- [ax +b A : : . et
Sijoitus t = { —d palauttaa taman rationaalifunktion integraaliksi, silla talloin
cr

(P ja @ ovat x:n ja y:n polynomeja.)

b b— dt™
= az + = t"(cx+d) =ar+b = (ct"—a)r=b—dt" = x = =
cx +d

f(t)

ct™ —a

ja tastd dr = f’(t)dt, missd f’ on t:n rationaalifunktio.

(1.20) Tyyppi /R (:1:, va? — x2) dx (a > 0 vakio).

Merkinté y = va? — 22 ("ympyrisijoitus”) antaa y? = a? — z2. Sijoituksella

1—¢2
yQ:(a—m)(a+x) r=a——>; = x(t)
14 ¢2
a—x = .
Yy = t(l‘ + CL) — ratkaise ensin x y = 2at _ y(t)
t 1+ ¢2

Saadaan dx = ' (t)dt, jossa z’(t) on t:n rationaalifunktio kuten myds z(t) ja y(t).

13



Toinen tapa: Sijoitus z = asint, dez = acostdt, Va2 — 22 = a\/1 —sin’t =
acost (t = arcsin ¢ € [—3F, 3], jolloin +,/7) tuottaa sinin ja kosinin rationaali-

lausekkeen, jonka kohta opimme palauttamaan rationaalifunktion integraaliksi.
(1.21) Tyyppi /R (x, va?+ a) dx (a # 0 vakio).

Merkintd y = V22 + a ("hyperbelisijoitus”) antaa y? — 22 = (y — z)(y + x) = a.
Sijoituksella

{y—i—x:t _ x:%<t—%):x(t)
=t = Lo d ) o

saadaan dr = 2’(t)dt, missa 2’'(t) on ¢:n rationaalifunktio kuten myds x(t) ja y(t).

(1.22) Tyyppi /R (:1:, vax? + bx + c) dx (a # 0, b? — dac # 0).

palautuu nelioksi tdydentamalld joko tyypiksi (1.20) (a < 0) tai tyypiksi (1.21)
(a>0).

(1.23) Tyyppi / f(e®)dzx (f rationaalifunktio).

Sijoitus €* =t, z = Int, dx = %dt tuottaa rationaalifunktion integraalin.

1.24 Esimerkki. i) [z+/22 —3dz. Sovelletaan (1.19) valinnoilla R(z,y) = xy,
a=2,b=-3,c=0,d=1jan=3:

Sijoitus t = ¥/2x — 3 antaa t* = 22 — 3, x = 23 + 2, dz = 3t%dt ja

8/ _ lg 3 3.0 _/ 36, 9,3 _
/x\/2$ 3dac—/<2t—|—2 t 2Ifahﬁ— 4t—|—4t dt =

3. 9, 3
24T 2y — 2 (9 —
sl T gt TC= 553 —3)

wlN
[MEN

+ 2r—isc

16

ii) [ V1 — z2dz. Sovelletaan (1.20) valinnoilla R(z,y) =y, a = 1. Sijoitus

1—¢? 2t
v= 1 =, v= 1 = )
joka antaa
1+ t2)(=2t) — (1 —t3) -2t —4t
1+ 2)2 (1+12)2

14



johtaa kuitenkin mutkikkaaseen lausekkeeseen

/ﬂdx:/y(t)(idtz/idt

1+12)? TESCER

Kaytetaan sen vuoksi mieluummin sijoitusta z = sint, t = arcsinz, dr = costdt,
jolloin saadaan helpompi lasku:

/\/l—xQdmz/\/1—Sin2tcostdt:/COSQtdt

Taman laskeminen on harjoitustehtava. Lopuksi on viela palattava muuttujaan x
ja talloin tarvitaan kaavaa:

cosarcsinx = +\/1 —sin?(arcsinz) = /1 — 2.

Lopputulokseksi saadaan, etta
1 1
/\/1 — 22dx = 3 arcsin x + §x\/1 — 22+ C.

iii) [ va? + 1dx. Sovelletaan (1.21) sijoituksin R(x,y) =y, a = 1. Sijoitus
1 1 1

1 1 1 .
x:i(t—z), y:i(t—}— Z) antaa dr = (5"‘@) dt ja

1/ 1\ (1, 1 1 1 1
2 — _ _ — N — — — J— =
/\/x +ldz /2(t+t)(2+2t2)dt 4/<t+t)(1+t2)dt
Y

1 2 1 1 /12 1 1
4/(+t+t3) 4(2+ nft 2t2)+

1/1 1 1
= 7(3E+2) (=) +2mlt) +C =
S——

2y(t) 2z(t)

(1.21)ssdolit =y +x janyt y = Va2 +1
1/1
=1 (5-2\/:)32+1-2x+21n]\/1‘2+1+az|) +C =

1 1
=52 x2+1+§1n< x2+1—|—x)+0.

X
iv) /e—dx. Sijoitus t = €*, x = Int, dx = %dt antaa

1+e* +e27
e’ t 1 dt 1.14(31)
—d = 7-—dt: R =
/1+ew+e2w * /1+t+t2 t /1+t+t2
2 2t+1 2 2e” +1
= —arctan + (C = — arctan + C.
3 V3 V3 V3
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1.25 Trigonometristen funktioiden integrointi.
Jos R(sinz, cosz) on sinx:n ja cos z:n rationaalinen lauseke, niin integraali

/ R(sinz, cos x)dx

palautuu sijoituksella

2

“ et

(1.26) tan% =t, x =2arctant, dz

rationaalifunktion integraaliksi. Tall6in on ndet voimassa kaavat

) 2t . 1—¢t?
sinx = e ja cosa::71+t2,
= k)
kuten kolmion - tana =t

1

2

ja kaavojen sin 2o = 2sin avcos «, cos 2a = cos? a — sin? v avulla helposti todetaan.

Sijoitus tan § =t antaa nyt

1.27 Esimerkki. /

Sin T
dz 142 2dt dt x
/sing; / 2% 142 /t n [t + n|tan o | +

Muotoa [sin” zdz ja [cos™ xdz (n € Z) olevia integraaleja voi laskea monin
tavoin:
a) Sijoitetaan tan § =t (jos n on parillinen, sijoitus tanx = ¢ on parempi)

b) /sin2m+1 dx = /sin2m xsinzx dr = /(1 —cos?z)"sinz dx =
Sijoitus cosx = t, dt = —sinxdx

= — /(1 — t3)™dt,

joka on polynomin integraali.
c) Osittaisintegroinnilla voidaan johtaa palautuskaavat (joissa n > 2):

. | n—1 e
/sm”xdmz——sm” Lycosa + sin® 2 x dx

n n

1 _ . n—1 _
/cosnxdaz:—cosn Lysing + cos" 2 x dx
n n
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d) Trigonometristen kaavojen kaytto.
Esimerkiksi [ cos? x dz ja [ sin®z dr voidaan helposti laskea kaavojen

9 1+cos2z . . 9 1 —cos2x
cos'x=——"(—— Jja sinz=—7 —

avulla (harjoitustehtavé). Edelleen esimerkiksi

.4 . 9 \9 1—cos2z\”
sinzdr = [ (sin®x)*dx = — dz

lasketaan samojen kaavojen avulla ...

Integraalit [ sinpx sin gz dz, [ cospx cos gz dx ja [ sin px cos gz dx lasketaan kiyt-
tamalla kaavoja

( 1

sin px sin gz = 3 [cos(p — q)x — cos(p + q)x]
1
(1.28) COS Px COS qx = 3 [cos(p + q)z + cos(p — q)z]
. 1. .
| sinpreosqr = 5 [sin(p + q)z + sin(p — ¢)x]

Trigonometrisissa integraaleissa kannattaa yleensa hetki miettia mahdollisuuksia
kaavakokoelmista (MAOL) 16ytyvien kaavojen kayttoon esimerkiksi ennen sijoitusta
tan & =t.

2

MAARATTY INTEGRAALI

b
Idea: madratty integraali [ f(z)dz on fn ”keskiarvo” vélilld [a,b] kerrottuna

valin pituudella b — a.

Yy

ool B I
— . Suorakulmion ala =
Yy = f(m) b
=yo(b—a) = [ f(z)dx
P ; "

b

[ f(z)dx

Kuvassa yg = abi on ” f:n keskimédrainen arvo” [a, b]:ssd. Kuvan tilanteessa
—a

se ei ole f:n mikaan arvo!
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1.29 Maaritelma. Olkoon a < b ja f : [a,b] — R rajoitettu funktio. Vilin [a,b]
jako D = (zg,...,x,) on aidosti kasvava jono [a, b]:n pisteité siten, ettd z¢o = a ja
z, = b:

neN ja a=xp<z1<...<Tp_1 <z, =0>b.
Jako D’ on jaon D alijako, jos D:n jakopisteet x; ovat jakopisteitd myos D’:ssa.

Jakoon D:a=x¢g <21 <...<xp_1 <x, =0 liittyy kolmenlaisia summia:

n
Yldsumma Sp = > M;(z; — x;—1), missd M; = sup{f(z) | ;1 <z < z;},
i=1
n
alasumma sp = Y m;(x; — x;_1), missd m; = inf{f(z) | z;—1 <z < x;} ja
i=1

Riemannin summat Rp = > f(&)(z; — xi—1), missd §; € [x;_1, ], (i=1,...,n).
i=1

1.30 Huomautus. (1) Aina sp < Rp < Sp ja jos f on positiivinen (ts. f(z) >0

kaikilla € [a,b]), niin Sp on ”ulkomonikulmion” ja sp ”sisémonikulmion” ala

kuten alla olevassa kuvassa.

Alasumma sp antaa
varjostetun pinta-alan

(2) Jos D’ on D:n alijako, niin
Sp/ Z SD ja SD/ S SD (todista!)

(3) Jos D1 ja Dy ovat kaksi jakoa, niin ehdosta (2) seuraa Di:n ja Dso:n yhteiseen
alijakoon D siirtymalla, etta

sp, < sp < Sp < Sp,,
ts. jokainen alasumma on < miké hyvansé yldsumma. Siten ovat olemassa

I =supsp € R, f:mn alaintegraali ja I = iIle Sp € R, fm yldintegraali ja I <1.
D

(4) Jaolle D = (xg,z1) = (a,b) (n = 1) pétee
sp=m(b—a) <Rp=f(&)(b—a)<Sp=M(b-a),

missé m = inf f([a,b]), M = sup f([a, b]) ja £ € [a, b] on mielivaltainen.
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1.31 Maaritelméa. Jos rajoitetun funktion f : [a,b] — R alaintegraali ja yladinte-
_ b

graali yhtyvét, I = I = I, niin lukua I = [ f(z)dz € R sanotaan f:n mdadréatyksi
a

integraaliksi yli vélin [a,b]. Lisdksi sanotaan, ettd f on integroituva valilla (tai yli
vélin) [a, b] ja sovitaan merkinnoisté

7f@ﬂxz& jf@ﬂxz—if@ﬂm

1.32 Lause. Olkoot f ja g integroituvia yli vélin [a, b] ja olkoon M = supf([a, b]),
m = inf f([a,b]) ja D vélin [a,b] jako sekd o, 3 € R. Télléin

(a) sp < fbf(a:)dx < Sp.

b
(b) m(b—a) < [ f(x)dx < M(b— a) ja vakiofunktion f(x) = c integraali

b

/cda: =c(b—a).

a

(¢) af + Bg on integroituva yli vélin [a,b] ja

/b(af + Bg)(x)dx = a/bf(x)dx + ﬂ/bg(x)da:,

(d) Jos f(x) > g(z) kaikilla x € [a, b], niin

b b

/f@mxz/gwmﬁ

a a

Erityisesti, jos g(x) =0 eli g(x) = 0 kaikilla x € [a, b], niin

/bf(ac)dx > 0.

(Viime mainittu seuraa myds heti 1.32 (b):std, jossa m > 0.)
(e) Jos a < ¢ <b, niin

b b

/f(x)dxz/cf(x)dx—l—/f(x)da:.

a C
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Itse asiassa tdma kaava péatee riippumatta a:n, b:n ja c:n jarjestyksesta, kunhan f
on integroituva yli laajimman kaavaan liittyvan valin.
(f) Madaritelldén jaon D = (xg,...,x,) normi |D| = max |x; — x;—1]| (jolloin
<i<n
|D| — 0 < 7jako D tihenee rajatta”). T&lloin Riemannin summille Rp =

n b
S &) (wi — zim1) (v < & < x;) pétee |Ll7i|m0RD = [ f(z)dz, ts. Ve > 0
i=1 _ J

b

36 > 0 siten, ettd | [ f(z)dz — Rp| < € aina kun |D| < ¢ ja Rp on jakoon D
a

liittyva Riemannin summa.

Todistus. Véitteet (a), (b), (d) ja (e) ovat melko suoria seurauksia méaaritelmisté.
Viitteen (f) todistus saadaan seuraavassa lauseessa esitettdvid integroimistestia
kayttden siitd, ettd jokaisella jaolla D pétee arvio sp < Rp < Sp. Todistuksen
yksityiskohdat jatetddn lukijan pohdittaviksi. Véite (c) saadaan (f):n avulla. O

1.33 Lause (Integroituvuustesti). Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on integroi-
tuva, jos ja vain jos jokaista € > 0 vastaa [a, b]:n jako D niin, ettd Sp — sp < €.

b
Todistus. Jos f on integroituva, niin [ f(z)dx = I toteuttaa ehdon

a

I=I=supsp=infSp =1
D D

sup:n ja inf:n e-kriteereistd seuraa, ettd on olemassa jaot D;, i = 1,2 siten, etta
0<I-sp <5ja0<Sp, —1I< §. Talléin kohdasta 1.30 (3) seuraa, ettd on
olemassa jako D, jolle

sp, <sp<I=I=1<Sp<Sp,.

Nyt

€ €
Sp —5p < Sp, —sp, = (Sp, — D) +(I —sp,) < 5 +5 =+,

joten D on vaadittu.
Kéaanteisen puolen todistus (joka on helpompi) jatetdaén lukijoille. O

Seuraava esimerkki osoittaa, ettei hyppaysepajatkuvuus estd maaratyn integraa-
lin olemassaoloa, vaikka se esti (ks. 1.15 (ii)) integraalifunktion olemassaolon!
. . . Lx>0 | : R
1.34 Esimerkki. Funktio f(x) = 0 <o ™ integroituva yli vélin [—1, 1].
) X —
Perustelu. Olkoon 0 < e < 1. Tarkastellaan jakoa D = (—1,—%, 7,1).

Kun z € [-1,—%], niin f(x) = 0, joten

my = inf f([—1, —€/4]) = 0= M; = sup f([—1, —€/4]).
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Kun z € [-§, §], niin f(z) =0, jos = <2 <0ja f(r) =1, jos 0 <z < §, joten
my = inf f((—e/d /) =0 ja My =sup f({—c/d e/4]) = 1.
Kun z € [{, 1], niin f(2) = 1, joten

mg = inf f([e/4,1]) = 1 = My = sup £([e/4, 1)).

Siten
s () o (5 ) o) =15
=8 (-5 - ) 0 - ) 36 (1 5) =1+
Nain ollen

€ € €
Sp—sp=1 ——(1——)=—< :
D — SD + 1 1 €
1
joten integroituvuustestin nojalla I = [ f(x)dx on olemassa.
—1
Oheisessa kuvassa jakoon D liittyvé ”ulkomonikulmio” (ala Sp) ja ”sisdmoni-
kulmio” (ala sp).

Y y = f(z) Y Y
| 1
y = f(=)
N .
SR I I
ulkomonikulmio sisamonikulmio
ala=Sp =1+ 7 ala=sp=1- 7

Huomautus. Koska sp <I<I<Spijal=1=1I,niin

€ € € €
1-S<r<14f o Scr1<t ooy <s
sisi+g 1= <7 = H-l=sg<e

IS e

Viimeksi saatu ehto on voimassa mielivaltaisella e > 0 eli siis kaikilla € > 0, joten
I —1]|=0e€lil=1.

Valilla [a, b] jatkuva funktio on integroituva:
1.35 Lause. Jos f : [a,b] — R on jatkuva, niin f on rajoitettu ja integroituva.

Todistus. Suljetulla valilla jatkuvana funktiona f saa suurimman ja pienimmén
arvon M ja m ja f([a,b]) = [m, M]. Siten f on rajoitettu.

Integroituvuuden todistukseen tarvittaisiin ns. tasaisen jatkuvuuden kasite, joka
joudutaan sivuuttamaan. (Idea luennolla). O
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1.36 Lause (Integraalilaskennan viliarvolause). Jos f : [a,b] — R on jatkuva,
b

niin on olemassa § € [a, b] siten, ettd [ f(x)dx = f(£)(b— a).

[T&ll6in f(£) on f:n "keskiméérdinen arvo” vélilla [a, b]].

Todistus. Kuten 1.35:n todistuksessa asken

(%) f(la,0]) = [m, M],
Joten 1.32 (b):n nojalla

m(b—a)g/f(x)da:SM(b—a) = mﬁﬁ_

Télléin (*):n nojalla on olemassa & € [a, b] siten, ettd

b

f f(x)dx
£&) =,
mista véite seuraa. [

1.37 Huomautus. Pienelld lisdtarkastelulla havaitaan, ettd voi halutessaan valita
a < & < b. Emme tarvitse tata jatkossa.

1.38 Lause (Integraalilaskennan péailause). Olkoon f : [a,b] — R jatkuva
funktio. Téll6in funktio I : [a,b] — R,

- / Ft)dt

on f:n integraalifunktio, ts. I on derivoituva ja I'(x) = f(x) kaikilla x € [a,b]
(pdéatepisteissd derivaatta on toispuolinen).

Todistus. Olkoot z,x + h € [a,b] (h # 0). T&ll6in

x+h x+h

I(a+h)- / F(t)dt— / F(tyde " / 2 FER) (z+h)—x) = F(E(R)h

erdélld {(h) z:n ja x + h:n vélissd. Siten

I(m—l—h]i—f(x) = f(&(h)) — f(z), kun h — 0,

silla £(h) — x, kun h — 0 ja f on jatkuva pisteessd x. Siis on olemassa I'(z) =
f(). O

Saamme nyt lasketuksi maaratyt integraalit integraalifunktioiden avulla:
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1.39 Lause. Olkoon F : [a,b] — R valilld [a,b] jatkuvan funktion f : [a,b] — R
integraalifunktio. Tallbin

b

/b Fa)de = F(b) — F(a) ™" / F(z)

a

Todistus. Koska F ja I(x f f(t)dt ovat molemmat f:n integraalifunktioita, ne

eroavat toisistaan vakiolla lauseen 1.3 nojalla. Siis on olemassa C' € R s.e. I(z) =
F(x) + C kaikilla = € [a, b]. Sijoitetaan tdhén = = a, jolloin saadaan

/f a)+C = C=—F(a) ja I(x) = F(x) — F(a).
Sijoitetaan x = b, jolloin seuraa
I(b) = / F(t)dt = F(b) — F(a). O

1.40 Esimerkki.
3

3
dx  osamurrot 1
1 — — d fnd
(i) /:::2—1 2/(:(;—1 x—f—l) v
2

2
3
1 1 1.3
= 5/(11&\&6— I|—Injz+1]) = 5(1n2—ln4—ln1+ln3) = 51115.
X £ <
—In2 0 . 0
(ii) / . e+1dx =— / eme+1dx 1eus) —/ In(e” +1) =
0 —1n2 ~In2

1
= —In(e’+1) +In(e” M2 4+1) = —ln2+ln(§ +1) =

1 1
—ln2+lng:ln——|—ln§:l 3

3
2 2 <22)1Z

Osittaisintegrointikaava saa maaratylle integraalille muodon

b b
(1.41) [ 1@d @i = [ @)~ [ gt
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Esimerkki.

/xsinxdw — /:)3(— cosz) — /(— cosz)dr =7 + / sinz = 7.
0 0 0 0
Sijoituskeino

Olkoon f : [a,b] — R jatkuva ja olkoon g : [a, 8] — [a,b] jatkuvasti derivoituva

kuvaus, jolle g(a) = a ja g(8) = b. Télloin g on surjektio ja sen avulla vélilla
b
[a, b] sijaitseva muuttuja = voidaan integraalissa [ f(x)dx korvata valilld [, 3] si-

a
jaitsevalla muuttujalla ¢ korvaamalla f(x) f(g(t)):1la ja dx lausekkeella g’(t)dt (vrt.
1.12). Maéaratyn integraalin tapauksessa ei ole tarpeen palata takaisin muuttujaan
x sijoituksella t = g71(x), joten emme nyt tarvitse g:n bijektiivisyyttd. Sen sijaan
muutetaan x-rajat a ja b t-rajoiksi a ja [3:

b B
(1.42) /}@sz/fw@mwMt

Huomautus. Jos ylla olisi ollut g(a) = b ja g(8) = a, sijoituskaava pétisi muo-
dossa

b o
(1.43) /}@sz/fw@mwMt
a B

Sijoituskeinon idea kaaviona:

g f
to /—\ o /_\
—e———— — R
a Jé; a b

z = g(t), f(z) = fg(t), dx = g'(t)dt.

Suure dxr = ¢'(t)dt ilmoittaa pituusmittojen paikallisen muutoksen kuvauksessa g:
"pieni” t-vali to:n ympériltd muuttuu x-véliksi pisteen xg = g(to) ympérille niin,
ettd vélin pituus tulee suureella |¢'(to)| kerrotuksi (pientéd hairidtermia vaille; vrt.
syksyn kurssin differentiaalikehitelmé).

2

1.44 Esimerkki. (i) / x

1+ 24

dzr. Sijoitetaan x = v/t = g(t) eli 22 = t, jolloin

0
2xdx = dt. Rajoja varten kannattaa totutella piirtdméan taulukko, jolloin aina
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muistaa rajojen muuttamisen:

0 0
2 4
2 4 4
/ / dt L arctant 1—‘5 4 1—t 0 1—‘5 4
= — / arctant = —arctan4 — —arctan( = - arctan4.
1+934 1+t 2 2 2 2
0 0 0 -

(ii) Olkoon a > 0 ja f : [—a,a] — R jatkuva. Jos f on pariton, ts. f(—z) = —f(z),

niin [ f(z)dz =0, silld sijoitus = —t antaa

/Of(x)dxz /Of(—t)(—dt) — /0(—f(t))(—dt) _ /f(t)dt:

a a

— _/f(t)dt: —/f(l‘)dx

0 0
=

7f@Mx:if@Mx+]f@Mx:Q

Jos f on parillinen, ts. f(—x) = f(x), niin sama sijoitus x = —t antaa (laske!)

;ﬂ@m:+jf@ﬁ:7ﬂ@m

joten parillisella funktiolla f péatee
/f(a:)dx =2 / f(x)dz.
—a 0
1

Esimerkki. (i) [ sin(2®)dx = 0, silld funktio f(x) = sin(z*) on pariton: sin((—z)?) =
“1

sin(—x3) = —sin(2?) Vo € [—1,1].

M M
(ii) / e dx = 2/ex2dx,
-M 0
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silla f(x) = e on parillinen. T&ta integraalia ei voi laskea alkeisfunktioiden avulla,
mutta sarjakehitelman avulla saa likiarvoja:

2 3
e—1+t+2'—|—3‘+ . VxeR
:>em =142 +——|— Zl{:‘ Vr e R
M 2k—|—1 M3 M5 M7
= Tdr = =M
/e T Ty Tyt
0

josta katkaisemalla saa mielivaltaisen tarkkoja likiarvoja integraalille. Tamé lasku
perustui siithen syksyn kurssilla mainittuun asiaan, etta potenssisarjoja saa suppe-
nemisvalilla integroida ja derivoida termeittain.

MAARATYN INTEGRAALIN SOVELLUKSIA

Suoraan maarittelytavasta on ilmeista, ettd maariatyn integraalin avulla saa las-
kettua eraita pinta-aloja.

1.45 Lause. Olkoot f ja g valilld [a, b] integroituvia funktioita (yleensé f ja g ovat
sovelluksissa jatkuviakin).

(a) Jos f(x) > 0, niin kdyrdn y = f(x) sekd suorien y = 0, x = a jax = b
rajoittaman joukon

b
A={(z,y)|a<z<b, 0<y< f(z)} a]aon/f(m)dx.

a

Kuva a)-kohdasta
Y

Flzo)d oY = f(z) on epéjatkuva zo:ssa

(A on varjostettu osa)

(b) Kéyrien y = f(x) jay = g(x) ja suorien x = a ja x = b rajoittaman joukon
b
A={(z,y)|a<x<b, yon f(z)n jag(zx)n vilissi} ala on /\f(x) — g(z)|dx.

a
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Kuva b)-kohdasta jatkuvilla f ja g:

Y

(A on varjostettu)

Todistus. Todistus edellyttaisi pinta-alan kasitteen hyvaa maarittelya, sivuutamme

sen. [

1.46 Esimerkki. Maarita kayrien y = sinx, y = cosz ja suorien x = 0 ja x = 37”

rajoittaman alueen pinta-ala

Ratkaisu. Médritédn aluksi ko. kéyrien leikkauspisteet valilld [0, 37]:

. 7T . o
sinz =cosz & tanz =1 & z=7 tal =
Vililld [0,Z] on cosz > sinz, valilld [Z, 2% on sinz > cosz ja vililld [2F, 2Z] on
taas cosx > sinz (kuva alla).
Y = CosT
1
y =sinzx

Nyt 1.45 (b) antaa kysytyksi alaksi integraalin

|sinx — cos x| dx =

3m
2

3

N
I
IS e \mr;”

S

I
S—

(cosx — sinx) dx+/(sinm—cosx)dx+/(Cosx—sinx)dx:
%

5w
1
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2

:/(sinm+cosx)+/ (—cosx—sinx)+/ (sinz + cosz) =

s 57 3w
4 4

0 T 5
LT ™ : 5T o
=sin + cos i (sin 0 + cos0) + (— cos T sin Z)—f—
T LT . om 3T . om om
+(cosz+smz)—|—(sm7+cos7)—(smz—kcosz):
—281112—1—2(3082—28111%7—2(:03%—2—

8
:ﬁ—zz4f—2

Alan laskemisessa kannattaa joskus integroida y:n suhteen: Kéyréan x = f(y) > 0,
y-akselin ja suorien y = ¢ ja y = d rajoittaman alueen pinta-ala on / f(y)dy

1.47 Esimerkki. Kiyri y2 — 2y + 2 = 0 ja y-akseli rajoittavat joukon A. Laske
sen ala.

Ratkaisu. Lasketaan ensin kayran ja y-akselin leikkauspisteet:

{x:O {sz _{x:O
9 = tal
y°—2y+x=0 y=20 y=2

Kuva:

x =2y —y? > 0 vililli [0, 2]
alue A on varjostettu

A:{(xay)|0§y§2, OS;L*SQy_yQ},
joten sen ala saadaan y:n suhteen integroimalla
2 2
1 8 4
2 d = 2 -5 3 - 4 —_ = —
/ y—y°)dy = /(y 5Y) 373
0 pu—

0

Toinen tapa: y> —2y+x =0 < y = 14 /1 —z, josta nahdéin, ettd A:lla on
esitys

A={(z,y)|0<x<], 1-V1I—-2<y<1+4++V1-=zx}
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Taten A:n ala saadaan myos integroimalla x:n suhteen seuraavasti:
1

/[(1+\/1—x)—(1—\/1—x)]dxz?/Vl—a:dxz?-%/—(1—:1:)3/2:
0 0

0

1.48 Esimerkki. Laske integroimalla yksikkokiekon
A={(z,y) |2 +y* =1}

pinta-ala.

Ratkaisu.

A={(z,y)| 1<z <1, —V/1—-22<y<+1-—22}

joten sen ala on

j(m_(_M))dng/lﬂdx:

Sijoitus « = sint, jolloin ¢t = arcsinz ja dr = costdt

5 5 5
2t +1
:2/\/1—sin2tcostdt:2/cos%dtzZ/ + dt =

silld sin(2 - §) = sin(2 - 5F) = 0.

29
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Seuraus. r-sateisen kiekon:

B ={(z,y) | (x —20)* + (y —50)* <’}

ala on 772, Perusteluina voi kiiytti# (1.48):aa ja yhdenmuotoisuutta: alojen suhde
on siteiden suhteen r : 1 nelié eli r2. Myds voisi laskea suoraan integroimalla B:n
alan integraalina (perustele!)

T

2/ P = (@ = a2 da,

—-Tr

sijoituksen x = x¢ + rsint avulla samaan tapaan kuin yll&.

Olkoon f : [a,b] — R jatkuva funktio. Kun kéyrd y = f(z) pyorahtdd zyz-
avaruudessa R? z-akselin ympéri, syntyy pyorahdyskappale

(1.49) V={(z.y2)|a<z<b y*+2° < (f(2)*}

Kuva:

y = f(z)

z

1.50 Lause. Pyérahdyskappaleen V' (1.49) tilavuus on
b

v [P,

Jos f on jatkuvasti derivoituva, niin V :n vaipan ala on
b
2r [ |(@)V/T+ (7)o

Todistus. Sivuutetaan (taustatietoina tarvittaisiin tilavuuden ja pinta-alan késit-
teiden analyysid). O
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1.51 Esimerkki. Laske r-siateisen kuulan tilavuus ja pinta-ala.

Ratkaisu. Yhtenevyydestéd seuraa, etté riittda laskea origokeskisen kuulan B(r) =
{(x,y,2) | 2% +y? + 22 < r?} tilavuus ja pinta-ala:

B(r) = {(5,9,2) | —r <z <1, y? + 22 <r2 — 2%}
on r-sateisen puoliympyran
y=Vr2—z2=f(z), —r<z<r
pyorahdyskappale, joten sen tilavuus on

7r/< r2—x2)2dg;:7r/T(TQ—xQ)dac:W/(er—%B):

- —r —r

B(r):n alaa laskettaessa joudutaan oikeastaan laskemaan epéoleellinen integraali
(my6hempi asia): B(r):m ala on

2 T
277/\/ —xQ\/ \/12) dx ® 27T/T’d£L'=47T7“2
—x

- | f(@)] -r
(f (w))2

Yhtélo () saadaan suoralla sievennykselld (tee!), mutta laskussa on ongelmana
se, ettd f’(x) on jatkuva vain avoimella valilla |—r,r| (eikd sillakéddn rajoitettu).
Ongelman kasittely opitaan pian jatkossa.

1.52 Lause (kayran pituus integraalin avulla).
(a) Jos f : [a,b] — R on jatkuvasti derivoituva, niin kiyrdn y = f(z), a < x < b,
pituus on

b
/ VIt (@) de.

(b) Jos x : [a,b] — R ja y : [a,b] — R ovat jatkuvasti derivoituvia ja jos kuvaus
t— (x(t),y(t)) on (ainakin melkein) injektio, niin kiyran {(z(t),y(t)) | a <t < b}
pituus on

/ VIO + (D)t

Todistus. Sivuutetaan. Oletus "melkein injektiivisyydestd” tarvitaan sen takaa-
miseksi, ettd osaa pituudesta ei laskettaisi useampaan kertaan. Téassa ei haittaa,
vaikka jokin yksittdinen piste tulisi useammalla tavalla muodossa (z(t),y(t)). O
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Huomautus. 1) Kéyrin esitysmuotoa {(z(t),y(t)) | a <t < b} sanotaan sen pa-
rametriesitykseksi ja muuttujaa t parametriksi.

2) Kohta (a) on erikoistapaus

rT=x _
{ a<xz<b (parametrina) x

y=f(z)’

kohdasta (b), silld nyt 2’ =1, v/ = f'(z) ja \/(z/(1))2 + (v (t))2 = /1 +

1.53 Esimerkki. Koska r-sateisella ympyralla on parametriesitys

x =rcost (= 2’ = —rsint)
y=rsint ( = y' =rcost) (napakoordinaatit)
0 <t < 2n(r vakio),

sen pituudeksi saadaan

2m 2m
/ V/(=rsint)2 + (rcost)2dt = /rdt = 277
0 0
Yy
@)
/|y

(Than tarkka injektio tdmé& para-
metriesitys ei ole, silla (r,0) tulee
arvoilla t =0 ja t = 27.)

EPAOLEELLISET INTEGRAALIT

Jos f :]a,b] = R (a < b € RU{o0}, a € R) on integroituva [a, b[:n suljetuilla
osavileilld [a, c] (a < ¢ < b), méédritelldén epdoleellinen integraali

b

(1.54) /f )de = lim /f

a
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b
edellyttéen, ettd tdma raja-arvo on olemassa. Jos [ f(z)dz € R, sanotaan integraa-

a
lia (1.54) suppenevaksi. Jos raja-arvoa (1.54) ei ole olemassa tai jos se on oo tai
—00, integraalia (1.54) sanotaan hajaantuvaksi.
Vastaavasti maaritelladn epaoleelliset integraalit

(1.55) /bf(x)da::cl_igbr/bf(x)da:

tapauksessa, jossa f : ]a,b] — R (e € RU{—0o0}, b € R, a < b) on integroituva
véleilld [¢,b] (a < ¢ < D).

Huomautuksia. (i) Jatkuville funktioille f : [a,b] — R oletus integroituvuudesta
yli suljettujen vélien [a, c| (a < ¢ < b) on aina voimassa lauseen 1.35 nojalla.

(ii) Jos f : [a,b] — R on integroituva, niin

/bf( dr = lim f( )z = lim /f

joten tassa tapauksessa epéoleellinen integraali yhtyy tavalliseen integraaliin eika
uutta kasitetta tule.

1.56 Esimerkki.
1

T i oy = lim (2v1 - 2ve) =2,
T €—

e—0+

Kuvassa varjostettu (rajoittama-
ton) ala on siis 2.

1 x

Sama tulos saadaan (periaatteessa virheelliselld) ”huolettomalla” laskulla

1

J4- fo

0
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[e%¢] [e%e] oo

d d
(ii) /_x = lim /_x = lim Inz= lim (InM —Inl) = oo,
M—oco M—o0 M—oo —
1 1 1 0

[ee]
joten epaoleellinen integraali / — hajaantuu kohti aaretonta.
x
1

[ dz _ [da : 1 , 1 1
i =g =g S = g ey =t
1 1 1

joten alla olevan kuvan varjostettu pinta-ala = 1:

Y
1.
1 p 1 p 1
(iv) /_x = lm [ 2= lim Inz = lim (In1 —1Ine) = —(—00) = o0,
x€X e—0+ x€X e—0+ e—0+

€ €

1
dx
joten epaoleellinen integraali / — hajaantuu kohti aaretonta.
x
0

Olkoon sitten f : Ja,b] = R (a € RU{—o0}, b € RU {0}, a < b) integroituva
yli vélien [c,d] C Ja,b[. Valitaan ¢ € |a, b[ ja mééritelladn

(1.57) /bf(x)da::/cf(x)dx—l—/bf(x)da:

Kaavassa (1.57) vaaditaan siis, ettd molemmat oikean puolen epdoleelliset integraa-
lit suppenevat. Tall6in nédin tapahtuu kaikilla ¢ € ]a, b] ja kaavan (1.57) oikea puoli
ei riipu ¢:n valinnasta lauseen 1.32 (e) nojalla.
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1.58 Esimerkki. i) Koska

M

/ 1 +xx2 = MhinOo TZQ = A}Enm(mtanM—mtanO) = g —0= g
0 0
0
ja samoin (parillisuus!) / dv _ _m on
: P ' 1+22 2’
—0oQ
/ dx T
= — — =1
1+22 2 2 ’
—00

ts. alla olevassa kuvassa varjostettu ala = 7:

ii) / sin x dr hajaantuu, silla lausekkeella

M

M
IMz/sinxdxz/ —cosxr=1—cosM
0 0

ei ole raja-arvoa, kun M — oo (se saa arvoilla M > a kaikki O:n ja 2:n véliset
M pariton
arvot riippumatta luvun a > 0 valinnasta). [Silti / sinx dr = 0 — 0, kun
-M
M — oo. Syy: ala- ja ylaraja riippuvat tassé toisistaan, minka maaritelma 1.57
(implisiittisesti) torjuu.]
1

rd rd d
iii) / x_f hajaantuu, silla vaikka / x_f suppeni kohti lukua 1 (1.56 iii), niin / —;E
0 1

hajaantuu kohti daretonta:
1

1
d 1 1
_f:_/_:_—l—m)o, kun € — 0+ .
x x €

Joskus suppenemisen tai hajaantumisen selvittdmiseksi joudutaan turvautumaan
arvioihin:
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1.59 Lause. Olkoot a < b < oo, f : [a,b] — R ja g : [a,b] — R jatkuvia ja
0< f(z) < g(x).

b b
i) (Majoranttiperiaate) Jos fg(x)dx suppenee, suppenee myos ff(x)dx.

a

b b
ii) (Minoranttiperiaate) Jos [ f(x)dx hajaantuu, hajaantuu myés [ g(x)dx.
a a

M M
Todistus. 1) Koska [ f(z)dz ja [ g(z)dx ovat f:n ja g positiivisuuden nojalla
kasvavia M:n funktioita [a, b[ — R ja koska

M M b M
oletus
/f(ac)dxg /g(m)dx < /g(m)dac: sup /g(m)daﬁeR,
a<M<b

M
on [ f(xz)dx myés ylhdalta rajoitettu ja siten on olemassa

M M
lim /f(a:)dx: sup /f(m)dxeR.

M—b— a<M<b

ii) Seuraa heti i):std. O

Huomautus. Vastaavaa pétee tietysti tapauksissa f : |a,b] — R ja f : ]a, b — R.

oo

d
1.60 Esimerkki. i) Suppeneeko / ﬁ?
1
Ratkaisu.
0< f(a) = e < < ()
r)=———< —< — =gz
- 14+2z+26 = 26 = 22 I\

kun z > 1. Téssd | g(x)dx suppenee kohti lukua 1 (1.56 iii), joten majoranttiperi-
1

aatteen nojalla
oo

su enee a on .
1404 o0 S2REEEU =
1

dx

€xr —

?

B

[ee]
ii) Suppeneeko /
2
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1 1
> — kaikill € |2, illa z > > — > 0 kaikill
x_ﬁ_xallax [2,00[ (silla x > z — & aikilla

oo

Ratkaisu. Koska

1
x > 2) ja koska / — hajaantuu kohti co (1.56 ii), minoranttiperiaate nayttaa, etta
x
2

/a: dgi/, hajaantuu (kohti o).
2

oo

d
iii) Milla s:n arvoilla / & o?
:BS
1

Ratkaisu. Jos s # 1, on

Md M M
1 1
/_x — /{L‘_Sd;p e .’13_5+1 = (Ml_s — ].)
s —s+1 1—s
1 1 1

1
Ms—1

Jos tissd s > 1, on M17% = — 0, kun M — oo ja siten

Md 1 1
_:L': (]\41—5;_1)_>

xs 1—s S —

, kun M — oo,

1

1
| (vrt. (1.56 iii), jossa oli

d
joten arvoilla s > 1 / o suppenee kohti lukua
s S —

s = 2).

d
Jos s <1, M=% — oo, kun M — oo, ja tilloin / o hajaantuu kohti oo.
xS

1

Jos s =1, /d_x hajaantuu kohti co (1.56 ii).
x

o
dx
Yhteenveto : — suppenee < s> L.
x
1
1
. dx
iv) — suppenee & s <1
x
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1
Laskut jatetdan lukijalle. Eras tapa: sijoituksella x = — tdmén voi palauttaa

kohtaan (iii). Myo6s suora lasku on melko helppo kuten kohdassa (iii).
1/2

v) Suppeneeko /
0

dx
T —\/x

Ratkaisu. [Idea: 0:n ldhelld y/z on ”paljon suurempi kuin” z, joten integraali on
1/2

?

d
7laatua” / \/—Ji ja tdmén tieddmme edeltd (1.56 i) suppenevaksi.]
x
0

Haetaan :lle ylaraja —. Arvaus: a = 2 toimii. Lasku vahvistaa asian

1
Ve —x Vi
(lahelld 0:aa):

1 2
<— & 0<zr<ljavr<2yo—z &

Vi—x o

1 1
S 0<z<ljavr>2r & 0<z<l1ja r<g ® O<x<1.

0<

Siten vélillé |0, [ on

L 2
Vi—z vz !

1/4 1/4
ja koska [ g(x)dx suppenee (1.56 i), niin majoranttiperiaatteen nojalla [ f(z)dz
0 0

0< f(z) =

1/2 1/4 1/2
suppenee. Siis [ f(x)dx = [ f(z)dz+ [ f(x)dx suppenee ja lopuksi
0 0 1/4

1/2 ;
(—f(z))dr = x suppenee.
[icsionse [ 9 e

1.61 Esimerkki. (Eulerin gammafunktio, betafunktio)
1

Ylla kasiteltyjen suppenevien integraalien / — (0 < s < 1) ja majoranttiperiaat-
x

0
teen avulla on melko helppo nayttaa, etta kaikilla o > 0 on olemassa luku

INa) = /xo‘_le_xdx e R.
0
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Nain saadulla Fulerin gammafunktiolla on mielenkiintoisia ominaisuuksia. Se esi-
merkiksi yleistdd kertoman (todistus induktiolla):

F'n)=(n-1)! VYnelN.
Todennéakoisyyslaskennassa esiintyy myos ns. betafunktio

1
B(a,ﬁ):/o 11 —2)ldz e R (a>0,6>0)

ja sille voi todistaa kaavan

Bla, ) = % Va, 3 > 0.
TIHEYSFUNKTIOT

1.62 Maaritelma. Funktio f : R — R on tiheysfunktio, jos epaoleellinen integraali

[ f(x)dx suppenee kohti lukua 1 ja f(z) > 0 kaikilla 2 € R.

Todennékoisyyslaskennassa tiheysfunktioilla on tarkea rooli: Jos X on satun-
naismuuttuja, jolla on tiheysfunktio f : R — R, niin kaavat

P(X <a) = / f@)dz (a€R)

b
P(angb):/f(x)dx (a,b e R, a <b)

antavat ne todennékdisyydet, ettd X:n arvo osuu vileille |—o0, a] tai [a, b].
X:n odotusarvo on talloin

EX = 7xf($)dx,

edellyttaen, etta tama integraali suppenee.

[ d
1.63 Esimerkki. i) Esimerkin 1.58(i) mukaan / 1+x 5 = m, joten f(x) =
x
1 1 . . )
— on tiheysfunktio.
w14 a2
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Jos satunnaismuuttujalla X on tiheysfunktiona tama f, niin

PO<X<1)=

1—|—x2

>]|'—‘

1
d

/ v (arctan1 — arctan0) =

0

7 =

P(X €10,1]) = i (varjostettu ala)

1 T
Talla satunnaismuuttujalla ei ole odotusarvoa, silla

1 o
— / Y i hajaantuu, koska
s 1+ a2
M
1 1 1
;/ﬁd =5 ln(1+x2):%ln(1—|—M2)—>oo, kun M — oo.
0
e x>0,
. — A
i) =402 (> 0)

Té&lloin f on (ns. eksponenttijakauman Exp())) tiheysfunktio, silla f(x) > 0 kaikilla
zeRja [ f(x)dx suppenee kohti lukua 1, sillé

0 M
/ f(z)dz =0 ja /M e Mdx = / —e M= 11 51, kun M — oo,
’ 0
silla A > 0.
i) f(x) = ﬁe_% * on (normeeratun normaalijakauman N (0,1)) tiheysfunktio.

Perustelu: f

/\

x) > 0 kaikilla z € R ja laskemme my6hemmin integraalin

/ e dg = Nz

napakoordinaattimuunnoksen ja tasointegraalin avulla. Sijoittamalla z = %t saa-

daan
(/)

/ =3t gt = 2.

— 00
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