Matematitkan ja tilastotieteen laitos
Funktionaalianalyysin peruskurssi
Erilliskoe 17.12. 2008

Tee viisi {5) seuraavista tehtduvistd

1. Olkoon ¢y reaalijonojen x = (x,), joille lim, ..z, = 0, muodostama
Banachin avaruus varustettuna sup-normilla || - ||... Onko joukko

A= {x=(x,) € co:xy, >0 kaikilla n € N}

avoin avaruudessa (cg, || - ||x)? Perustele!

2. (i) Madrittele mitd tarkoitetaan vektoriarvoisen sarjan » .~ | &, suppene-
misella Banachin avaruudessa E, kun (z,) C E on annettu jono. (ii) Tutki,
suppeneeko sarja y % jatkuvien funktioiden avaruudessa (C(0,1), || {ls)?
[Kurssin Analyysi II tietoja saa tissd pitédd tunnettuina.]

3. (teoria) Todista Besselin epayhtéld

o0

Yol < el ze B,

ne=1
missid E on Hilbertin avaruus ja (z,) C £ on ortonormaali jono.

4. Olkoon
Vi@ = [ Srsds, w01 feco.
0
(i) Niiytd, ettd V : C(0.1) — C(0,1) on jatkuva lineaarikuvaus ja [V} < 1.
(

ii) Onko V surjektio C'(0.1) — C(0,1)7 Perustele!

5. (teoria) Muotoile ja todista Banach-Steinhausin lause, eli tasaisen rajoi-
tuksen periaate, operaattoriperheelle {T,, : « € J} C L(E.F). [Muistutus:
Bairen lause ja apujoukot F(n,a) = {x € E: ||[Tyall <n}, ne Nwe J]

6. Niyti sopivan Hahn-Banachin lauseen avulla ettd on olemassa sellainen

jatkuva lineaarinen funktionaali z*: ¢* — R, ettd ||z*|| =1 ja

* 7 :
M) = lim 2,
) I

kaikilla suppenevilla reaalijonoilla z = (x,). Avaruus £ on varustettu sup-
normilla,
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Tee vitsi (5) seuraavista tehtivisti

1. Olkoon C'(0.1) jatkuvien funktioiden f : [0, 1] — R muodostama Banachin
avaruus varustettuna sup-normilla [|fllc = supep, [f(¢)]. Etsi rajoitettu
jono (f,) € C(0.1) jolla ei ole suppenevia osajonoja. Perustele!
2. (i) Maarittele rajoitettujen lineaaristen operaattoreiden muodostama ava-
ruus (L(£),]]-]]). missé || - || on operaattorinormi ja E on Banachin avaruus.
(i1) Onko joukko

{l/‘r = £(€1) . ”(]61 - 61”1 < 1}
avoin joukko avaruudessa (L(£'), ] ]| ), kun ¢; = (1,0,0,...) € ¢'7

3. Esita miten voidaan laskea

1
min / |t? — a — bt|*dt

abeR | 4

tulkitsemalla tehtdvad sopivan Hilbertin avaruuden minimointiongelmaksi.
Perustele miksi kyseinen minimi on olemassa.
4. (teoria) Olkoon E Banachin avaruus ja T' € L(£) sellainen jatkuva lincaa-
rinen operaattori ettd ||T|| < 1. Osoita, ettd / — 71" on kdéntyvd operaattori

x

([=T)"'=>T'=T+T+T"+.. ..

k=0
Téssd I on identtinen kuvaus £ — E.
5. (teoria) Muotoile avoimen kuvauksen ja suljetun kuvaajan lauseet. Todista
suljetun kuvaajan lause ldhtien avoimen kuvauksen lauseesta.
6. (teoria) Olkoon £ Hilbertin avaruus, ja f,(z) = (z|z) kun 2,z € E. To-
dista Fréchet-Rieszin lause: kuvaus x +— f, on litttolineaarinen bijektitvinen
isometria £ — E*, missd E* on avarvuden E duaali.
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Tee viisi (5) seuraavista tehtdvistd

1. Madrittele jonoavaruudet (€7, -|| ;) kun 1 < p < co. Etsi rajoitettu jono
(Tp)nen C €7, jolla el ole normissa || -|| , suppenevia osajonoja.

2. (teoria) Olkoon H Hilbertin avaruus ja F' C H suljettu konveksi joukko.
Osoita, ettd on olemassa sellainen yksikésitteinen zg € I, etté

llzol| = inf{||z| : z € F}.

3. Asetetaan (U f)(t) = f(f sf(s)ds kun t € [0,1] ja f : [0,1] — R on jatkuva
kuvaus. Nayté, ettd U on jatkuva lineaarinen kuvaus C(0,1) — C(0,1), ja
sen operattorinormi ||U]| < % Perustele lyhyesti miksi operattorilla I —U on
jatkuva kddnteisoperaattori (I — U)™': C(0,1) — C(0,1). Edelld C(0,1) on
jatkuvien kuvausten [0, 1] — R muodostama Banachin avaruus varustettuna
sup-normilla, ja I on avaruuden identtinen kuvaus.

4. Olkoot A ja B lineaarikuvauksia ¢ — £2, joille AB — BA = [ (missi I on
avaruuden ¢ identtinen kuvaus). Todista, ettd silloin A ja B eiviit molemmat
voi olla rajoitettuja operaattoreita. [[dea. Verifioi ensin induktiolla, etta

AB" ~B"A=nB""', n=12 ...

Etsi tdmén avulla ristiriita suurilla n jos A ja B olisivat rajoitettuja.]

5. (teoria) Muotoile ja todista Banach-Steinhausin lause (eli tasaisen rajoi-
tuksen periaate) operaattoriperheelle {T, : a € J} C L(E, F). [Muistutus:
joukot

Fln,a)={xe E: ||Taz|l <n}, neNac/
ja Bairen lause (jonka sopivan version saa pitdd tunnettuna).]

6. Olkoon n € N kiinted, ja
P, = {p : p reaalikertoiminen polynomi, aste deg(p) < n}.

Perustele sopivan Hahn-Banachin lauseen avulla, miksi on olemassa sellainen
sup-normissa jatkuva lineaarinen funktionaali ¢ : C(0,1) — R, ettd ¢(p) =
7 {0) kaikilla p € P,. (Téssa p'(0) on derivaatta origossa.)

L i < % tel j
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1. Madrittele jonoavaruudet (€7, | -] ;) kun 1 < p < oo. Tutki, onko joukko
A={z=(r3) € 7 || <k 7P kaikilla k = 1,2,.. .}

avoin avaruudessa (€7, ] -] ,).

2. Olkoon L*(—1,1) reaalinen Hilbertin avaruus varustettuna sisiatulolla

W =3 [ S, fge e,

Olkoot fi(s) = 1, fa(s) = s kun s € [~1,1]. Selitd miten voidaan laskea
funktion g(s) = s, s € [~1, 1], ortoprojektio Pyg (suljetulle) aliavaruudelle

M ={afy +bfy:a.be R},

seka maarad Iy g.

3. Olkoon FE Banachin avaruus sekd K C [J suljettu, rajoitettu ja konveksi
osajoukko. Olkoon f: K — K sellainen kuvaus, ettd

@) = fwll < llz—wll. zye K
Osoita, ettda inf{|le — f(x)|| : © € K} = 0. [[dea. Kiinnitd z € K ja tutki
apukuvauksia f,, missid

1

n

fulz) = (1 - %)f(:z:) +—-z, ze€ K. ncN.

Tarkista. cttd Banachin kiintopistelauseen nojalla on olemassa x, € /{ jolle
folx,) = 1, kun n € N. Tutki erotusta =, — f(z,) kun n — oc.|

4. (teoria) Muotoile avoimen kuvauksen ja suljetun kuvaajan lauscet. Johda
suljetun kuvaajan lause avoimen kuvauksen lauscesta.

Olkoon £ Hilbertin avaruus, ja [,

1

kuvaus & — [, on littolineaarinen bi

2

H
i
&

> on avaruuden E duaals.
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1. Midrittele Banachin avaruus L'(0, 1). Etsi sellainen rajoitettu jono (f,,) C
L'(0.1). ettd jonolla (f,) ei ole suppenevia osajonoja avaruudessa L'(0.1).
2. Olkoon L*(0,27) reaalinen Hilbertin avaruus, missi sisdtulo on

27

— | fe)glsids. fg€ L2(0.2m).
T Jo

(flg) =

Olkoot h; ja hy funktiot hy(t) = 1,hy(t) = cos(t), missi t € [0,27]. Esitd
jokin keino milld voidaan médrita funktion g, missa g(t) = sin(t), ¢t € [0, 27},
lahin piste (suljetusta) vektorialiavaruudesta

M = {ahy + bhy :a,b e R}.

Laske etaisyys dist(g, M).

3. Olkoon ¢(t) = 2t kun 0 < t < % jaot) =22 kan § <t < 1.
Madritellaan

(Tf)) = flo(t), feC(0.1), telo.1]

Naytéd ettd T on jatkuva lincaarinen kuvaus C'(0, 1) — C(0. 1), jolle [| T f ||« =
/1l kaikilla f € C'(0.1). Onko T injcktio tai surjektio?

4. Esitd Banach-Steinhausin lause. ja todista sen avulla scuraava tulos: jos
(ar) C R on sellainen jono, ettd sarja
o8
E apxy  suppenee kaikilla (xp) € cq,
=1
miim [ 2
nun lag) € 4.

5. u‘f oria) Lnnd Haﬁun Banachin i(m\f‘(n perusmuoto tapatiksessa, missé sk
; tAstd ?;Ms,aian&@eﬂd Olkoon
Ef — K je

va lineaa;

thuva Dimeaarn

f; — K ettd {x.u*y = (x.r")
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1. Olkoon E Hilbert avaruus, (z,) C E jono ja z € E. Oletamme, ettd (z,]y) — (z|y)
kun n — oo kaikilla y € F, ja limp_—.o ||lz. || = ||z||. Néytd, ettd lim, .o ||z — z5|| = 0.

2. Médrittele jonoavaruudet co ja £°°. Nayta:

(i) ¢o on separoituva avaruus.
(i) £*° ei ole separoituva avaruus.

3. Olkoon E Banach avaruus, sekd A ja B lineaarikuvauksia £ — E| joille patee
AB - BA =1,

missi I : E — E on identtinen kuvaus. Todista, ettd talloin A ja B eivit molemmat voi
olla rajoitettuja operaattoreita.

[Vihje. Verifioi ensin induktiolla, ettd
AB™ —B"A=nB""!, neN.

Jos A ja B olisivat rajoitettuja operaattoreita, johda téstd ristiriita arvioimalla sopivasti
operaattorinormeja ylospéin suurilla n.]

4. (Teoria) Esitd ja todista Frechet-Rieszin esityslause duaaliavaruudelle E*, kun E on
Hilbert avaruus.

5. (Teoria) Esité ja todista Banach-Steinhausin lause (eli tasaisen rajoituksen periaate)
kun {T, : o € J} C L(E, F) on kokoelma jatkuvia operaattoreita. [Bairen lauseen sopiva
versio oletetaan tunnetuksi. Joukoista

F(n,a)={z € E:||Taz||<n}, neN, a€J,

on apua todistuksessa.]
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1. Olkoot A = {(zx) € co: |zx] < £, k€ N}jaB={(zx) €Eco: || < 3, ke N}
Onko A avoin joukko avaruudessa ¢y ? Entd onko B suljettu joukko ?

2. (teoria) Olkoon E Hilbert avaruus ja K C E suljettu konveksi joukko. Osoita, ettd on
olemassa sellainen yksikésitteinen vektori z¢ € K, etta

llzo]l = inf{||z|| : z € K}.

3. Olkoon C(0, 1) jatkuvien funktioiden f : [0, 1] — R muodostama Banach avaruus varus-
tettuna sup-normilla || f||cc = supepo,1) [f(t)]. Asetetaan

(VH) = t/o f(s)ds, kunte0,1], feC(0,1).

Naytéd, ettd V on jatkuva lineaarinen kuvaus C(0,1) — C(0,1). Onko olemassa sellainen
vakio ¢ > 0, ettd ||V flloo = ¢||flloo kaikilla f € C(0,1) ?

4. Niytd sopivan Hahn-Banachin lauseen avulla ettd on olemassa sellainen jatkuva lineaari-
nen funktionaali f € (£2°)*, ettd f(1,1,...) =1 ja f(xx) = 0 kaikilla jonoilla (zx) € £2.

5. (teoria) Olkoon E ja F Banach avaruuksia, sekd T € L(FE,F) jatkuva lineaarinen
operaattori. Méirittele kompakti operaattori, sekéd lineaarisen operaattorin adjungaatti.
Todista Schauderin lause: jos T : E — F on kompakti operaattori, niin sen adjungaatti
T* : F* — E* on my&s kompakti. [Ascoli-Arzelan lause oletetaan tunnetuksi.]
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1. (teoria) Olkoon E normiavaruus ja z, € E kaikilla n. Méérittele mita tarkoitetaan
sarjan y_, @ suppenemisella seké normisuppenemisella avaruudessa E. Osoita: normi-
avaruus F on tiydellinen (eli Banach avaruus) jos ja vain jos sen jokainen normisuppeneva
sarja Y, @, suppenee avarudessa E.

2. Etsi Hilbert avaruuden L2(0, 1) rajoitettu jono (fn), jolla ei ole suppenevia osajonoja.

3. (teoria) Olkoon E Banach avaruus ja T' € L(E) sellainen jatkuva lineaarikuvaus, etti
|T|| < 1. Osoita, etti operaattori I — T on kédntyvé ja etsi lauseke kaanteiskuvaukselle
(I —T)~'. Edelld I on identtinen kuvaus £ — E.

4. Olkoon E Banach avaruus, M C E suljettu aliavaruus ja S : M — £°° jatkuva lineaariku-
vaus. Osoita, ettd on olemassa sellainen jatkuva lineaarikuvaus 7' : E — (7, ettd Tzr =Sz
kaikilla z € M ja ||T|| = ||S|. [Pieni apu. Asetetaan ¢i(z) = z kun z = (zr) € £*° on
rajoitettu jono ja k € N. Sovella sopiva Hahn-Banachin lause lineaarisiin funktionaaleihin
z — ¢p(Sz), M — K, kun k € N

5. Esiti Ascoli-Arzelan lauseessa olevat ehdot osajoukon H C C(0,1) relatiiviselle kom-
paktisuudelle. Olkoon g € C(0, 1) kiinted jatkuva funktio [0,1] — R. Tutki Ascoli-Arzelan
avulla, onko joukko H = {gs: 0 < s < 1} C C(0,1) relatiivisesti kompakti, kun

gs(t) = g(st), t€][0,1] jase[0,1].

[Vihje. Funktion g tasainen jatkuvuus auttaa.]
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1. (teoria) Olkoon E normiavaruus ja z, € E kaikilla n. Méiarittele mita tarkoitetaan
sarjan y .z, suppenemisella sekd normisuppenemisella avaruudessa F. Osoita: normi-
avaruus F on tdydellinen (eli Banach avaruus) jos ja vain jos sen jokainen normisuppeneva
sarja » I, suppenee avarudessa E.

2. Etsi Hilbert avaruuden L?(0,1) rajoitettu jono (f,), jolla ei ole suppenevia osajonoja.

3. (teoria) Olkoon E Banach avaruus ja T € L(E) sellainen jatkuva lineaarikuvaus, ettd
IT]| < 1. Osoita, ettd operaattori I — T on kidntyva ja etsi lauseke kidnteiskuvaukselle
(I —T)~'. Edelld I on identtinen kuvaus E — E.

4. Olkoon E Banach avaruus, M C E suljettu aliavaruus ja S : M — ¢°° jatkuva lineaariku-
vaus. Osoita, ettd on olemassa sellainen jatkuva lineaarikuvaus T : E — >, ettd Te = Sx
kaikilla © € M ja |[|T]] = ||S||. [Pieni apu. Asetetaan ¢r(z) = 2z kun z = (zx) € £ on
rajoitettu jono ja k € N. Sovella sopiva Hahn-Banachin lause lineaarisiin funktionaaleihin
z — or(Sz), M — K kaikilla k € N |

5. Esitd Ascoli-Arzelan lauseessa olevat ehdot osajoukon H C C(0,1) relatiiviselle kom-
paktisuudelle. Olkoon g € C(0,1) kiinted jatkuva funktio [0, 1] — R. Tutki, onko joukko
H ={g,:0<s<1} CC(0,1) relatiivisesti kompakti, kun

gs(t) = g(st), te[0,1]jasel0,1]

[Vihje. Funktio g on tasaisesti jatkuva vililld [0, 1].]
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1. Etsi Hilbert avaruudesta L%(0,1) sellainen rajoitettu jono (f,), jolla ei ole suppenevia
osajonoja.

2. (i) Tarkista, ettd Hilbert avaruudessa H patee
lz + yl* + llo = yll* = 2ll=]* + 2/ly]”

kaikilla 2,y € H.
(ii) Nayt# (i)-kohdan avulla, ettd integroituvien funktioiden avaruus L'(0,1) ei ole

Hilbert avaruus (siis ettd sen normi || f|; = fol |f(£)|dt el voi olla perdisin sisatulosta).

3. Olkoon C(0, 1) jatkuvien funktioiden f : [0,1] — R muodostama Banach avaruus varus-
tettuna sup-normilla || f oo = sup,epo,1) [f(t)]- Asetetaan

(VF)(x) = / F(tydt,

kun z € [0,1] ja f € C(0,1). Niyta, ettd V on jatkuva lineaarinen kuvaus C(0,1) —
C(0,1). Anna jokin ylaraja operaattorinormille ||V].

4. (teoria) Muotoile ja todista Banach-Steinhausin lause (eli tasaisen rajoituksen periaate)
operaattoriperheelle {T; : ¢ € I} C L(E,F). [sopiva versio Bairen lauseesta saa pitaa
tunnettuna.]

5. Esitd Hahn-Banachin lause reaalisen normiavaruuden tapauksessa (lausetta ei tarvitse
todistaa). Nayta taman tiedon avulla, etté on olemassa sellainen jatkuva lineaarinen funk-
tionaali f : £ — R, etta f(z) = 0 kaikilla jonoilla = (2}) € ¢o, mutta f(1) = 1 kun
1=(1,1,1,...). Edelld ¢y on nollaan suppenevien jonojen muodostama vektoriavaruus.
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1. (teoria) Johda avaruuden €P kolmioepayhtalé Holderin epayhtalosta kun 1 < p < oc.

2. Madrittele sarjan Yz, suppeneminen Banach avaruudessa E. Suppeneeko sarja
pI- % avaruudessa C(0,1) ? Avaruudessa C(0, 1) on sup-normi.

3. Olkoon (flg) = fgl f(t)g(t)dt reaalisen Hilbert avaruuden L?(0,1) sisidtulo. Asetetaan

vh = [ Cif e,

0

kun z € [0,1] ja f € L*(0,1). Naytd, ettd V on jatkuva lineaarinen kuvaus L*(0,1) -
12(0,1).

4. Nayta Hahn-Banachin lauseen avulla, ettd on olemassa jatkuva lineaarinen funktionaali

¢ : L°°(0,1) — R siten, ettd ¢(f) = f(0) kaikilla jatkuvilla funktioilla f : [0,1] — R.

5. (teoria) Olkoon E ja F Banach avaruuksia, seka T € L(FE,F) jatkuva lineaarinen
operaattori. Maarittele kompakti operaattori, seka lineaarisen operaattorin adjungaatti.
Todista Schauderin lause: jos T on kompakti operaattori, niin sen adjungaatti 7% : F™* —
E* on my6s kompakti.

[Vihjeet. Olkoon K = TBp C F. Tulkitse H = Bp+ avaruuden C(K) osajoukoksi sup-
normissa ja sovella sithen Ascoli-Arzelan lausetta. Edellda By = {z € E : ||z < 1} ja
Bpe ={y* € F*: [ly*[| < 1}]
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1. Nayta, ettda co on separoituva avaruus, mutta £°° ei ole separoituva.
2. Olkoon L%(0,27) reaalinen Hilbert avaruus varustettuna sisatulolla

(flg) = %ﬁ " f(s)g(s)ds.

0

Annetaan funktio h(s) = 1, s € [0,2x]. Etsi h:lle L?-mielessa lahin funktio, joka on muotoa
asin(s) + bcos(s) (missi a,b € R).

3. Nayta Holderin epayhtilon avulla, etta ehto (2, )nen — (%$n+1)n€N maarittelee jatku-
van lineaarikuvauksen S : €2 — (1 ja S : ¢y — (2.

4. (teoria) Olkoon E Banach avaruus, sekd T € L(E) jatkuva lineaarikuvaus, jolle |T|| < 1.
Osoita, etta lineaarinen operaattori I — T on kddntyvé ja etsi lauseke kaanteiskuvaukselle -
(I —T)~!. Tassd I on identtinen kuvaus E — E.

5. Esita Hahn-Banachin lause reaalisen vektoriavaruuden tapauksessa (iausetta el tarvitse
todistaa). Néayta sen avulla, ettd on olemassa rajoitettu lineaarinen funktionaali f € (£°°)*
siten, ettd f(1,1,1,...) = 1 ja f((2n)) = O kaikilla jonoilla z = (z,) € £ (eli 3, |za| <



