Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Funktionaalianalyysin peruskurssi
2. kurssikoe 6.5. 2008

Tee nelji (4) seuraavista tehtdivistd.

1. (teoria) Olkoon E separoituva Hilbertin avaruus. Méiarittele avaruuden
E Hilbertin kanta (e,). Esitd kolme yhtédpitdvad ehtoa, joiden avulla voi-
daan tarkistaa onko annettu jono (e,)neny C E avaruuden Hilbertin kanta.
[Muotoilu riittd4, ehtoja ei tarvitse todistaa yhtdpitdviksi !]

2. Olkoon g : [0,1] — R kiinted jatkuva kuvaus jolle

9l = tz}g] lg(t)] < 1.

Nédytd Neumannin sarjan avulla, ettd ehto U(f) = f — g - f, missd f €
C(0,1), méadrittelee kddntyvin operaattorin U : C(0,1) — C(0, 1), ja madrds
kidnteisoperaattori U~ Tassd (g- f)(z) = g(z)f(z) kun z € [0, 1].

3. (i) Esitd suljetun kuvaajan lauseen sisiltd. (ii) Olkoon E Banachin avaruus
ja (Zn)nen C E sellainen jono, ettd >~ [(z,, z*)| < oo kaikilla jatkuvilla li-
neaarisilla funktionaaleilla z* € E*. Osoita, etté talloin on olemassa sellainen
vakio C < oo, etté

i {zn, 2% < Cllz*|| kaikilla z* € E*.

n==1

[[dea. Sovella suljetun kuvaajan lause lineaariseen kuvaukseen U : E* — 1
missd U(z*) = ((zp, %) )nen kun z* € E*]

4. (teoria) Olkoon E Hilbertin avaruus, ja f.(z) = (z]|z) kun z,z € E. To-
dista Fréchet-Rieszin lause: kuvaus z — f, on liittolineaarinen bijektiivinen
isometria B — E*.

5. Perustele miksi on olemassa sellainen jatkuva lineaarinen funktionaali ¢ :
L>(0,1) — R, ettd [|¢]| = 1 ja o(f) = f(3) kaikilla jatkuvilla funktiolla
fe 1)
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1. Olkoon y
(T f)(t) :/ s2f(s)ds, t€[0,1], fe€C0,1).
0

Niayta, ettd T on rajoitettu lineaarikuvaus C'(0,1) — C(0,1) ja laske operaattorinormi
s ighaests |IT)). Perustele miksi I — T on bijektio ja kddnteiskuvaus (I —7)~! on rajoitettu C'(0,1) —

C(0,1). Edella [ on identtinen kuvaus.

2. Esitd Ascoli-Arzelan lauseessa olevat kriteerit osajoukon H C C(0, 1) relatiiviselle komni-

paktisuudelle. Tutki, onko joukko H = {f, : « > 0} C C(0,1) relatiivisesti kompakti,

kun
falt) = ——=, te][0,1].
& 3. Olkoot FE ja F Banach avaruuksia sekid T : I/ — F' jatkuva lineaarikuvaus. Madrittele
et adjungaattikuvaus 7. Niyta: sulkeuma T'E ¢ F aidosti jos ja vain jos on olemassa

sellainen jatkuva lineaarinen funktionaali y* € F* ettd y* # 0 ja T*y* = 0. [Vihje. Sopiva
Hahn-Banachin lauseen versio auttaa.]

4. (Teoria) Esitd ja todista Banach-Steinhausin lause (eli tasaisen rajoituksen periaate)
kun {7}, : a« € J} C L(E, F) on kokoelma jatkuvia operaattoreita. [Bairen lauseen sopiva
versio oletetaan tunnetuksi. Joukoista

Fn,a)={z e E:||T,z]|<n}, neNaelJ

on apua todistuksessa.]
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1. Olkoon 1 < p < oo sekd f € L*°(0,1) kiintea oleellisesti rajoitettu funktio. Asetetaan

(Ms(9))(t) = f(t)g(t)

kun ¢t € [0,1] ja g € LP(0,1). Niyta, ettd My on rajoitettu lineaarikuvaus LP(0,1) —
L?(0,1), eli My € L(LP(0,1)). Yritd laskea operaattorinormi || M|

2. Olkoot ex = (0,...,0,1,0,...) kun k¥ € N (1 kmnnelld paikalla) seks 1 = (1,1,...).
Onko olemassa sellainen jatkuva lineaarinen funktionaali z* € (£%°)*, ettd z*(1) = 1 ja

z*(ex) = 0 kaikilla k € N ?

3. (Teoria) Olkoon H Hilbert avaruus. Muotoile ja todista Frechet-Rieszin esityslause
duaaliavaruudelle H*.

4. Esitd Ascoli-Arzelan lauseen ehdot joukon H C C(0,1) relatiiviselle kompaktisu-
udelle. Osoita sen avulla, etta joukko

H={fy:a>0}

on relatiivisesti kompakti avaruudessa C(0,1), kun f,(t) = Lsin(at), t € [0,1].



