Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Funktionaalianalyysin peruskurssi
1. kurssikoe 29.2. 2008
Tee nelja (4) seuraavista tehtivistd
1. Olkoon E reaalikertoiminen Hilbertin avaruus. Nayti, ettéd
lz+yll? =z —yl* = 4(zly), =z.yeE. (1)
Néytd kaavan (1) avulla: jos T': E — E on lineaarikuvaus, jolle ||Tu|| = ||ul|
kaikilla v € E, niin (Tz|Ty) = (z|y) kaikilla z,y € E.

2. Olkoon E Banachin avaruus ja (z,) C F jono. Miérittele vektoriarvoisen
sarjan y . T, suppeneminen avaruudessa E. Tutki jos sarja

> 1
Z(*l)n-%l_en
na=l n

suppenee avaruudessa ¢!, missi e, = (0,...,0,1,0,.. .) (ykkénen n:nnelld
paikalla) kun n € N.

3. Olkoon C(0,1) = {f : [0,1] — R] f jatkuva} varustettuna sup-normilla
1 fllse = supyepo g [f(8)]. Olkoon g € C(0, 1) kiinted funktio, ja

) = gB)f(2) + / f(s)ds, te0,1],feC(1)

Néyté, ettd U on jatkuva lineaarikuvaus C'(0,1) — C'(0, 1). Mairds operaat-
torinormi [|U]] jos oletetaan ettd g(¢) > 0 kaikilla ¢ € [0, 1].

4. (teoria) Madrittele jonoavaruus (€7, |- |l,) kun 1 < p < co. Todista kolmio-
epdyhtdlo normille || - ||, Holderin epdyhtélon avulla tapauksessa 1 < p < oc.
(Holderin epayhtélon saa olettaa tunnetuksi.)

5. (teoria) Olkoon H Hilbertin avaruus ja F' C H suljettu konveksi joukko.
Osoita, ettd on olemassa sellainen vksikiisitteinen xq € F, ettd

Izoll = inf{||z|| : z € F}.
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L. Etsi avaruudesta (C(0,1), || - ls) rajoitettu funktiojono (f,), jolla ei ole suppenevia
osajonoja.

- Avaruus L*(0,27) = {f : [0.2x] — R| f on 2-integroituva} on Hilbert avaruus varustet-
tuna sisatulolla

e
P

(l9)= 5= [ Fals)ds, S < £2(0.27).

T Jo
0,2 } Esitd jokin keino 16ytdd funktiolle A lahin funktio ¢ joka on

Olkoon h{s) = s, s € [0,
os(s) + bsin(s), s € [0, 27], missi a,b € R. Mairiti kyseinen g.

muotoa g(s) = ac

3. (Teoria) Olkoon FE separoituva Hilbert avaruus.

(1) Esitd kaksi eri ehtoa, joiden avulla voidaan tarkistaa onko annettu ortonormaali jono
(én) avaruuden E ortonormaali kanta (eli Hilbertin kanta).

(ii) Todista Besselin epdyhtilo:

i (zlen)]? <llzl]* kaikilla z € E,

n=1
kun (e,) on avaruuden E ortonormaali jono.

4. Olkoon E = {(z) : (r%) on reaalijono, sarja 3 ro, 71 suppenee}, seki
1zl -—sup Zazk = (zg) € E.

(i) Nayté, ettd ||-|| on normi vektoriavaruudessa E (missi summa ja skalaarilla kertominen
on maédritelty koordinaateittain).

(ii) Osoita, ettd (E, || - ||) on Banach avaruus.

[ Vihje. Epayhtélon |zx] < | Z;‘:z z;]+] Zf;l ;| tapaiset arviot auttavat kun k = 2,3,.. .
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1. Asetetaan .
@h0) = 1) - [ f(s)ds

kun ¢ € [0,1] ja f € C(0,1). Nayta, etta T on jatkuva lineaarikuvaus C(0,1) — C(0,1).

Arvioi sen operaattorinormia ||T'|| yléspéin (arvion ei tarvitse olla tarkka). Avaruudessa

C(0,1) on sup-normi.

2. Olkoon L?(—1,1) reaalinen Hilbert avaruus varustettuna sisitulolla

(flg) = %[_1 f(s)g(s)ds.

Olkoot liséksi hy ja hy funktiot hi(z) = 1,hy(z) = z kun z € [-1,1]. Esitd jokin tapa
laskea funktion g(z) = z? ortoprojektio Py(g) aliavaruudelle

M = {ah; +bhy : a,b € R},
seka maardi Pys(g).

3. (Teoriatehtdva) :Olkoon H Hilbert avaruus ja K ¢ H suljettu konveksi joukko.
Osoita, etta on olemassa vksikasitteinen zy € K siten, etts

lzoll = inf{||z] : z € K}.

4. Maarittele oleellinen sup-normi || - || vlilld [0, 1] seka mitallisten, oleellisesti rajoitet-
tujen funktioiden avaruus L*°(0,1). Osoita, ettd L°°(0,1) ei ole separoituva.

[Vihjeet: totea esimerkiksi, ettd vilien karakteristiset funktiot toteuttavat

”X[D,t] - X{O,s] ”oo >1

aina kun 0 <5 < ¢t < 1. Yritd timan jalkeen edeti kuten avaruuden £°° vastaavassa
argumentissa. |



