Funktionaalianalyysin peruskurssi
Harjoitus 7
18.3. 2010

1. Olkoon F = {f € L*(0,1) : [ fdu = 0}.

(i) Madris ortokomplementti F'+ etsimélld konkreettinen esitys f = fi + fo,
missd f; € F.

(ii) Méaarda etdisyys dist(g, F') = inf{]lg — fll2 : f € F}, missi g(t) = e' kun
t€0,1].

2. Olkoon (e;) ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa E ja ()\;) sellainen
skalaarijono, ettd sarja 2;’11 Aje; suppenee avaruudessa F. Nayté, ettd sarja
;=1 ajAje; suppenee avaruudessa £ kaikilla rajoitetuilla jonoilla (a;) € £°.
Anna esimerkki sellaisesta jonosta (), etté sarja Z;; Aje; suppenee, mutta
ei absoluuttisesti.

3. Tarkastellaan Hilbertin avaruutta L?(0, 27) varustettuna siséitulolla (f|g) =
0% f(t)g(t)dt. Laske funktion ¢(t) = ¢, ¢t € [0,2n], Fourier kertoimet orto-
normaalin jonon (\/%ei”t)nez suhteen. Laske normi ||g||2 seké integroimalla,
int)

ettd Parsevalin yhtélon avulla, kun pidetddn tunnettuna etté (\/%e nez

on Hilbertin kanta avaruudessa L?(0, 27) (tdmé seikka todistetaan luvussa 5;
o] 1 2 )

huomaa sivutuotteena kaava )~ -5 = T

4. Olkoon (h,,)$2, Haarin systeemi avaruudessa L?(0,1) (luennot, Esimerkki
4.41). Nayta, ettd (h,) on ortonormaali jono.

5. Osoita, ettd Haarin systeemi (h,(r))>>, C L?(0,1) on Hilbertin kanta
etenemdlld seuraavasti (kdyttden sopivia mittateorian tietoja): (i) Dyadisten
vilien Ay, karakteristiset funktiot xa, € span({h, : n € NU{0}}) in L?(0,1)
kaikilla k, (i) x¢ € span({h, : n € NU {0}}) kaikilla avoimilla joukoilla
G C [0,1], (iii) xa € span({h, : n € NU{0}}) kaikilla mitallisilla joukoilla
A C [0,1], (iv) mitalliset yksinkertaiset funktiot f € span({h, : n € N U

{0}}), (v) L%(0,1) = span({h, : n € NU{0}}).

Muistutus: 1. kurssikoe torstaina 18.3 klo 16.00-18.00 salissa D123.
Koealue: monisteen luvut 1-4, kohdat 4.1 - 4.40 (ml. ortonormaali kanta).
Huoneessa C326 (vuoden 2008 FApk:n kansiossa) kokoelma vanhoja koeteh-
tavid (osa myos linkitettyna kurssin kotisivulle).



