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TEKNINEN YHTEENVETO 1
Otanta-asetelmat ja estimointiasetelmat

Perusjoukko ja muuttujat

Adrellinen perusjoukko U=1{,..,k,.,N}

Tulosmuuttujan y tuntemattomat arvot Yi,...,Y,....,Yn

Apumuuttujan z tunnetut arvot Z,...,7Z,....2y

Perusjoukon parametrit

Adrellisen perusjoukon U parametrit
Kokonaismdiiird ~ T=Y),Y, =Y, +Y,+..+Yy

Keskiarvo Y =T/N

Suhteellinen osuus R=T,1T,

Otanta-asetelma ja otos
Otos s on perusjoukon U osajoukko

Perusjoukon U kaikkien mahdollisten n (n<N) kokoisten otosten
joukko S

Toteutunut otos s= {1,..., k,..,n }, missid s on yksi mahdollisista
otoksista joukossa §

Otosyksikot poimitaan soveltuvaa arpomismenettelya eli
otantamenetelmdd (SRS, SYS, PPS) kiyttien

Otoksen s poimintatodenndikoisyys p(s)

Perusjoukon alkion k sisdltymistodenndikoisyys =, (0<x, <1)

Otanta-asetelmaksi (sampling design), p(-), sanotaan niiden

sddntojen ja menetelmien kokonaisuutta, joilla otos poimitaan
maaritellysti perusjoukosta.
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Perusjoukon parametrin & estimaattori 6:
Laskentakaava tai laskenta-algoritmi

Estimaattorin odotusarvo E (é) = s p(s)és
Harhaton (unbiased) estimaattori: E (HA) -0=0
Harha (Bias): Bias(0)=E(0) -0

Tarkentuva (consistent) estimaattori: £ (é) lihestyy parametria &
kun n kasvaa, ja yhtyy parametriin, kun n = N.

Estimaatti: Otoksesta laskettu estimaattorin numeerinen arvo

Estimaattorin asetelmavarianssi V(é):
V(0)=X,cs ()0, — E(0))* = E(0 - E(0))°
missi otoksen s poimintatodennikoisyys on p(s)>0

Estimaattorin keskineliovirhe (Mean squared error MSE)
MSE(0) = E(6—0)? =V (0) + Bias* ()

Varianssiestimaattori v, : Otanta-asetelmaspesifi analyyttinen

p(s)
lauseke tai approksimatiivinen varianssiestimaattori

Estimoitu keskivirhe: S.e(é) = «/ﬁ(é) (standard error)

Estimaattorin estimoitu suhteellinen keskivirhe (relative standard er-
ror) eli variaatiokerroin (coefficient of variation):

cv(0) = [(0) 16 = s.e(0)16

9p(s) (é)

Estimoitu asetelmakerroin (design effect) deff (QA) =
Vsrs (0)

missd  p(s) viittaa kdytettyyn otanta-asetelmaan
SRS on yksinkertainen satunnaisotanta (WR tai WOR)

deff=1 Otanta-asetelma on yhta tehokas kuin SRS
deff < 1 Otanta-asetelma on tehokkaampi kuin SRS
deff>1  Otanta-asetelma on tehottomampi kuin SRS



HY - Otantamenetelmat / Syksy 2008 (Risto Lehtonen) 3

Yksinkertainen satunnaisotanta SRS

Sisdltymistodennédkoisyys 7z, =n/ N on vakio
Kokonaisméairan 7 estimaattori (harhaton)
z?:N)_/:Niyk/n,
missd y on otoskeslﬁi;lrvo ja N perusjoukon koko
no 1 N »

N n
t=Zkak=Z—yk=—Zyk,
k=1 k=1 7z-k n k=1

missd w,=N/n on otospaino (alkion k sisdltymistodenndkdisyyden
7, =nl N kainteisluku)

Asetelmavarianssi (parametri) SRSWOR-poiminnalle

Vs == 8 (v -y v -1 = n2a- 1 bys?
SRS n N =1 k B N n

missi Y =37 Y, /N on perusjoukon keskiarvo
§% =Y~ (Y, -Y)*/(N —1) on perusjoukon varianssi

(1- %) on &éarellisyyskorjaus (fpc, finite population correction)

Varianssiestimaattori (harhaton)

aAn n, 1l x _ n, 1l .
Vsrs (1) = N*(L=)) X (0 = 7)* n =D = N*(1- ) (5)5”.
N ni=a N 'n
missd y =Y}y, [ n on otoskeskiarvo

§2=3r_( Vi — 7)% /(n —1) on otosvarianssi
HUOM: SRSWR-otannassa fpc = (1— %)

HUOM: Erikoistapauksena Bernoulli-poiminta (ks. Survey sampling
reference manual, s. 15 ja Appendix 1, katsotaan lAhemmin demoissa).
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Svystemaattinen otanta SYS

Sisdltymistodennidkoisyys 7z, =n/ N on vakio

Kokonaisméairan 7 estimaattori (harhaton)
t=NYy, In
k=1
Asetelmavarianssi

A 9 A A~
Vs (£) = _zl(tj 1)1 q =V (t) 1+ (n-1)p, )= Nx SSB,
]:

missd /;on j:nnen systemaattisen otoksen kokonaisméérén estimaattori

q=N/n on poimintavili

n SSW : : : :
Ping =1— X on sisdkorrelaatiokerroin, missad kiytetiin
int T

n—-1
ANOV A-neliosummahajoitelmaa SS7 = SSW + SSB.

Asetelmakerroin (parametri)

" Vsys(z)
DEFF._ (1) = £:1+(n—1)pint

sys

Srs

Systemaattinen otanta on yksinkertaiseen satunnaisotantaan verrattuna:
- tehokkaampi, jos —1/(n-1) < p;; < 0,

- yhti tehokas, jos p;. =0,

- tehottomampi, jos 0 < p; <1

Varianssiestimaattori

Kuten SRS, jos oletetaan, ettid kyseessd on satunnaisjarjestyksessa
oleva perusjoukko (jolloin sisdkorrelaation = 0)

Kuten STR (ositettu otanta, suhteellinen kiintidinti), jos oletetaan
implisiittinen ositus (perusjoukon alkioiden lajittelu ennen SY S-
poimintaa)
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Ositettu otanta STR

Ositteiden koot, ositteet 1,....Ah,... H:

N, +Ny+..N,+..+ Ny =N,

missd N, on ositteen & alkioiden lukuméaira
H on ositteiden lukumaiira
N on perusjoukon alkioiden lukumiara

STR-otos poimitaan kustakin ositteesta itsendisesti
Otoskoot:

n1+n2 +...+I’lh +...+nH =n

Estimaattorit ovat ositekohtaisten estimaattoreiden painotettuja sum-
mia, painoina ositepainot W, = N, / N.

Kokonaisméirin T estimaattori 7, on painotettu summa

ositekeskiarvoista y, =>7" vy, I n,

. H o H. . . .
tSﬂ':NZWhyh:Zth:tl+"'+th+"'+tH’
h=1 h=1

missé ¢, = N,y, on kokonaisméérdn estimaattori ositteessa h

Asetelmavarianssi (SRS ositteissa)
~ H ~
Vstr (tstr) = Z Vsrs (th)
h=1
Varianssiestimaattori (harhaton)

~ H .
vstr (tstr) = hz_llvsrs (th)
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Kiintiointi (allocation)

Suhteellinen kiintidinti (proportional allocation)
Tasakiintiointi (equal allocation)

Optimaalinen (optimal allocation) eli Neyman kiintidinti
Bankier kiintiéinti (Bankier or power allocation)

Suhteellinen kiintiointi:
Lisitieto: ositteen koko N,

Otoskoko n;, ositteessa &

Ny,

n =nx—"L=nxW,
h, pro h
P N

Sisdltymistodennikoisyys on vakio 7, =7 =n/N
H np

Kokonaisméirin estimaattori 7, =t =NY >y, In
h=lk=1

Menetelmii kutsutaan itsepainottuvaksi (self-weighting), koska osite-
kohtaisia keskiarvoja ei lasketa

HUOM: Muissa kiintidintimenetelmissa sisdltymistodennédkdisyydet
vaihtelevat ositteiden vililld (mutta ovat vakioita ositteiden sisdlld)

Tasakiintivinti: n, = n/ H kussakin ositteessa . Jos ositteiden koot N,
vaihtelevat, niin sisdltymistodennikoisyydet vaihtelevat:

z,,=n, N, =nl(HxN,) alkiolle k ositteessa h

Asetelmapainot ovat w,, = H x N, I n

Optimaalinen eli Neyman-kiintiointi:
NS,

= .
h:lNhSh

missd S, (lisdtieto) on muuttujan y (tunnettu) keskihajonta ositteessa h

Ositteiden otoskoot médrdytyvit yhtdlostd n, =
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PPS-otanta (Probability Proportional to Size)

Oletetaan, ettd perusjoukon alkion kokoa mittaavan muuttujan arvo
Z; on tunnettu jokaiselle perusjoukon alkiolle &

Alkion k suhteellinen koko p, =Z, IT,, k=1,... ,.Nmissa T, =¥, Z,

Kriteerit estimoinnin tehostumiselle

Kokoa mittaavan muuttujan z oma vaihtelu muistuttaa tutkittavan
muuttujan y vaihtelua (voimakas korrelaatio)

Apumuuttujan z ja tutkittavan muuttujan y suhde on mahdollisimman
lahelld vakiota

Jos suhde on ldhes vakio kaikilla perusjoukon yksiko6illd, niin estimaat-
torin asetelmavarianssi saa pienen arvon

PPS-otoksen poiminta, eri tapoja:
PPS_SYS Systemaattinen PPS
PPS_WOR Kumulatiivisen summan menetelmi (WOR)
PPS_WR Kumulatiivisen summan menetelmi (WR)
PPS_RHC Rao-Hartley-Cochran-poiminta
PPS_Poisson Poisson-poiminta

Sisédltymistodennikoisyydet 7z, ovat suhteessa yksikoiden suhteellisiin
kokoihin p, =Z, IT,.

Esim PPS_WR ja PPS_SYS:
T =NX Py

HUOM: SRS_WR-poiminnassa p, =1/ N jokaiselle k. Lukua 1/N kut-

sutaan alkion k yksittdisen poiminnan poimintatodennikdisyydeksi
(single-draw selection probability) Siséltymistodennédkoisyys n kokoi-
sen otoksen alkiolle k on siten 7, =nx p, =n/N
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PPS_WR: Kumulatiivisen summan PPS-poiminta
TyoOvaiheet:

1) Laske kullekin alkiolle £ apumuuttujan z kumulatiivinen summa:

k
Gk = ZZk, kzl,...,N, GN - TZ'
j=1

2) Perusjoukon ensimmiiseen alkioon (a) liitetizin vilin [1, G, | koko-
naisluvut

Toiseen alkioon (a,) liitetizin vilin [G, + 1, G, | kokonaisluvut
Yleisesti alkiolle k (a) liitetizin vilin [G,_; +1, G, | kokonaisluvut

3) Poimi satunnaisluku vililti [1, G, . Se alkio tulee otokseen, jonka
poimintavdliin satunnaisluku kuuluu

4) Toista vaihe 3) kunnes n alkion otos on poimittu.

Perusjoukon alkion k suhteellinen koko p, :

_ Zk _Zk
YNz, T
k=1%k

z

Pk

ja sisdltymistodennékoisyys 7, :

Zk
7Z-k :nka:nX?

z
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PPS_SYS: Systemaattinen PPS-poiminta

TyoOvaiheet:

1) Laske poimintavili g =T, /n

2) Generoi satunnaismuuttuja suljetulta vililti [1, ¢ ]. Olkoot se g, .

Poimintanumerot »n alkion otosta varten ovat:
40,90 + 49,90 +24,--,qg +(n—1)q

3) Kussakin poiminnassa otokseen otetaan ensimméiinen alkio kehikko-
listalta, jossa kumulatiivinen koko G, on suurempi tai yhtdsuuri kuin

poimintanumero.

Sisédltymistodennédkdisyys on 7, =nx p,

Alkiotason painokerroin w, =1/7, =1/(nx p,) =T, I(Z, xn)

HUOM: Sisdltymistodennikoisyyden tulee tdyttdd ehto 7, <1.

Jos Z; on hyvin suuri, voi sisdltymistodennédkoisyys olla >1.

Tillaiset alkiot otetaan otokseen ns. varmoina alkioina eli niille alkioil-
le sisdltymistodennikoisyys 7, =1 joilla nZ, > ¥, Z, . Varmat alkiot
laitetaan kukin omaan ositteeseensa (ositettu PPS).

Jaljelle jadvien yksikoiden sisidltymistodenndkoisyys 7z, miidritelldédn
uudelleen kokoa mittaavan muuttujan suhteessa.

Esim: Asetelma PPS_SYS_STR Keski-Suomen kunta-aineistossa.
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Kokonaismaarin estimaattorit

PPS_WOR: Horvitz-Thompson-estimaattori

lyr =Y Tk > w,.y, missd x, on alkion k sisdltymistodennikoisyys
k=170, k=1
PPS_WR: Hansen-Hurwitz-estimaattori

by == Z—y" ==ty +..+1, +...+1,),
nkp, n

missi kukin 7, = y, / p, on kokonaisméirin T estimaatti

Asetelmavarianssi
. N2 N Yy, 1 N
Vppswr(thh) - zpk(—k_Y)z - zpk(Tk —T)Z,
n k=1  Np, n k=1

missd 7, =Y, / p, ja Y on perusjoukon keskiarvo.

HUOM: Jos jokaiselle perusjoukon alkiolle on voimassa Y, / Z, = Celi
suhde on vakio, niin asetelmavarianssi = 0

Varianssiestimaattori (harhaton)

A ~ N2 h yk —\2
\ l,,)= =
ppswr( hh) n(n _1) kz=:1 Npk y) I’l(l’l 1)

Z(l‘k n)”

missd y on otoskeskiarvo

HUOM: WR-varianssiestimaattoria kdytetdiin approksimaationa
PPS_SYS-ja PPS_WOR-otannassa
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Of the approximate variance estimates, the value of ¥; 4, being based on an
assumption of SRSWOR, is the largest. The others fall more or less below it.
This could indicate that, in this case, systematic sampling is more efficient than
simple random sampling. The most efficient approximation method turns out
to be autocorrelative modelling, which gave the value deff = 0.35. This model
is based on the assumption of an autocorrelated superpopulation, of which the
fixed population constitutes one realization. The design effect turns out to be
DEFF = 0.55, confirming the result.

The results on variance estimation can be evaluated by studying the properties
of the intra-class correlation coefficient p;,;, which is the single design parameter
under systematic sampling, and the efficiency of this sampling scheme. Moreover,
itis illustrated how the sorting order in the frame register is related to the value of
the intra-class correlation coefficient.

Intra-class Correlation

Systematic sampling is our first example of a design where a design parameter
exists. This parameter, called the intra-class correlation coefficient py, will be
included in the design variance Vg, of an estimator. The magnitude of the
intra-class correlation, and consequently its effect on variance estimates, depends
partly on the selected sampling interval and partly on whether there is a successive
system of ordering the study variable’s values in the population frame. Under
systematic sampling, the design variance of { was given in (2.13) as Vsys(f) =

¢ _ _
N?>(Y; — Y)?/q. The design variance can also be written as
=1

q q
Ve = Y (NY; = NY)*/(N/m) =N x Y nx (V; = Y)". (2.19)
j=1 j=1

Let us analyse the design variance (2.19) in more detail. First we decompose
population variance into the variation between the systematic samples and the
variation within the systematic samples, as in standard one-way analysis of
variance. In ANOVA terms, we have

SST = SSW + SSB, (2.20)

where SST represents the total sum of squares, SSW the within sum of squares
and SSB the between sum of squares. The decomposition (2.20) can be written as

N q n q
DW=V =)D V- Yi+ > n; - V)L 2.21)
k=1

j=1 k=1 j=1

Thus, an alternative form for design variance is Vi, (t) = N x SSB.
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By using the decomposition of the total sum of squares (2.20), the intra-class
correlation is defined as
n SSw

LA 2.22
n—1 " SST (2.22)

Pint = 1-

If the variance between the means is zero, or SSB = 0, then the intra-class cor-
relation reaches its minimum —1/(n — 1) and, correspondingly, where SSW = 0
it reaches its maximum, or p;;; = 1.

Further, we can write the variance of the total estimator in the form

N s?
Vigs(D = N* (1= ) =[1+ (1= Dl (2.23)

or alternatively as the product of the SRSWOR design variance times a correction
factor including the intra-class correlation coefficient as a correction factor

Vsys (Z) = Vsrs(z) x [14 (n = 1) pjne].
Hence, the design effect is

W Vs .
DEFFys() = 2D 21 4 (= 1y (2.24)

Srs

Systematic sampling compared with simple random sampling with replacement is

1. more efficient, if —1/(n — 1) < pjy < O,
2. equally efficient, if p;;; = O, or
3. lessefficient, if O < pj; < 1.

This can be interpreted to mean that the more heterogeneous the sampling
intervals (i.e. negative intra-class correlation), the more efficient systematic
sampling will be. Therefore, in systematic sampling there is a connection between
the design parameter p;,; and the sorting order of the frame population, a fact that
can be successfully utilized in practice.

Example 2.4

Intra-class correlation (p;,) in the Province'91 population. We will now calculate
the intra-class correlation under systematic sampling from the Province’91 pop-
ulation, where the total of UE91 is to be estimated. The intra-class correlation is
calculated for systematic sampling involving a single systematic sample of eight
(8) elements. The decomposition of the total sum of squares (2.21) is given in
Table 2.7.

Hence, the intra-class correlation coefficient is

n_SSW_ . 8 16214 x10°

—=1- X = —0.082.
n—1 8SST 8§—1 171.32 x10°

Pint = 1-





