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1. Olkoot L ⊂ L+ aakkostoja, A L-struktuuri, B L+-struktuuri ja
f : B � L → A L-isomorfismi. Osoita, että tällöin on olemassa
yksikäsitteinen L+-struktuuri A+ s.e. A+ � L = A ja f on L+-
isomorfismi. (A+:n struktuuri on tällöin f :n indusoima.)

2. (Vakioiden lemma) Olkoot L aakkosto, T L-teoria ja ϕ(v̄) L-kaava.
Olkoon c̄ jono erillisiä muuttujia, jotka eivät kuulu aakkostoon L.
Osoita, että

T |= ϕ(c̄) ⇔ T |= ∀v̄ϕ(v̄).

3. Teoria T on mallitäydellinen, jos jokainen T :n mallien välinen upo-
tus on elementaarinen. Osoita, että jos T :llä on Skolem-funktiot, niin
T on mallitäydellinen. Anna esimerkki ensimmäisen kertaluvun teo-
riasta, joka on mallitäydellinen, mutta jolla ei ole Skolem-funktioita.

4. Osoita, että reaalilukujen kunnan teorialla Th((R,+, ·, 0, 1,−, −1))
on olemassa kaksi numeroituvaa keskenään ei-isomorfista mallia.

5. Olkoot L1 ja L2 aakkostoja ja L = L1 ∩ L2. Olkoot vielä B L1-
struktuuri ja C L2-struktuuri ja ā jono dom(B) ∩ dom(C):n alkioita
s.e. (B � L, ā) ≡ (C � L, ā). Osoita, että tällöin on olemassa (L1∪L2)-
struktuuri D s.e. B 4 D � L1 ja on olemassa L2-elementaarinen
upotus g : C → D � L2 s.e. g(ā) = ā.

Vihje: Huomaa, että muokkaamalla tunnilla todistettua amalga-
maatiolausetta, voidaan osoittaa, että on olemassa L1-struktuuri
B1 < B ja L-elementaarinen upotus f : C → B1 � L s.e. f(ā) = ā.
Vastaavasti voidaan löytää sopiva L2-struktuuri C1 < C. Konstruoi
D kahden toisiinsa uppoavan elementaarisen ketjun avulla (tehtä-
västä 1 on hyötyä tässä).

6. (1) Olkoot L ⊆ L+, T L+-teoria ja A L-struktuuri. Merkitään
TL = {ϕL-lause : T |= ϕ}. Osoita, että A |= TL jos ja vain jos
on olemassa L+-struktuuri B s.e. B |= T ja A 4 B � L.

(2) Olkoot L1 ja L2 aakkostoja, L = L1 ∩ L2, T1 L1-teoria ja T2

L2-teoria s.e. T1 ∪ T2:lla ei ole mallia. Osoita, että tällöin on
olemassa L-lause ψ s.e. T1 |= ψ ja T2 |= ¬ψ.

(3) Todista Craigin interpolaatiolause: Jos θ on L1-lause, ψ on L2-
lause ja θ |= ψ (eli kaikille L1 ∪ L2-struktuureille A, A |= θ ⇒
A |= ψ), niin on olemassa L1 ∩L2-lause χ s.e. θ |= χ ja χ |= ψ.


