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1. Järjestetty kunta (F, +, ·, 0, 1,−, −1, <) on Arkhimedeen kunta, jos
kaikilla positiivisilla alkioilla a, b ∈ F on olemassa n ∈ N s.e. na ≥ b

(missä na on lyhennysmerkintä ja tarkoittaa a summattuna itsensä
kanssa n kertaa). Erityisesti reaalilukujen kunta (R, +, ·, 0, 1,−, −1, <

) on Arkhimedeen kunta. Osoita, että on olemassa järjestetty kunta
(F, +, ·, 0, 1,−, −1, <), joka ei ole Arkhimedeen kunta, mutta johon
reaalilukujen kunta voidaan elementaaisesti upottaa. Huomaa, et-
tä kunnassa on tällöin infinitesimaaleja, eli positiivisia alkioita x,
joilla nx < 1 kaikilla n ∈ N. (Infinitesimaaleja käytetään epästan-
dardissa analyysissa, jonka avulla mm. voidaan kehittää jatkuvuus-
ja derivoimisteoriaa ilman epsilon-delta-tarkasteluja.)

2. Osoita, että (R, <) 6∼= (R∗, <), missä R∗ = R\{0}. Siis DLO ei ole
2ω-kategorinen.

3. Olkoon L = {<}, missä < on kaksipaikkainen relaatiosymboli. Mää-
ritellään L-struktuuri An s.e. dom(An) = {−n,−(n−1), . . . , 0, 1, 2, . . .} ⊂
Z ja < tulkitaan kokonaislukujen järjestykseksi. Osoita, että
(1) jokaisella n, An on isomorfinen A0:n kanssa (ja siten An ≡ A0).
(2) jos n > 0, A0 on An alimalli, muttei elementaarinen alimalli.

4. Olkoon L kuten tehtävässä 3. Olkoon T L-teoria, joka laajentaa
lineaarijärjestyksen teoriaa (irrefleksiivisyys, transitiivisuus, lineaa-
risuus) s.e. T :llä on äärettömiä malleja. Osoita, että on olemassa
L-malli M |= T ja järjestyksen säilyttävä upotus j : Q → M.

Esimerkiksi jos T = Th((Z, <)), niin on olemassa M ≡ (Z, <),
johon rationaaliluvut voidaan upottaa.

5. Oletetaan, että M0 ⊆ M1 ⊆ M2, M0 4 M2 ja M1 4 M2. Osoita,
että M0 4 M1.

6. Konstruoi mallit (A, <) ≡ (B, <), joilla (A, <) on hyvijärjestetty,
mutta (B, <) ei ole.


