Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Malliteoria syksy 2008
Harjoitus 2

Huomaa: harjoitukset jatkuvat kidantopuolella.

1. L-lause ¢ on universaali, jos se on muotoa Yo (v) ja ¥ on kvantto-
rivapaa.
Olkoot M ja N L-malleja ja M C N (eli M on N:n alimalli).
Osoita, etté jos ¢ on universaali lause ja N = ¢, niin M [ ¢.

2. Kun K on L-malliluokka, merkitdan
The(K) = {¢: ¢ on L-lause ja M = ¢ kaikilla M € K}.
Kun T on L-teoria, merkitdan
Mod(T) = {M : M on L-malli ja M = T}.

Olkoon T L-teoria. Osoita, ettéd seuraavat ehdot ovat yhtéapitavét
(1) T =The(Mod(T)).
(2) T on muotoa T'h.(K) jollakin £-malliluokalla K.
(3) T on suljettu loogisten seurausten suhteen, eli jos T = ¢, niin
pel.

3. Olkoon £ numeroituva aakkosto. Osoita, ettéd kaikilla darettomilld
kardinaaleilla x on olemassa korkeintaan 2" epéisomorfista mahta-
vuutta x olevaa L-mallia.

Oletetaan tunnetuksi: k< = [J
aarettomilla kardinaaleilla .

n

new K" = K ja k" = 2% kaikilla

4. Olkoon M L-malli. Sanotaan, ettd funktion f : M™ — M™ on

maariteltava jos f:n kuvaaja on M™T:n méiariteltava osajoukko.

(1) Osoita, ettd jos f: M™ — M™ ja g : M™ — M' ovat mééritel-
tavid, niin g o f on méariteltava.

(2) Oletetaan, etta f: M™ — M on madriteltdva. Osoita, ettd fn
kuvajoukko I'm(f) on méériteltava.

(3) Oletetaan, ettd f : M™ — M on maééariteltava ja injektiivinen.
Osoita, ettd f~! on méariteltivi.

5. Oletetaan £; D L. Jos M; on L;-malli, niin unohtamalla joukon
L1\ L symbolien tulkinnat, saadaan £-malli M. M on télléin M;:n
rajoittuma (reduct) ja Mj on M:n laajennus (expansion).

(1) Osoita, ettd jos X C M"™ on méiriteltdvd M:ssd, niin se on
madriteltava M :ssa.



(2) Anna esimerkki, joka osoittaa, ettd laajennuksessa méaéritelti-
vat joukot eivit aina ole maariteltavia alkuperéisessd mallissa.

(3) Oletetaan, ettd M; on M:n laajennus, ja ettd aina, kun f tai R
on joukon £;\L£ funktio- tai relaatiosymboli, niin fM! tai RM1
on maéaariteltdva M:ssd. Osoita, ettd talloin jokainen M :ssé
méaariteltdva M™:n osajouko on méariteltdva M:ssé.

6. Olkoon L aakkosto ja olkoon K kaikkien darellisten £-mallien luok-
ka. Osoita, ettd K ei ole aksiomatisoituva ensimmaéisen kertaluvun
logiikassa.



