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0. JOHDANTO

Funktionaalianalyysissa tutkitaan muun muassa

— adretonulotteisten vektoriavaruuksien, ja erityisesti taydellisten normia-
varuuksien eli Banach avaruuksien ominaisuuksia (joskus myos yleisem-

pien topologisten vektoriavaruuksien ominaisuuksia).

— néiden vélisten jatkuvien lineaaristen (tai epélineaaristen) kuvausten

ominaisuuksia.

— edellisten kohtien monia eri sovelluksia.

Yritdmme seuraavan valmistelevan esimerkin kautta selvittdad, miksi tallaisia
kysymyksié tutkitaan, ja samalla myos millaisia sovelluksia funktionaaliana-

lyysilla tyypillisesti on (tarkempiin yksityiskohtiin palataan kurssin aikana).

0.1. Esimerkki. Tarkastellaan integraaliyhtéloa

0.2) @) — A /O K(z,8)f(s)ds = g(x), x € [0,1],

missé g : [0,1] — Rja K :[0,1] x[0,1] — R ovat annettuja jatkuvia kuvauksia.
Tehtévéna on 16ytééd funktio f, jolle yhtilo (0.2) pétee.

Kay ilmi ettd

i) jos parametri |[A| on pieni, yhtdlon ratkaisu olemassa ja yksikésitteinen;
toisaalta
ii) kaikilla |A|:illa néin ei valttdmétta ole; herdd siis kysymys mitd voidaan

sanoa naistd poikkeuksellisista parametreista.

Téllaisiin kysymyksiin padadytddan esimerkiksi monissa fysiikan kysymyksissé,
vaikkapa viulun kielen ominaisvérdhtelyja méarattéessa. Itse asiassa, yksi ma-
temaattisen fysiikan keskeisistd kysymyksistd 1g9oo-luvun taitteessa oli selit-
té4 miksi ominaisvérdhtelyjen joukko (so. poikkeusparametrien joukko) on dis-
kreetti; kysymys palautui differentiaaliyhtéloiden kautta tyyppia (0.2) oleviin
yhtélsihin.

Huomaa ettéd funktio K(x,s) voi olla hyvinkin monimutkainen, eiké yhta-
l6n suora integrointi, tavalla tai toisella, voi tulla kysymykseen; korkeintaan
voimme hakea numeerisia ratkaisuja, kunhan yhtalot kunnolla ymmaéarretéaén.
Miten yhtéloita (0.2) voisi silloin ldhestyé ?
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Tilanteen selvittdmistd varten identifioidaan ensin (mahdollisten) ratkaisu-
jen avaruus; luonnollinen arvaus on seuraava vektoriavaruus joka esiintyy jo

Analyysi I'ssi (entisessd Differentiaali- ja integraalilaskenta I.1:ssd),
C(0,1)={ f:[0,1] = R: f jatkuva vélilla [0, 1] }.

Avaruuteen liittyy luonnollinen "etdisyyden” mitta, eli normi (tdstd myohem-
min paljon lisdd):

1S loo= tilﬁ]lf(tﬂ <oo , feC(0,1).

Pari ( C(0,1),] - |lc) tulee olemaan tyypillinen esimerkki Banachin avaruu-
desta.
Yhtéloon (0.2) liittyy operaattori

T:C(0,1) — C(0,1), / K(x,s) xz € [0,1].

Huomataan, ettd tdmé on avaruuden C'(0, 1) luonnollisen yhteenlaskun suhteen
lineaarinen, so.

TS+ Aag) = MT(f) + AT (g) ¥V f,g€C(0,1), A, 2 ER.

Lisdksi, yhtalo (0.2) voidaan kirjoittaa muotoon

f=AT(f) =y
Kysymys on siis siitéd, onko lineaarinen operaattori I — AT kddntyva (bijektio)
C(0,1) — C(0,1)! (Tassda I on avaruuden C(0,1) identtinen kuvaus.) Inte-
graaliyhtdlomme (0.2) on nyt muuttunut lineaarisen operaattorin ominaisar-
votehtédviksi, ja ratkaisua varten meidén tulee kehittdéd “lineaarialgebrallisia”
menetelmid vektoriavaruuksissa kuten C(0, 1).

Nopeasti havaitaan kuitenkin selvd pulma: vektoriavaruus C'(0,1) on dére-
tonulotteinen ! Ei siis ole ollenkaan selvaa mitké/milld ehdoin lineaarialgebran
tulokset yleistyvat nédihin uusiin avaruuksiin. Tai mitd operaattoreilta vaadi-
taan, ettd lineaarialgebran ominaisarvotehtévat yleistyvéat ndihin déreténulot-
teisiin tilanteisiin.

Funktionaalianalyysi pyrkii vastaamaan tdmén tyyppisiin kysymyksiin, ke-
hittdmasan ddretonulotteisten avaruuksien teoriaa silméllapitden esim. ylla ku-
vatun kaltaisia sovelluskohteita. T&lla kurssilla selvitdmme Banach avaruuksien
perusominaisuudet, keskeisimmét esimerkit (funktio- yms.)avaruuksista seké
my6s Banach avaruuksien operaattoreiden perusominaisuudet. Pyrimme my6s
antamaan esimerkkejé teorian sovelluksista, ja tulemme mm. osoittamaan yo.
véitteen i); jos aika riittaé kurssin loppupuolella voidaan myos tarkastella ky-
symysta ii).
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Sana "funktionaali” tarkoitti alunperin (noin 1880—1910) sellaista jatkuvaa
kuvausta, jonka méaérittelyjoukko on jokin "funktioavaruus”; tyypillisesti

e: C(0,1) = R, gp(f):/of(s)ds, tai

1
¢: C(0,1) =R, o(f) = / f(s)*ds (epélineaarinen funktionaali).
0

Nyttemmin termin k&ytto on hieman muuttunut, kuten myéhemmin huomaam-
me.

Funktionaalianalyysin sovellusaloja ovat muun muassa

— (muu) klassinen analyysi (reaali-, kompleksi- ja harmoninen analyysi)
— variaatiolaskenta ja approksimaatioteoria

— differentiaali- ja integraaliyhtélot (TDY,0DY, IY)

— matemaattinen fysiikka (kvanttimekaniikka, ...)

— dynaamiset systeemit

— optimointi

— numeerinen analyysi (teoria)

— tn-teoria ja stokastiikka

Kadntden, analyysi ja sen sovellukset synnyttavit jatkuvasti uusia funktionaa-

lianalyysin tutkimuksia.
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1. METRIIKKA JA METRINEN AVARUUS
1.1. Mééaritelméi. Olkoon X # () joukko. Kuvaus d : X x X — R, on metriikka

X:ssé, jos

(M1) d(z,z) < d(z,y)+ d(y, 2) kaikilla z,y, z € X ("kolmioepdyhtdld”)

(M2) d(y,x) = d(x,y) kaikilla z,y € X

(M3) d(z,y) =0 <= x =y (Huom: d(z,y) > 0 kaikilla z,y € X)
Sanomme, ettd (X, d) eli joukko X varustettuna metriikalla d, on metrinen

avaruus (yleensd jétetddn d merkitsemitté, jos se selvidéd yhteydestd).

Huomautus.

(1) Funktionaalianalyysin peruskurssilla metriikka d on (yleensd) jonkin
normin indusoima (vrt. luku 2).

(2) Kuvaus d : X x X — R, on semimetriikka, jos d toteuttaa ehdot (M1),
(M2) seké ehdon

(M4) d(z,z) = 0 kaikilla z € X.

Merkintoja: Olkoon (X, d) metrinen avaruus, z € X, r > 0:
B(x,r)={ye X : d(z,y) <r} avoin x-keskinen, r-siteinen pallo

B(x,r)={y € X : d(z,y) <r} suljettu z-keskinen, r-siiteinen pallo.

Kuva 1. Avoin pallo B(z,r) metrisessa avaruudessa (X, d)

Oletamme, ettd lukija on tutustunut metristen avaruuksien perusteisiin (vrt.
esim. [Viiséla : Topologia I]). Lukijan tulisi kerrata mitd metrisissé avaruuk-
sissa tarkoittavat késitteet avoin joukko, suljettu joukko ja kompakti joukko;
samoin mité tarkoitetaan ympéristolla, ymparistokannalla, aliavaruudella, sup-
penevalla pistejonolla, jatkuvalla kuvauksella,.....
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Muistamisen helpottamiseksi listaamme alla lyhyesti eréitd néista kasitteis-
ta.
Olkoon (X, d) metrinen avaruus:
— avoimet ja suljetut joukot: joukko A C X on avoin jos jokaista x € A

vastaa sellainen r = r(x) > 0, ettd avoin pallo
B(z,r) C A.
A C X on suljettu jos komplementti
A°={zeX: x¢ A} on avoin.
— metriikan indusoima topologia on joukkoperhe
Ta={ACX: Aonavoin X:ssi }.

— ympéristokanta, relatiivitopologia
— jonon raja-arvo ja suppeneminen: jono (z,) C X suppenee kohti x € X
jos

d(zp,x) —— 0.

n—oo

Siis jokaista € > 0 vastaa sellainen n. € N, ettd d(z,,r) < ¢ kaikilla
n > n.. Merkinté:

r, —— x tal lim z, = z.

— jatkuva kuvaus : Olkoot (X,d) ja (Y,d’) metrisid avaruuksia. Kuvaus
f: X — Y on jatkuva pisteessi x € X, jos jokaista € > 0 vastaa
sellainen 0 = 0(z,e) > 0, ettd

d'(f(z), f(y)) <e ainakun d(z,y) <0 (jay € X).

f on jatkuva X :ssd jos f on jatkuva jokaisessa pisteessd x € X.

— kompakti joukko (Heine-Borel, .. .)

1.2. Esimerkki. R" varustettuna euklidisella metriikalla

(1.3) d(x,y) =

>z =yl = Vs =P e yal,

j=1

kun z = (z1,...,2,),y = (Y1, ..., yn) € R". (Erikoistapaus n = 1: d(z,y) =
|l’ _y‘> T,y € R)

Kuvaus d on metriikka : Topol, DIT (tai myéhemmin avaruuden ¢F yhteydessé).

Kolmioepéayhtdlo on téssa tapauksessa arvio

n n

Y olwi=z < D lwi—ylP + | Dyl
j=1

J=1 J=1
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kaikilla (1, ..., 2,), (Y1, Yn)s (21, ..., 20) € R™
Tapauksessa n = 2 ja & = (z1,22), niin y = (y1,y2) € B(x,7) jos ja vain jos
(71 = p1)* + (22 — y2)* < 1%,

Kuva 2. Avoin tason R? pallo B((xy,z3),7)

Huomautus. Vastaavasti kaava (1.3), kun z = (z1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) €
C", maarittelee metriikan avaruuteen C™.

Metrinen avaruus (X, d) on separoituva, jos on olemassa sellainen numeroi-
tuva osajoukko A C X, etté joukon A sulkeuma A = X. Sanomme myds, etti
A on tihed X :ssa.

Palautetaan mieliin, ettd sulkeuma voidaan kuvailla metriikan d avulla: jos
A C X, niin Am sulkeumalle A pétee

v € A <= on olemassa sellainen jono (z,) C A4, ettd d(x,,z) — 0.

n—oo
Separoituvuusehto A = X tarkoittaa siis: jos y € X ja e > 0 ovat mielivaltaisia,
niin on olemassa sellainen alkio x € A, ettd d(z,y) < e.

1.4. Esimerkki. (R",d) on separoituva, kun d on euklidinen etéisyys.

Todistus. Jos © = (x1,...,2,) € R" ja € > 0 on annettuja, niin valitaan

jokaisella j € {1,...,n} sellainen rationaaliluku ¢; € Q, ettd

€ .
’xj_Qj|<_7 jzla"'ana

vn
miké on mahdollista, silld Q = R. T&llsin ¢ = (q1,...,¢,) € Qx---x Q = Q",

joka on numeroituva (Q on numeroituva) ja

n 2
5
dw.q)= | |z —gf <yn-— ==
= H2_/ n
<%

Seuraavaksi kidyttokelpoinen kriteeri ei-separoituvuudelle:

1.5. Lause. Olkoon X metrinen avaruus ja oletetaan, ettd on olemassa ylinu-
meroituva kokoelma U avaruuden X avoimia pistevieraita epdtyhjid osajoukko-
ja (siis jos U,V €U jaU £V, niin UNV =0). Silloin X ei ole separoituva.
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Todistus. Vastaoletus: Oletetaan, ettd X on separoituva. Talloin X = A, missé
A = {ay,ay, ...} numeroituva.

Jos U € U, niin U C X on avoin ja epétyhja. Vastaoletuksen perusteella
voidaan kiinnittdd sellainen nyy € N, ettd a,,, € U. Saadaan siis kuvaus a: U —
N, a(U) = ng.

Niin saatu kuvaus « on injektio: jos U,V € U ja U # V| niin oletuksen
nojalla U NV = (). Tamé tarkoittaa ettd a,, # an,, eli ny # ny, joten kuvaus
a on injektio U — N.

Téastd kuitenkin seuraisi, ettd U on numeroituva (mieti miksi!), mikd on

ristiriidassa oletuksen kanssa. O



