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9. DUALITEETTI

Jos E on vektoriavaruus, niin merkinti ET = L(E,K) tarkoittaa avaruuden
E algebrallista duaalia. Duaalin E' alkiot ovat avaruuden F lineaarisia muoto-
ja eli funktionaaleja. Jos f € E' ja x € E, niin usein merkitiin (z, f) = f(x)
funktiomerkinnén sijasta. Ehto (z, f) — (x, f) méérittelee niin sanotun kano-
nisen bilineaarimuodon E x ET — K.

Normiavaruuden tapauksessa f € ET voi olla jatkuva tai epdjatkuva, joten

taméan motivoimana maarittelemme.

9.1. M&#ritelmé. Jos F on normiavaruus, niin £* = Z(F,K) on avaruuden

E (topologinen) duaali.

Siis £* = {z* : z* on jatkuva lineaarikuvaus £ — K} on jatkuvien linea-
risten funktionaalien muodostama avaruus, ja E* C E' on vektorialiavaruus.
Jos E on #érellisulotteinen, niin E* = ET (vrt. HT/12:2). Muussa tapaukses-
sa E* # E' (HT/12:5). Jos o* € E*, niin jatkuvan funktionaalin 2* normi on
Lauseen 6.1 sivulla 103 nojalla

2" || = sup [(z,z7)].
2 lI<1
Siis (E*, || - ||) on normiavaruus saman Lauseen 6.1 nojalla.
9.2. Lause. Jos E on normiavaruus, niin (E*,||-||) on Banachin avaruus.

Todistus. Viite seuraa suoraan Lauseesta 6.6, koska E* = Z(FE,K), missi

skalaarikunta K on téaydellinen. O

On usein hyodyllistéd kyetéa konkreettisesti identifioimaan E* jos E on annet-

tu Banachin avaruus.

9.3. Esimerkki. Olkoon 1 < p<oojag=p/(p—1),eli

1 1
—T
P q
joten p ja q ovat duaalieksponentteja (katso luku 2, Mééritelmén 2.16 sivulla 15
jélkeinen teksti). Ndytdmme, ettd avaruuden (7, -||,) duaali on isometrisesti
isomorfinen avaruuden (¢4, -||,) kanssa.
Merkitédan

er =(0,...,0,1,0,...) € (P,
——
k—1 kpl.

kun k € N| ja
Sp(x) = Zfb’kek, T = (Tp)pen € O,

k=1
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kun n € N. T4alloin

o0

T = 5 e = lim s, (x)
n—oo
k=1
avaruudessa (P, koska

Tim |2 = sa(2) 3= (D Jul ) = 0.

k=n+1

Jos z* € ((P)*, x = (x) € f? jan € N, niin lineaarisuuden nojalla

(sn(z), ") = Z$k<€k7$*> =: Zxkyka
k=1 k=1

missd merkitsemme y, = (ex, z*) kun k € N. Koska lim, s,,(x) = z ja z* on

jatkuva, niin lim, (s, (z), *) = (z, z*), joten
(9-4) (w,0%) =) Ty
k=1

Néytamme, ettd (Y )ren = ((ex, %) )ren € £9. Merkitddn tété varten

|y |?
p = Yk
0, kun y; = 0,

) kun Yk 7é 07

ja asetetaan
n
wn:Zakek e’ n=12....
k=1

Télloin havaitaan, etté

n n n
lwn ll5="> lawlP =Y el = "Jul?,
k=1 k=1 k=1

koska p = q%’l. Sijoitetaan nyt kaavaan (9.4) muuttujan x paikalle w,,, jolloin

n n
A=)l =) ann = (wo,a) = [(wn, 27)| < wa llp | 2|
k=1 k=1

- 1/p
= (Dlwwl?) et = A7 .

k=1

(9.5)

Kerrotaan yhtils (9.5) puolittain luvulla A=/?_ jolloin
1-1/ 1/ - 1/a »
AV = g = (Sgl) T < ]l m=1,2,
k=1

Antamalla n — oo saadaan y = (yg)ren € €2 ja ||y [|;< || z* .

Madrittelemme tamén perusteella kuvauksen T': (¢P)* — (7 asettaen

Tx* =y,
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missé siis jono y = (yx) = ({ex, x*)). Suoraan midritelmista seuraa, ettd T' on

lineaarinen kuvaus, ja edelld totesimme, etta
[Tz |l < |2 ||, =" € ()7,

joten T on jatkuva. Jos Tz* = 0, niin (e, z*) = 0 kaikilla k € N, ja siis

<5n<x)7x*> = xk<€k7*x*> =0,

kaikilla (xy) € ¢ ja n € N. Koska x* on jatkuva ja lim, s,(x) = z, niin
péiittelemme, ettd (x,x*) = 0 jokaisella z € P, eli z* = 0. Niin T on injektio.
Jos x = (zx) € P jay = (yr) € ¢9, niin Holderin epayhtélon (Lause 2.20

sivulla 16) mukaan

o oo o0 1 o0
> wnl < Y lmwwd < (D) ()
k=1 k=1 k k=1

=1

1
q

Téstd seuraa, ettd kuvaus Ay: x — > 7, zpy, on jatkuva lineaarinen kuvaus

? — K, joten A, on erds duaaliavaruuden (¢7)* alkio, ja lisdksi

o0 1
1A 1< (X ll?)” =y o
k=1

Maééritellddn kuvaus S ehdolla y — A, kun y € 9. Edellisen perusteella S on
jatkuva lineaarinen kuvaus (¢ — (/7)*, ja || Sy || < ||y ||, jokaisella y € ¢2.
Operaattorin S méaéritelmésta (ex, Sy) = Ay(e) = y; jokaisella k € N, joten

TSy = ((ex, Sy))ken =y  kaikilla y = (yy) € £.

Tésté seuraa, ettd T'((0P)*) = €7 (eli T on surjektio), ja koska T jo edelld todet-
tiin injektioksi, se on siis bijektio. Lisdksi S on operaattorin T" kdénteiskuvaus
yvksikésitteisyyyden perusteella.

Olkoon lopuksi z* € (¢7)* ja y = Tz*. Talloin siis Sy = z* ja

Fz" [ =115yl < llyllg= [T [lg< 2" -

Tésté seuraa, ettd || Ta* ||,= || #* || joten T" on isometrinen isomorfismi (¢*)* —
¢4, Voimme siten samaistaa avaruudet (¢7)* ja ¢¢ isometrian T vélityksella.

(Tédmén takia usein merkitddnkin ¢ = p'.)

Koska p ja g ovat symmetrisessi asemassa, niin vastaavasti ¢7 ja (£9)* voidaan

samaistaa kesken#dén isometrisesti isomorfisina avaruuksina. Siispé
() = () = e

(Tamaé tulos voidaan ilmaista sanomalla, ettd ¢ on refleksiivinen avaruus, kun
1 < p < 00, vrt. biduaali alla).
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Jos x = (x) € @ ja z* = (yg) € (% niin kanoninen bilineaarimuoto
P x (1 — K (ja siten nédiden avaruuksien duaaliteetti) voidaan konkreettisesti

esittad muodossa (9.4):

k=1

Erikoistapauksessa p = ¢ = 2 tarkasteltavana on Hilbertin avaruus ¢2. T&ll6in

on edellisen esimerkin mukaan (¢2)* 2 (2 ja kanoninen bilineaarimuoto voidaan

tulkita sisatuloksi
(,2%) = Zxkyk = Zl‘kﬁ: (z]y),
k=1 k=1

missid ¥ = (Yx)ren € 2. Kuvaus y = (yp)reny — (Yr)ren = ¥ on téssi tapauk-
sessa liittolineaarinen, isometrinen bijektio £> — (¢?)*. T#h#in asiaa palataan

yleisemmissé puitteissa (Fréchet-Rieszin lause 9.7 alla).

9.6. Esimerkki. (1) Olkoon n > 1 ja Q C R" avoin osajoukko, sekd p Lebes-
guen mitta avaruudessa R™. Olkoon 1 < p < oo. Silloin avaruuden LP(€2) duaali
on luonnollisella tavalla isometrisesti isomorfinen avaruuden L?(§2) kanssa, mis-
sé ¢ on jilleen p:n duaalieksponentti. Tarkemmin sanoen: jokaista ¢ € (LP(2))*

vastaa yksikésitteinen g € L(Q), jolle || ¢ || =1 ¢ |, ja

o) = / f(@)g(@)u(dr), kun f € LP(Q).

(Katso esimerkiksi W. Rudin: Real and Complex analysis, Theorem 6.16.) Tulos
péitee myds tapauksessa p = 1 (jolloin ¢ = 00), mutta tulos ei ole voimassa,
kun p = oo.

(2) Esimerkin 9.3 kaltaisella pééttelylld voidaan osoittaa, ettd avaruuden ¢y du-
aali ¢, on isometrisesti isomorfinen avaruuden ¢! kanssa (HT/12:4), ja avaruu-
den ¢! duaali (£')* isometrisesti isomorfinen avaruuden ¢* kanssa. Sen sijaan
avaruuden > duaali (£*°)* ei ole isomorfinen avaruuden ¢! kanssa. (Itse asias-
sa, duaalia (£>°)* ei voida esittdd minddn jonoavaruutena, vaan sen "luonnol-
lisen” esityksen muodostavat dérellisesti additiiviset joukkofunktiot ba (N) eli

adrellisesti additiiviset mitat (kts. Kothe, Topologische Lineare Raume, §31).)

HILBERTIN AVARUUDEN DUAALI

Olkoon F Hilbertin avaruus ja x € E. Olkoon f,: F — K kuvaus

z—(zlx), z€E,
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missd (+|-) on sisdtulo £ x E — K. Valittomésti voimme todeta, ettd f, on

lineaarinen. Cauchy—Schwarzin epédyhtéalon mukaan

[fa(2)| = |(z]@)| < [ 2 ][] =]
jokaisella z € E, joten f, on jatkuva eli f, € E*.

9.7. Lause (Fréchet—Rieszin lause). Jos E on Hilbertin avaruus ja f.(z) =
(z|z), kunz € E jaz € E, niin kuvaus A: x — f, madrittelee liittolineaarisen

ja isometrisen bijektion £ — E*.

Todistus. Kuvauksen A liittolineaarisuus tarkoittaa, ettd A on additiivinen ja
A(cx) = eAx kaikilla € E ja ¢ € K (tdmé seuraa heti sisdtulon ominaisuuk-
sista: fep(2) = (2z|cx) =¢(z|z) = ¢f.(2) kaikilla z € E). Koska

[f=(2) < 2l =1,
on fp € E*ja || fo || < ||z ||- Toisaalta

lz|* = (z|2) = folz) = | fo(@)] < 1 Ll 2 ]I

joten ||z || < || fo || jasiis || f || = || z ||, eli kuvaus A on isometria £ — E*.
Koska jokainen isometria on injektio, niin olemme jo osoittaneet, ettd kuvaus
A on jatkuva liittolineaarinen injektio, joka on liséksi isometria. Meidén on viel&
niytettava, ettd A on surjektio £ — E*.
Olkoon siis f € E*. Jos f = 0, niin f(z) = (2|0) jokaisella z € F, eli
f = f5. Olettakaamme siis, ettd f # 0. Merkitéisin

M=Ker(f)={z€eE: f(2)=0}

Koska f on jatkuva ja yksio {0} on suljettu skalaarikunnassa K, on M =
f71({0}) avaruuden E suljettu vektorialiavaruus.'? Lauseen 4.26 sivulla 67 no-
jalla E = M @ M+, missi ortokomplementti M+ = {z € F : 2 L z kaikilla z €
M}. Koska f # 0, on M # E ja M+ # {0}. Siispi 16ytyy sellainen y € M=,
ettd y # 0.
Olkoon z € E mielivaltainen. Havaitaan, ettd talloin
2y = fly)z) = f(2)f(y) = fy)f(2) =0,
joten f(2)y — f(y)z € Ker (f) = M. Koska y € M=+, niin

0= (f2y—fwzly)=f)(yly) = fy)(z[y).

Koska y # 0, niin (y|y) = ||y ||*> > 0, joten ratkaisemalla saadaan esitys

f(y) (2ly) = (Z ’

P

2kts. Topologia I, 15.2.

m =z | un z
e ) = (1), ks e B



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 143

missi v = Hf?"fg y. Olemme siis osoittaneet, ettd f(z) = (z|z) = f.(2) jokaisella
z € E, joten f = f, = Azx. Siten kuvaus A on surjektio £ — E*. O

Fréchet—Rieszin lauseen mukaan Hilbertin avaruuden E jokainen jatkuva li-
neaarimuoto voidaan esittaé sisitulon avulla seuraavasti: z +— (z|x ), missi
vektoriz € E on yksikésitteisesti madratty ja kyseesséd olevan lineaarifunktio-
naalin normi on || z ||. Kuvausta x — f, sanotaan usein kanoniseksi kuvaukseksi
E— B

HAHN-BANACHIN LAUSEET

Olkoon F Hilbertin avaruus, M C FE sen suljettu aliavaruus, F' normiavaruus
jaT € Z(M, F). Télloin T voidaan jatkaa jatkuvana lineaarikuvauksena koko
avaruuteen FE, toisin sanoen 16ytyy sellainen 77 € Z(FE, F), jolle Tix = Tx,
kun x € M ja vieldpa |11 ] = || T||. Téma jatko saadaan kéyttdmalld orto-
projektiota Py;: E — M ja maédrittelemalld T := T'Py;. Jatdmme lukijalle
harjoitustehtéaviksi nayttas, ettd T on vaadittu jatko.

Tiedetddn kuitenkin, ettd jos edelld £ onkin vain Banachin avaruus, niin ei
talld jatkamisongelmalla ole aina ratkaisua. (Esimerkiksi, jos 7' on identtinen
kuvaus I : ¢g — ¢o ja M = ¢y C ¢*° = FE, niin voidaan osoittaa ettei ole
olemassa jatkuvaa operaattoria T € Z(0>°, ¢y), jolle patisi Thx = z kaikilla
T € ¢.)

Hahn—Banachin lauseet liittyvat tdhéan jatkamisongelmaan, jossa tarkastel-
laan lineaarisia funktionaaleja, eli kuvausten maaliavaruutena on skalaarikunta
F = K. Hahn—Banachin lauseet liittyvat my0s seuraavaan ongelmaan: jos F
on normiavaruus ja r,y € E, x # y, niin 16ytyyko sellainen duaalin E* alkio
¥, etta

(z,2") #(y, a")?
T&amaé on erdédnlainen tunnistamisongelma; kykenemmeko me erottamaan ava-
ruuden F pisteitéd jatkuvilla lineaarisilla funktionaaleilla? Yleisemmin, minké-
laiset konveksit joukot voidaan "separoida” toisistaan duaalin E* alkioilla?

Hahn-Banachin lauseet antavat nédihin ongelmiin vastauksen. Tulos on var-
sin syvillinen, ja se on tietyssd mielessd ekvivalentti valinta-aksiomin kanssa
(Zornin lemman valitykselld).

Aloitamme todistuksen seuraavalla aputuloksella, jota voi ajatella erdénlai-
sena induktioaskeleena, silla todistuksessa myohemmin kdyttoon tuleva Zornin

lemma on myos ekvivalentti ns. transfiniittisen induktion kanssa.

9.8. Lemma. Olkoon E vektoriavaruus, jonka skalaarikuntana on R. Olkoon

M C FE aito vektorialiavaruus, p seminormi avaruudessa E ja f sellainen
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lineaarinen funktionaali M — R, ettd |f(u)| < p(u) aina, kun v € M. Jos
z € E\M ja My = M @ span(z), niin tdlloin on olemassa sellainen lineaarinen
funktionaali fi: My — R, ettd fi(u) = f(u) jokaisellaw € M ja | f1(w)| < p(w)
katkilla w € M.

Todistus. Jos x,y € M, niin
f@) = fy) = fle—y) <ple—y) <plz+2) +p(-y - 2)
=p(z+2) +p(y + 2).
Siispé
—p(y +2) — f(y) < p(z +2) — f(2),
kaikilla x,y € M. Koska edellisen arvion oikea puoli ei riipu muuttujasta vy,
niin

sgﬂl;(—p(y +2) = f(y) <plz+2) - f(z)

ja edelleen, koska edellisen arvion vasen puoli ei riipu muuttujasta x, niin

sgﬂg(—p(y +2) = fly)) < inf (p(z +2) — f(2))

Téasta voimme péadtelld, ettd on olemassa sellainen vakio ¢ € R, etté

(9.9) —ply+2)— fly) <c<plr+2)— f(z)

kaikilla z,y € M.

Vakion c avulla saamme nyt laajennuksen méériteltyd avaruuteen M. Jos
w € M; = M @ span(z), niin w = u + Az, missd u € M ja A € R ovat
yksikésitteiset (tarkistal). Madritelldén fi: M; — R asettamalla

filw) = filu+A2) = f(u) + Ac,

missé ¢ on epdyhtéloparissa (9.9) esiintyvé vakio. (Erityisesti siis f1(z) = ¢ kun
valitaan u = 0 ja A = 1.) Téllsin f; € (M) ja fi(u) = f(u) jokaisella u € M.

Viitdmme, ettd |fi(w)| < p(w) kaikilla w € W;. Tapaus A = 0 on selvi,
koska |f| < p aliavaruudessa M. Olkoon siis A # 0. Epédyhtéloparista (9.9)

seuraa valitsemalla z =y = A\"lu € M, etti

P\ tut2) = f(V) S e < p(A Mt 2) = F(A ),
kun v € M ja siis

~ Pl A = ) S e € pu e 3) - ()

miké on yhtapitava epayhtaloparin

1 1
(9.10) —Wp(w) Se+fw) < Wp(w)
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kanssa. Koska w = u + Az, niin
1 1 1
c+ Xf(u) = X(f(u) + Ac) = Xfl(w)>

ja havaitaan, ettd epayhtalopari (9.10) voidaan kirjoittaa muodossa
1 1 1
—WP(UJ) < Sh(w) < Wp(w) = [fi(w)] < p(w).

Tama osoittaa viitteen. O

Lemma 9.8 ilmaisee siis sen, ettd seminormin majoroima vektorialiavaruuden
lineaarimuoto voidaan jatkaa samanlaiseksi muodoksi yhté dimensiota laajem-
paan avaruuteen. Seuraavaksi osoitetaan, ettd se voidaan jatkaa koko avaruu-
teen. Tahédn tarkoitukseen kédytetaan Zornin lemmaa (kts. Viisild: Topologia
I, Liite, ss. 170-173).

9.11. Lause (Hahn-Banach). Olkoon E R-vektoriavaruus, M sen vektoriali-
avaruus, p seminormi avaruudessa E ja f sellainen lineaarinen funktionaali
M — R, ettd |f(u)] < p(u), kun u € M. Tdlloin on olemassa sellainen lineaa-
rinen funktionaali g: E — R, ettd g(u) = f(u), kun v € M ja |g(x)| < p(z),
kun x € E.

Todistus. Todistuksen alkuun tarvitsemme hieman merkintéja. Kun Ny C N,
on kaksi avaruuden E vektorialiavaruutta, hy € L(Ny,R) ja hy € L(N3,R),

niin merkitsemme
hy < hy <= ha(x) = hi(x), kaikilla x € Nj.
Kun N D M on avaruuden E vektorialiavaruus, niin asetamme
Fy={heL(N,R): f=<h, ja|h(z)| < p(x) kaikilla z € N }.
Téamén jalkeen merkitsemme vielé
F = U{ Zn : N on avaruuden E aliavaruus ja N D M }.

Talloin f € Fy C F, joten F # (). Edelleen havaitsemme, ettd (%, <)
muodostaa osittain jirjestetyn joukon. (Siis h < h kaikilla h € %, ja aina jos
hy < hgy seké hg < hs, niin hy < hs.)
Olkoon
G={he€Zy i€}
jokin joukon .Z tiysin jarjestetty osajoukko. Tamé tarkoittaa sitd, ettd jos
h,g € ¢4, niin h < g tai g < h. Nyt yhdiste

N:UM

1€l
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on avaruuden E vektorialiavaruus, kuten helposti huomataan sen perusteella,
ettd ¢ on téysin jarjestetty. Voimme méaéritelld lineaarimuodon k € L(N,R)
asettamalla

k(x) = hy(x), kunz € N,

mikéd on hyvin mééritelty, silld jos € N; N N;, niin tallin h;(x) = h;(z).
Kuvauksen k£ lineaarisuus seuraa jélleen vélittomésti siitéd, ettd & on tdysin
jarjestetty. Suoraan kuvauksen k méaéritelmén seuraa, ettd k € % ja h; < k
kaikilla 7+ € Z. Toisin sanoen k on joukon ¥ yliraja.

Zornin lemman (kts. Appendix tai Topologia IT) nojalla joukossa .# on siten
(ainakin yksi) maksimaalinen alkio g: W — R. (Maksimaalisuus tarkoittaa
téssd, ettd jos g < h ja h € %, niin h = g.) Koska g € .#, niin g(z) = f(x)
kaikilla z € M ja |g(w)| < p(w) kaikilla w € W.

Viite. Kuvaus ¢ on etsitty lineaarinen funktionaali, eli W = E.

Vastaoletus: W # E, jolloin on olemassa z € E \ W. Lemman 9.8 nojalla
16ytyy sellainen lineaarimuoto g, : Wiy = W @ span (z) — R, ettéd g(x) = g1(x)
kun x € W ja liséksi |g(z)| < p(z) kaikilla x € W;. Todistuksen merkintojen
mukaan tdmé tarkoittaa, ettd g1 € Fy, ja g < ¢p. Siispd g1 € %, mutta
g # g1, joten saadaan ristiriita ettei g olekaan maksimaalinen alkio. [

Lauseen 9.11 perustyyppi on ensimméisen kerran esiintynyt (hieman rajoite-
tummassa muodossa) erdédssé Hans Hahnin julkaisussa vuonna 1927, ja hiukan
Lausetta 9.11 yleisemmésséd muodossa Stefan Banachilla vuodelta 1929. Néissa
on oleellista se, ettd E on reaalinen vektoriavaruus. Tamén lauseen yleistivét
kompleksiseen avaruuteen vuonna 1938 samanaikaisesti Yhdysvalloissa Boh-
nenblust ja Sobczyk, sekd Neuvostoliitossa Suhomlinov.

Olkoon E kompleksinen vektoriavaruus. Koska R on kompleksilukujen C
alikunta, on siis tulo Ax maéaéritelty, kun A € R ja x € E, joten E voidaan
luonnollisella tavalla varustaa myos R-vektoriavaruuden struktuurilla. Merkit-
semme F,:114 avaruutta F tulkittuna reaaliseksi vektoriavaruudeksi.

Olkoon f (C-)lineaarinen funktionaali £ — C, eli f € ET. Merkitsemme

f(@) = filz) +ifo(z), kunz € E,

missé reaali- ja imaginaariosat
1 S 1 S
file) =5 (f(2) + f(2)) € R, folw) = o-(f(x) = flz)) €R
kun x € E. Siispé fi, fo ovat R-lineaarisia kuvauksia F, — R. Koska f(ix) =
if(x), kun x € E, niin

fliz) = filiz) +ifolic) = i(f1(z) +if2(2)) = ifi(z) — fol2).
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Tasté seuraa, etté

filiz) = Re (f(iz)) = Re (ifi(z) — fa(2)) = —fal),

eli fo(x) = —fi(ix), joten saamme esityksen
(9.12) f(x) = fi(z) —ifi(iz),
kun z € E.

Kiintien, jos f; on lineaarinen funktionaali B, — R, eli f; € (E,)', niin

asetamme
flx)= fi(z) —ifi(iz), x€E.
Siis f on kuvaus E — C. Koska fi(z +y) = fi(z) + fi(y), niin vélittomasti

toteamme kuvauksen f méadritelmén nojalla, ettd f(x+y) = f(z)+ f(y) kaikilla
x,y € F. Jos x € E, niin

fliz) = fi(ix) —ifi(—x) = filiz) + ifi(2) = i(f(2) — ifi(iz) = if (2).

Olkoon nyt ¢ = a + b € C, missd a,b € R, ja olkoon x € E. Edelld tehtyjen
havaintojen nojalla on t&lléin

Flex) = f((a+ib)a) = flaz)+ f(ibe) = af(x)+if (br) = (a+ib) f(x) = cf ().

Siis f on (C-)lineaarinen funktionaali £ — C, eli f € ET.
Olemme siten todistaneet, etts algebrallisen duaalin E alkiot ovat tismal-

leen ne kuvaukset f: E' — C, jotka voidaan esittdd muodossa

f(x) = filx) —ifi(iz), =€ E,

misséd f; on R-lineaarinen funktionaali F, — R.
Tamén avulla voimme nyt osoittaa kompleksisen version Hahn-Banachin

lauseesta.

9.13. Lause (Bohnenblust-Sobczyk—Suhomlinov). Olkoon E wvektoriavaruus,
jonka skalaarikuntana on K, missd K = R tai K = C. Olkoon M avaruuden
E wvektorialiavaruus, p seminormi avaruudessa E ja [ sellainen lineaarinen
funktionaali M — K, ettd |f(u)| < p(u), kun v € M. Tdlléin on olemassa
sellainen lineaarinen funktionaali g: E — K, ettd g(u) = f(u), kun u € M, ja
lg(x)| < p(x) kaikilla z € E.

Todistus. Tapaus K = R on sama kuin Lause 9.11. Tapaus K = C palautetaan
reaaliselle versiolle 9.11 seuraavasti.

Nimittain, kompleksisessa tapauksessa

(9.14) f(u) = fi(u) —ifi(iu),
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kun v € M, missd f; on R-lineaarimuoto M, — R. Koska reaaliosa

niin

(If @)+ [f(@)]) = |f(2)] < p(z)

N | —

@)l = 17 + T <

kaikilla x € M.

Hahn—Banachin lauseen 9.11 nojalla on siis olemassa sellainen R-lineaarinen
muoto (eli funktionaali) ¢g;: £ — R, ettd ¢1(u) = fi(u), kun v € M, ja
lg1(z)| < p(x) kaikilla z € E,. Asetamme:

(9.15) 9(z) = gi(r) —igi(ix),

kun z € E. Télloin g on lineaarimuoto £ — C ja

9(u) = g1(u) —igi(iv) = fi(w) —ifi(iu) = f(u)

kaikilla v € M.
On lopuksi osoitettava, ettd |g(z)| < p(z) jokaisella z € E. Olkoon x € E

annettu. Télloin on olemassa sellainen A € C, ettd |A| =1 ja

l9(x)| = Ag(x).

Kuvaus g on C-lineaarinen, joten g(Az) = Ag(z) = |g(x)| > 0, jolloin kuvauk-
sen g maaritelmén (9.15) nojalla

9(A\z) = g1(Az).

Koska |A| = 1, niin edellisen perusteella siis
l9(@)[ = [Allg(2)| = [Ag(2)] = lg(Az)| = [91(Az)| < p(Ax) = [Alp(x) = p().
Néin ollen g tayttda vaaditut ehdot. 0

9.16. Huomautus. Myos Lausetta 9.13 sanotaan usein Hahn—Banachin lauseek-
si, samoin kuin esimerkiksi seuraavaa lausetta (Lause 9.17), jota voidaan pitda

Lauseen 9.13 seurauslauseena.

Seuraavaksi sovellamme edelld olleita lauseita erilaisten jatkuvien lineaaris-
ten funktionaalien rakentamiseen normiavaruuksissa tai Banachin avaruuksis-

sa.

9.17. Lause (Hahn-Banach). Olkoon E normiavaruus, M sen vektorialiava-
ruus ja u* € M* jatkuva lineaarinen funktionaali. Talldin on olemassa sellai-

nen x* € E*, etti (u, ") = (u, u*), kunu € M, ja || z*| = || u*].
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Todistus. Mééaritelladn (semi)normi p avaruudessa E asettamalla

p(x) = [l [lu" |,
kun z € E. Télloin
[(w, ) < [lull [ u® [} = p(w),
kun u € M jasiis Lauseen 9.13 nojalla on olemassa sellainen lineaarinen kuvaus
" € BT ettid (u, 2*) = (u, u*), kun u € M ja
[z, 2")] <p(x) = ||z | [|u" |
kaikilla z € E. Siispd x* on jatkuva, eli z* € E*, ja || z* || < || u* ||. Toisaalta,
[u* | = sup{ [(w, u)[: lul| <1, we M}
=sup{ [(u, 2")|: [Jull <1, ue M}
<sup{ [(z,2")|: [[z]| <1, z e B} =",
joten itse asiassa || z* || = || u* |. O

Lauseen 9.17 mukaan siis normiavaruuden vektorialiavaruuden jatkuva line-
aarimuoto voidaan jatkaa koko avaruuden jatkuvaksi lineaarimuodoksi siten, et-
td sen normi séilyy muuttumattomana (miké on erityisen hyodyllistd). Lauseen
9.17 avulla voidaan esimerkiksi tuottaa jatkuva funktionaali, joka "laajentaa”

suppenevien jonojen raja-arvon késitetta kaikille rajoitetuille jonoille.

9.18. Esimerkki. On olemassa sellainen jatkuva lineaarinen z*: £ — R, ettd

l*[] =1 ja
" (z) = klim xy, kaikilla = (z4)ken € ¢,
—00
missié ¢ = { = (zx) : limy x; olemassa} on suppenevien jonojen avaruus.
(Tassd ¢ C £ on suljettu vektorialiavaruus sup-normin || - ||« suhteen, vrt.
Lause 3.19).

Todistus. Asetetaan
((x) = lim xy
k—o00
kun x = (x;) € ¢. Raja-arvon perusominaisuuksista seuraa, ettd £: ¢ — R on
lineaarinen. Liséksi

[(x)] = |,}i_{£10$k| < limsup [zx| < sup |zx| = [[7]

k—00 k
kaikilla * = (z1) € ¢, joten ¢ on jatkuva ja ||¢]| < 1. Liséksi, koska ¢(1) = 1,
missda 1 = (1,1,...), niin ||¢|| = 1.

Hahn-Banachin lauseen (version 9.17) nojalla on olemassa sellainen jatkuva
lineaarinen funktionaali x* € (£°)*, ettd ||z*| = ||¢]] = 1, ja

¥ (x) =L(x) = kh—%loxk’ kun z = (xy) € c.
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Seuraava tulos jatkaa Lauseen 9.17 teemoja.

9.19. Lause. Olkoon M normiavaruuden E vektorialiavaruus, ja xg € E sellai-
nen vektori, ettd d = dist(xg, M) > 0. Tdlloin on olemassa sellainen x* € F,
etti x*(M) = {0}, (xo, 2*) =d ja || x*| = 1.

Todistus. Merkitaan W = M @ span (xg). Jos z € W, niin 2z = u + Az, missi
u € M ja A € K ovat yksikésitteisid. Asetetaan (z, z*) = Ad. Télloin 2* on
lineaarinen muoto W — K, eli z* € W'. Jos u = 0 ja A = 1, niin saadaan
(xg, z*) =d. Jos A =0, niin (z, 2z*) = 0 kaikilla z € M, joten z*(M) = {0}.
Oletamme seuraavassa, ettd A £ 0. Talloin

% u
(2, 2} = d] < A 5+ 20| = Il Ao || = 1 211

sillda d < ||A"'u + o], koska A"lu € M. Piittelemme, ettd z* € W* ja
|2 <1,

Tarkistetaan seuraavaksi, ettd itse asiassa || 2*| = 1. Tata varten olkoon
e > 0 mielivaltainen. Koska d = inf{ || xo—u|| : w € M }, niin 16ytyy sellainen
ue€ M, ettd ||zg —ul|| < d+e. Nyt

(2o —u, 2%)| = [(20, 2")| = d,
joten normitetulle vektorille II§2:ZH pétee

120 = sup{ [, )]s we W, Juf <1} > {2t =)

2o —ull
d d 3
|zo —ul| =~ d+e d+e

Téstd padttelemme, ettéd || z* || > 1. Nyt voimme soveltaa Lausetta 9.17, jo-
ka takaa sellainen jatkuvan lineaarifunktionaalin z* € E* olemassaolon, jolle
(z,2*)y=(x,2z*), kan x € W ja || z*|| = || 2*||. Télloin siis *(M) = {0},
(o, 2") = (w0, 2") =djalz"|| =1 .

9.20. Seuraus. Jos xg # 0 on normiavaruuden E vektori, niin on olemassa
sellainen jatkuva lineaarinen funktionaali x* € E*, etti (xo, %) = | x0]| ja
[z* || = 1.

Todistus. Jos M = {0}, niin dist(zg, M) = || z¢ ||. Viite seuraa siten vilitts-
méisti Lauseesta 9.19. 0J

Seuraava "duaalikaava” normin laskemiseksi on usein hyodyllinen.
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9.21. Seuraus. Jos E on normiavaruus ja x € E, niin
(9.22) |z =max{ [(z, 2")|: " € E7, [[z"]| <1}

FErityisesti, jos x € E on sellainen vektori, etti (x, z*) = 0 kaikilla * € E*,

niin z = 0.
Todistus. Jos || z* || < 1, niin
[z, 2) < =" < =],

joten

sup |(z,2%)] < [l ||
[z [I<1

Voidaan olettaa, ettd = # 0, koska kaava (9.22) on ilmeinen kun z = 0. Télléin

Seurauksen 9.20 nojalla on olemassa sellainen x* € E*, etta
[z, 2) =z Ja [lz*] =1,

joten ||z || < max |(z, z*)|.
Jos nyt (z, *) = 0 kaikilla 2* € E*, niin normikaavasta (9.22) seuraa, etté
|lz|| = 0, eli siis z = 0. O

9.23. Lause. Olkoon M normiavaruuden E vektorialiavaruus. Tdlloin M on
tihed avaruudessa E, eli M = E, silloin ja vain silloin kun avaruudella M on

seuraava ominaisuus: Jos v* € E* ja x*(M) = {0}, niin z* = 0.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd M = E. Jos tilloin o*(M) = {0}, niin M C
Ker (z*) ja siis E = M C Ker (z*). Tallsin £ = Ker (2*), eli 2* = 0.
Oletetaan kasntiden, ettd M # E. Talloin 16ytyy sellainen vektori zy € F,
etti dist(zg, M) = dist(zg, M) > 0. Lauseen 9.19 nojalla olemassa sellainen
r* € B, ettd x*(M) = {0} ja || z* || = 1, (jolloin toki z* # 0). Siis avaruudella
M ei ole viitteen ominaisuutta. (Erityisesti, jos avaruudella M on viitteen
ominaisuus, niin vilttamitta M = E.) O

Lisdtietoja. Olkoon E R-kertoiminen vektoriavaruus sekd K C E suljettu ja
konveksi osajoukko (K # @). Olkoon zy € E vektori, jolle zo ¢ K. T#lloin on
olemassa sellainen jatkuva lineaarinen funktionaali z* € E*, etta

(o, 27) > sup (z,z")
zeK

Tama geometrinen Hahn-Banachin separaatiolause on vahvempi versio Lausees-
ta 9.13, ja se on varsin hyddyllinen monissa yhteyksissd. Todistus kuitenkin

sivuutetaan télld kurssilla. (kts. esim. Werner: Funktionalanalysis, luku II1.2).
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BILINEAARIMUODOT JA LAX—MILGRAMIN LAUSE

Fréchet—Rieszin lauseen sovelluksena todistamme Lax—Milgramin lauseen,
jota voi soveltaa differentiaaliyhtéloihin. Lause koskee Hilbertin avaruuksien

jatkuvia bilineaarimuotoja.

9.24. Maaritelmé. Olkoon E, F' ja G vektoriavaruuksia. Sanomme, etta ku-
vaus B: E X ' — G on bilineaarinen, jos = +— B(x,y) on lineaarinen jokaisella
y € F jay+— B(z,y) on lineaarinen jokaisella x € E.

My®6s bilineaarikuvauksille jatkuvuus on sama kuin rajoittuneisuus (vrt. 2.30).

9.25. Lause. Olkoon E, F ja G normiavaruuksia. Tdlloin bilineaarinen kuvaus

B: E x F — G on jatkuva jos ja vain jos on olemassa sellainen M < oo, ettd

1Bz, y) | < Mz l[ly[| kaikilla (z,y) € E < F.

Sanomme edellé, ettd bilineaarikuvaus B on rajoitettu. Laskujen helpottami-

seksi varustetaan tuloavaruus £ x F normilla
| (z,y) | = max(||z ||, |y []), kun (z,y) € Ex F.

(Helposti nahdéén, etté || (z,y) || on ekvivalentti aikaisemmin kdytetyn normin
(@)= llz | + |y [| kanssa.)

Todistus. (Jatkossa tarvitaan Lauseesta 9.25 ainoastaan implikaatio "=-", joten
jatetddn kddnteinen suunta vapaaksi HT:ksi). Jos B on jatkuva F x F — G,
niin erityisesti B on jatkuva origossa (0, 0). Tilléin on olemassa sellainen r > 0,
ettii || B(z,y) || < 1 aina kun | (z,y) || = max(|| 2]}, | y ) < r-

Olkoon nyt (z,y) € E x F mielivaltainen pistepari. Voidaan olettaa, etta
r # 0 jay # 0 (nimittiin, selviisti B(x,y) = 0 jos z = 0 tai y = 0). Télléin

||(rﬁ, rﬁ)” = r, joten kuvauksen B bilineaarisuudesta seuraa, etti
Lo B ) = B )
P = z,y)||-
22 I 72 R (| (N2
Siis [|B(z,y)|| <7 2|z || || y| kaikilla (x,y) € E x F. O

Fréchet—Rieszin lauseen avulla voimme nyt karakterisoida Hilbertin avaruuk-
sien jatkuvat bilineaarimuodot, eli jatkuvat bilineaarikuvaukset joiden maali-

avaruutena on K.

9.26. Seuraus. Olkoon E R-kertoiminen Hilbertin avaruus ja B: F x E— R

bilineaarinen ja jatkuva. Silloin on olemassa yksikdsitteinen T € L (F), jolle

B(xz,y) = (x|Ty) jokaisella z,y € E.
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Todistus. Jos y € E, niin kuvaus By: z — B(z,y) on jatkuva ja lineaarinen,
eli B, € E*. Fréchet-Rieszin lauseen 9.7 nojalla on olemassa sellainen yksikd-
sitteinen alkio T'(y) € E, etté

By(z) = B(z,y) = (x| T(y)) jokaisella z € E.

Yksikésitteisyyden nojalla kuvaus T': y +— T'(y) on lineaarinen (tarkistal!). Se
on myos jatkuva: koska B on jatkuva, niin Lauseen 9.25 perustella on olemassa
M < oo, jolle

| Ty|*> = (Ty|Ty) =By, Ty) < M|l y||| Ty|l, kuny € E.

Tasta | Ty || < M|y || jokaisella y € E. O

9.27. Maaritelmaia. Jos E on reaalinen Hilbertin avaruus, niin sanomme, etta
bilineaarimuoto B: E x E — R on koersiivinen, jos 16ytyy sellainen C' > 0,
ettd B(x,z) > C| x ||* jokaisella x € E.

9.28. Lause (Lax—Milgram). Olkoon B jatkuva, koersiivinen bilineaarimuoto
Hilbertin avaruudessa E. Jos w € E*, niin on olemassa sellainen yksikdsittei-

nen u € E, ettd
(9.29) B(z,u) = {(x,w) jokaisella x € E.

Todistus. Olkoon w € E*. Fréchet—Rieszin lauseen 9.7 nojalla on olemassa sel-
lainen yksikésitteinen v € FE, jolle (z,w) = (x|v) jokaisella z € E. Seu-
rauslauseen 9.26 mukaan l6yddmme operaattorin T' € Z(F), jolle B(z,y) =
(x| Ty) jokaisella x,y € E.

Viite. T" on bijektio.

Nimittéin, jos x € E, niin koersiivisuuden ja Cauchy-Schwarzin nojalla
Cllz))* < B(z,2) = (2| Tz) < ||z|| - | T,

joten ||[Tz|| > C||z||, missé vakio C' > 0. Néin T on alhaalta rajoitettu, joten
T on injektio ja kuva Im(T) C E on suljettu (vrt. HT 4:3). Lisédksi, jos z €
(Im(T))*, niin oletuksen perusteella

0= (z|Tz)=B(z,z) > Cz|
joten x = 0. Néin Im(T) = E, eli T on surjektio. Valitaan nyt u = T~ v, jolloin
B(z,u) = (x|v) = (x, w) kaikilla z € F, joten ehto (9.29) on voimassa.
Jos my6s u; € E toteuttaa ehdon (9.29), niin alkion v yksikésitteisyyden
nojalla
(z|Tuy) = B(x,u) ={(z,w)=(z|v)=(z|Tu)
jokaisella x € E. Talloin T'w = Tuy, ja koska T' on bijektio, niin u = ;. O
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9.30. Huomautus. (1) Fréchet-Rieszin esityslause on Lax-Milgramin lauseen
“erikoistapaus”, missé bilineaarinen muoto B : E x E — R on B(z,y) = (x|y),
kun (z,y) € E x E, eli avaruuden FE sisatulo.

(2) Lax-Milgramin lauseella on my6s kompleksinen versio. Jos Hilbertin ava-
ruuden E skalaarikunta on C, niin oletetaan, ettd B : E x £ — C on jatkuva,
x — B(z,y) on lineaarinen kaikilla y € E, y — B(z,y) on liittolineaarinen

kaikilla x € FE, seké sen reaaliosa toteuttaa
Re B(z,z) > C| z|? kaikillaz € E
jollakin vakiolla C' > 0. Todistus kompleksisessa tapauksessa on samanlainen

kuin Lauseen 9.28 todistus.

Huom.: sivujen 154 - 156 SL-sovellusta ei luennoitu 2008

Sovellamme Lax—Milgramin lausetta seuraavan epidhomogeeniseen Sturmin—
Liouvillen ongelmaan (vertaa luvun 5 homogeenisen Sturmin - Liouvillen on-
gelman késittelyd, missi f = 0, seké liséiksi ¢(z) > 6 > 0 kaikilla z € [0,1])

—(pu) +qu=f, kunx € (0,1
(SL") (pu') + qu = f (0,1)
u(0) =0,u(l) =0,

missd p € C1(0,1), ¢ € C(0,1), f € L?(0,1) ovat annettuja ja p(x) > § > 0
ja q(r) > 0. Muistutamme, ettd H3(0,1) = { f € H'(0,1): f(0) = f(1) =
0 } on Sobolevin avaruuden H'(0, 1) suljettu vektorialiavaruus. Tarvitsemme

seuraavan aputuloksen

9.31. Lemma (Poincarén epiyhtils). On olemassa vakio C' > 0, jolle
|l < ClF ez,
kaikilla f € Hg(0,1).

Todistus. Jos f € H}(0,1), niin Lauseen 5.21 sivulla 93 nojalla melkein kaikilla

x € [0,1] on voimassa
f@] = 15@) = 01 = | [ £O @] <17 I,
0
mista seuraa, ettd || f |l < || f'|]1. Holderin epdyhtdlon nojalla siis

LAIE < T ool e < SR llz < SN2l F e,

joten || fll2 < || f|l2- Viite seuraa nyt avaruuden H'(0,1) normin mééiritel-

masta. ]

9.32. Lause. Tehtivilld (SL’) on yksikdisitteinen heikko ratkaisu u € H(0,1).
Jos f € C(0,1), onu € C*(0,1) ja se on tehtivin (SL’) klassinen ratkaisu.
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Heikko ratkaisu tarkoittaa téssd funktiota u € Hj(0,1), jolle

(9.33) Ammmw<wa> M—/f
jokaisella ¢ € 2(0,1).

Todistus. (1) Kuten luvussa 5 ndemme, ettd jokainen tehtdvan (SL’) klassinen
ratkaisu on myos heikko ratkaisu.
(2) Maéritelldan Hilbertin avaruudessa E := (H;(0,1), | - ||m10,1) bilineaari-

muoto .
Buo) = [ lpap @) (a) + g(a)u(oo(o)] do,
0
Koska p,q € C(0,1), niin ||pllee< M ja || ¢|leo< M jollakin M < oo. Siispé
Holderin epéyhtélon avulla saamme

uv|<M/ [/ ()0 ()] + [u(z)v(@)] [de < Clluflm v llae,

joten B on jatkuva. Poincarén epéayhtalon seurauksena B on my0s koersiivinen,

silla
1 1
nw;<cwwp=o/'uﬂmsw*/pmwm%x
0

< 0™ / )2+ q(z)u(z)*] dr = C5 ' B(u,u).

Edelld kdytimme hyviksi oletusta p(x) > 0 ja ¢(x) > 0.
(3) Loydamme tehtédvian (SL’) heikon ratkaisun nyt seuraavasti: Koska f €
L*(0,1) on lineaarikuvaus

M@z%w@ﬂ@w

jatkuva £ — R, joten w € E*. Lax—Milgramin lauseen nojalla (koska B to-
teuttaa Lax—Milgramin lauseen ehdot kohdan (2) perusteella) 16yddmme yksi-

kéasitteisen funktion u € F, jolle

B(%u)Z/O [p(2)¢ (2)u(x) + q(z)p(z)o(x)] dﬂﬁzw(so):/o () f(x) de

jokaisella ¢ € E. Madritelmén (9.33) nojalla tdmé on tehtédvan (SL’) yksikéa-
sitteinen heikko ratkaisu (silla 2(0,1) C E).
(4) Voidaan osoittaa, kuten luvussa 5, ettd u € C?(0,1) jos f € C(0,1). O

Huomautamme vield, ettd yleisempi tehtava

—(pu) +rv'+qu=f, kunz € (0,1)
w(0) = 0, u(1) = 0,



156 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI

missd p, q ja f ovat kuten edelld ja r € C(0,1), palautuu tehtavddn (SL’)
kertomalla ylempi yhtélo funktiolla

C(m)zexp(—/mwdt>

p(t)
ja kdyttamalla identiteettid ('p + (r = 0. (Katso Brezis, VIII. 4, misté 16ytyy

my6s muita Lax—Milgramin lauseen sovelluksia).

BiDuAALI

9.34. Mé#ritelmi. Jos E on normiavaruus, niin £** := (E*)* on avaruuden
E biduaali.

Tieddmme, ettd normiavaruuden E biduaali on aina Banachin avaruus. Ol-
koon x € FE kiinted ja tarkastellaan sen méardamasa kuvausta J,: E* — K,
missa

Jo(2*) = (z,2%), x* € E".
Havaitsemme, ettd J, € (E*)*: kuvaus J, on lineaarinen, silla
Jo(ar*+0y") = (x, ar* + fy" ) = oz, 2°)Y+ 8(x, y*) = at,(2*) + BJ.(v"),
kun z*,y* € E* ja a, f € K. Edelleen
[ Ja(2?)] = [(z, )| < |z || 2"]], 2" € E7,

joten J, on myos jatkuva E* — K.

Siispa J, € E** jokaisella x € FE, missé J, riippuu vektorista x € E. Mer-
kitsemme nédin muodostunutta kuvausta J: £ — E** eli Jr = J, kun x € E.
(Joskus kiytetddn téstda kuvauksesta merkintd Jg selvyyden vuoksi.) Kuvauk-

sen J madrittelee siis ehto
(", Jx)=(x,z"), wze€Ez"ecFE"
Sanomme, ettd J on kanoninen kuvaus £ — E**.

9.35. Lause. Jos E on normiavaruus, niin kanoninen kuvaus J: E — E** on

lineaarinen isometria.
Todistus. Olkoon x,y € E, o, 8 € K ja x* € E*. Télloin
(2%, J(az+ By)) = (az+ By, 2*) = alz, 2") + By, z")
=a(x", Jx)+ p(z", Jy),
joten J(ax + By) = aJx + BJy. Lisdksi normin duaalikaavan (Seuraus 9.21)

nojalla

[Jz]| = sup [{z", Jo)| = sup [(z,2")] = [l]

r*€Bpx* r*€Bpx*
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kaikilla z € E, joten J on isometria. (Edelld Bg« = {z* € E* : ||2*]| < 1} on
duaalin E* suljettu yksikkopallo.) O

Koska E** on Banachin avaruus, niin lauseen 9.35 mukaan J(E) C E*™* on
vektorialiavaruus, joka on isometrisesti isomorfinen avaruuden E kanssa. Nyt
jos E on Banachin avaruus, niin J(F) on suljettu. Jos E ei ole tdydellinen,
ei myoskédn J(E) ole suljettu. (Kuitenkin voimme puhua vektorialiavaruuden
J(E) sulkeumasta avaruudessa E**. Sanommekin, ettd Banachin avaruus J(E)
on avaruuden F tdydentymd ja merkitsemme E = m Jokaiselle normiava-
ruudelle F siis 16ytyy Banachin avaruus F' (esimerkiksi F' = E) ja sellainen line-
aarinen isometria 7': £ — F, ettd T(F) C F on tihed. Voidaan my6s osoittaa,
ettd jokainen téllainen F' on itse asiassa lineaarisesti isometrinen tdydentyman
E kanssa.)

Voidaan kysyé onko aina J(F) = E**7 Tdmai johtaa seuraavaan késitteeseen.
9.36. Méaéritelmé. Normiavaruus E on refleksiivinen, jos J(E) = E**.

Refleksiivisyyden méaéritelméssé kanonisen upotuksen J : £ — E** rooli on
keskeinen: on nimittédin olemassa ei-refleksiivinen Banachin avaruus F jolle E
ja E** ovat lineaarisesti isomorfisia (eli on olemassa lineaarinen isomorfismi
U:FE — E™).

Koska edelld E** on aina Banachin avaruus, niin valttdmaton ehto refleksii-
visyydelle on, ettd F on Banachin avaruus. Jos E on refleksiivinen, niin E ja

E* ovat toisiinsa ndhden symmetrisessé asemassa.

9.37. Esimerkki. (1) Jokainen &érellisulotteinen normiavaruus on refleksiivi-
nen: tillsin on nimittidin £* = ET ja siten dim (E) = dim (E*) = dim (E**).
Télloin J on bijektio.
(2) Jos 1 < p < oo, niin 7 on refleksiivinen: (/P)* = (7 missd ¢ on p:n
duaalieksponentti (1/p +1/q = 1), ja

(z,y") = Zxkyka

keN

kun x = (x) € P, y* = (y,) € ¢9. Siis J : # — (P)* = (P on identtinen
kuvaus.

(3) Vastaavasti, jos  C R™ on mitallinen, niin voidaan osoittaa, ettéd L?(Q)* =

L4(Q2). Dualiteetilla on luonnollinen esitys

(f.g)= / F()g(t)dp

missd [ € LP(Q), g € LI(Q)). Téasta seuraa, ettd LP(2) on refleksiivinen jos
1 <p<oo.
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(4) Voidaan osoittaa, ettd seuraavat avaruudet eivdt ole refleksiivisii: cq, ¢, €%,
>, C(0,1), L'(Q) ja L=(Q).

(5) Olkoon FE Hilbertin avaruus, x € F ja z € E. Jos merkitsemme f,(z) =
(z|z), niin Fréchet—Rieszin lauseen mukaan kuvaus p : x — f, on liittolineaa-
rinen isometrinen bijektio £/ — E*. Té&lloin £* on Hilbertin avaruus sisdtulon

(p(x)|ply) = (ylz), z,y€E

suhteen (tarkista!). Olkoon 7 : E* — FE** Fréchet-Rieszin lauseen antama
liittolineaarinen isometrinen bijektio. Télloin kanoninen kuvaus J = 70op, joten
J on bijektio. Siis jokainen Hilbertin avaruus on refleksiivinen. (Separoituvan
Hilbertin avaruuden tapauksessa tamé tulos siséltyy jo esimerkkiin (2).)

(6) Jos E on refleksiivinen avaruus ja M on avaruuden FE suljettu vektoriali-

avaruus, niin M on refleksiivinen (Pettisin lause; kts. esim. Taylor, s. 192)

TRANSPOOSI

Olkoot F ja F normiavaruuksia, joilla on skalaarikuntana K. Olkoon T €
Z(E, F) jatkuva lineaarinen operaattori. Jos funktionaali y* € F™*, niin yhdis-
tetty kuvaus y*oT' : E — K on jatkuva lineaarinen funktionaali, eli y*oT € E*.
Merkitdan

T (y*):=y"oT, y*€F".
Télloin siis
(T (y")(x) = (y" o T)(x) = y"(Tx), eli (z,T°(y")) = (T, y"),
kun z € F ja y* € F*. Kuvausdiagrammina tdmé néyttdd seuraavalta (vrt.
Vektoriavaruudet, luku 12, §76).

E
T*

T

F
NS
K

Pitden funktionaalia y* € F* muuttujana toteamme, ettd ehto y* — T™(y*)

maarittelee kuvauksen 7*: ™ — E*.

9.38. Maaritelmé. Edelld konstruoitua kuvausta T: F* — E* sanotaan ope-

raattorin T (topologiseksi) transpoosiksi (tai adjungaatiksi).

9.39. Lause. Olkoot E, F normiavaruuksia ja T € L(E, F). Talloin transpoosi
T* € L(F*, E*) on jatkuva lineaarinen operaattori ja || T*| = || T ||.
Todistus. T* on lineaarinen: Olkoot y*, z* € F*, a, 3 € K sekd x € E. Talloin
(o, T*(ay" + ")) = (Te, oy’ + B2") = o{Txr, ") + B(Tar, 2°)
=alx, Ty )+ 0(x, T"2") = (x, T y" + T72".)
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Siis T*(ay* + Bz*) = oT*y* + T*2* kuvauksina £ — K.
T* on jatkuva: Olkoot y* € F* ja x € E. Talloin

[z, Ty )| = (T, g ) < ly* [ T [ < [Ty (1] ]

joten

IT*y" | = sup [Cx, Ty < (I Ty [l, y" € F"

LL’EBE
Erityisesti 7™ on jatkuva lineaarioperaattori F* — E*, ja Lauseen 8.2 sivul-

la 125 sekd Lemman 8.9 sivulla 128 nojalla

1Tl = sup [T || <[ T].

y*EBp*

Toisaalta, normin duaalikaavan (Seuraus 9.21) mukaan

[Tzll = sup [Tz, y")| = sup [z, T*y")| < sup [Ty - lz|

y*€Bpx y*€Bpx y*EBpx
=77 - ||l
kun z € E. Siis | T|| < ||T* ||, jolloin || * || = | T|. 0

9.40. Esimerkki. Olkoon 7T : /' — ¢, kuvaus

Tx = (ij,ij, .. .),
j=1 j=2

kun z = (z;) € ¢*. Selvésti T on lineaarinen ja

o0 o
< sup2|xj! < Z’%‘ = ||z |1,

joten T € Z(0, cp). Midritadan T* : ¢ — (0')*. Koska ¢ = ¢! ja (£1)* = (>

(vrt. HT 12:4), niin T*: ¢* — (. Lisiksi, kun 2* = (z,) € ¢, niin z, =

(ex, 2*), kunk =1,2,... jaer = (0,...,0,1,0,...) € £! (1 k:nnella paikalla).
Olkoon z* = (y;,) € ¢! mielivaltainen. Tllsin jokaisella k& € N on

o
| T [|oo= sup‘ ij

<ek7 T*.CU*> T@k, Zyj7
sillda Te, = (1,1,...,1,1,0,...) (k ykkosta alussa). Siis
T2 = (Z Yj)nen = (Y1, 1 + Y2, 41 + Y2 + Y3, .-

j=1

kun z* = (y;,) € ('
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Hilbertin avaruuksien tapauksessa on myo6s olemassa seuraava hyodyllinen
variaatio transpoosin késitteestd. Olkoon E Hilbertin avaruus ja 7' € Z(E).
Kun y € E, niin kuvaus z +— ( Tz |y ) méaédrittelee duaalin E* alkion. Fréchet—
Rieszin lauseen nojalla on siis olemassa yksikésitteinen z € E, jolle (Tx |y ) =
(z]2) kaikilla x € E. Mairittelemmekin kuvauksen T7: E — FE, jota nimi-
tdmme samoin myos operaattorin T adjungaatiksi, asettamalla T7(y) = 2. Siis
T' toteuttaa ehdon

(«|Thy) = (Tzly), =,y€ E.
Téllsin TT on jatkuva lineaarinen operaattori £ — E ja ||TT|| = ||T| (vrt.
Lause 10.2).

9.41. Huomautus. Huomaa erona, etté jos T € .Z(F), niin aikaisemmin funktio-
naalien avulla mééritelty transpoosi T* on kuvaus E* — E*. Fréchet-Rieszin
lauseen vilitykselld T ja T kuitenkin liittyvit lidheisesti toisiinsa (ja usein

kdytetddn jopa samaa merkintdd 7" molemmille késitteille).

LOPPU / THE END 2008



