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7. TASAISEN RAJOITUKSEN PERIAATE

Taydellisyydestd puristetaan maksimaalinen hyoty seuraavan Bairen lauseen
avulla. Bairen lause on keskeinen todistettaessa kahta funktionaalianalyysin
“kolmesta suuresta perustuloksesta’, nimittdin tasaisen rajoituksen periaate
(tdm& luku) sekd avoimen kuvauksen lause (luku 8). Kolmas néistd suurista
perustuloksista (Hahn—Banachin lause) tulee dualiteetin yhteydessd luvussa 9,
ja se ei perustu taydellisyyteen.

Koska Bairen lauseella on paljon muitakin sovelluksia, tarkastelemme sita
yleisissé metrisissé avaruuksissa. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Palautetaan

mieliin: jono (z,) C X on Cauchyn jono, jos jokaista ¢ > 0 vastaa n. € N, jolle
d(z,,z,) <e, ainakun p,q > n..

Aivan kuten normiavaruuksienkin tapauksessa, metrinen avaruus (X, d) on
taydellinen, jos sen jokainen Cauchyn jono (x,) C X suppenee.

Bairen lause késittelee avoimia tiheitd osajoukkoja V' C X. Esimerkkeja
tallaisista ovat V' = R"™\[0, 1] C R™, kun n > 2 tai vaikkapa R\Z.

Huomautus. Osajoukko V C X on tiheii <= V =X <= B(z,r)NV #10
kaikilla z € X, r >0 <= W NV # () kaikilla avoimilla ) # W C X.

Seuraava topologisluonteinen lause on nk. Bairen lause tai Bairen kategoria-

lause, jonka esitti ensimmaéisend Rene Baire (1874-1932).

7.1. Lause (Bairen lause). Olkoon (X,d) tdydellinen metrinen avaruus. Jos

V; C X, j €N, on numerottuva kokoelma avoimia tiheitd osajoukkoja, niin

o
ﬂ V; on tihed avaruudessa X.
j=1

Erityisesti siis (\;—, V; # 0.

Todistus. Kts. Vaisdla: Topologia 11, 10.8. [Hahmotelma: on osoitettava, etta

Bla,r)n ([ Va) #0

kaikilla z € X ja r > 0.

Koska Vi on tihed loytyy y; € Vi N B(x,r). Joukko Vi N B(x,r) on avoin,
joten on olemassa sellainen 0 < 7, < 1, etté sulkeuma B(y;, ) C Vi N B(x, 7).
Oletuksen nojalla V5 on tihed, joten 16ytyy y2 € Vo N B(yy, 7). Koska oikean-
puoleinen leikkausjoukko on avoin niin on olemassa sellainen 0 < ry < 1/2,
ettd B(ya,m2) C Vi N B(yr, 7). Jatkamalla tiitéd konstruktiota saamme jonon
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(yn) C X, jolle
B(Yn,mn) C Vo N B(Yp_1,Tn-1), n=12,...,

missd 0 < r, < 1/n. Koska y,, € B(yn,r,) kaikilla m > n konstruktion
perustella, niin (y,) on Cauchyn jono. Koska (X,d) on tdydellinen, on siis
olemassa z = lim,, y,. Téllsin rajalla myos z € B(yn, ) C Vi N B(z, ) kaikilla
n, joten piste z € B(z,r) N ((N,—; Va).] O

Bairen lause tulee usein kdyttoon seuraavassa (yhtépitdvissd) muodossa:

7.2. Seuraus. Olkoon (X,d) tiydellinen metrinen avaruus, ja

c Ur
n=1

missd F, C X on suljettu kaikilla n € N. Silloin ainakin yksi joukoista F,
sisdltdd avoimen pallon (erityisesti sisus int(F),) # ().

Todistus. Olkoon V,, = X \ F,, kun n € N, jolloin V,, C X on avoin kaikilla
n € N. Tehddén vastaoletus ja oletetaan, ettd milladn n € N joukko F), ei

sisdlld avointa palloa B(z,r), eli
V,N B(x,r) #0 kaikilla z € X jar > 0.

Siispé V,, on tihed ja avoin jokaisella n € N. Nyt Bairen lause mukaan leikkaus

Moo, Vs, on tihed avaruudessa X. Erityisesti siis 16ytyy sellainen alkio z € X,

etta
re(\Va=[VX\E)=X\[JF.
n=1 n=1 n=1

Mutta tdmé on ristiriidassa oletuksen X = J 2, F, kanssa. Siispd vastaoletus

on VAara ja viite seuraa. |

Muotoilemme aluksi ensimmaéisen suurista lauseista ja todistamme sen sovel-

tamalla Bairen lausetta.

7.3. Lause (Banach-Steinhausin lause eli tasaisen rajoituksen periaate). Ol-
koon E Banachin avaruus, F normiavaruus ja {T,}acs kokoelma jatkuvia li-
neaarikuwvauksia To: E — F (tdssd indeksijoukko J # O on mielivaltainen).
Tdlloin on kaksi toisensa poissulkevaa vaihtoehtoa: joko

(1) on olemassa sellainen luku M < oo, ettd
| Toll <M jokaisella o € J,

tas
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(2) on olemassa kiinted vektori x € E, jolle
sup|| Tox || = oo.
acJ
Erityisesti, jos M(x) := supye || Taz || < 00 jokaisella x € E, niin

sup|| 7o || = sup sup || Tox || < oo.
acJ acJ x€EBg

Huomautus. Jos véite (1) ei toteudu, niin a priori on olemassa vektorit z, € E
(v € J),joille || x4 || = 1 jasup,|| Taxa || = 0o0. Viite (2) sanookin, ettd voidaan

valita ykst ja sama vektori x € E kaikilla o € J.

Ennen kuin todistamme Banach—Steinhausin lauseen, tarkastelemme hieman
sen kayttoa.

Ensimmaéisené tasaisen rajoituksen periaatteen sovelluksena osoitamme vah-
van parannuksen pisteittdisen rajaoperaattorin jatkuvuudelle (katso Esimerk-
ki 6.5 sivulla 105 ja Lause 6.6 sivulla 106).

7.4. Lause. Olkoon E Banachin avaruus, F normiavaruus ja (T,) C Z(E, F)
sellainen jono jatkuvia lineaarikuvauksia, ettd T'x = lim,,_, T,x on olemassa
kaikilla x € E. Talloin T € L(E,F), eli T on jatkuva lineaarikuvaus.

Todistus. Kuvaus T' on lineaarinen Lauseen 6.2 sivulla 104 nojalla. Oletuksen
mukaan jono (7},x) suppenee avaruudessa F' jokaisella x € E. Siispé jono (T,,x)
on Cauchyn jono ja edelleen Lauseen 3.3 sivulla 29 mukaan rajoitettu. Siispa

M(z) =sup||Thx|| < oo VzeE.

neN
Nyt Banach—Steinhausin Lauseen 7.3 nojalla 16ytyy sellainen M < oo, ettd
| T, || < M kaikilla n € N. Saadaan

| T = lim || o | < supl| T [ - || < M|
- neN

kun z € E, joten || T'|| < M. O

Léhtoavaruuden téaydellisyys on edelld olennainen ehto:

7.5. Esimerkki. Esimerkin 6.3 sivulla 104 mukaisessa tilanteessa

P ={z: x on R-kertoiminen polynomi }, |z ||co= sup |z(t)]
te(0,1]

Tz =n(z(l) —z(1—-1)), kunzeP,
Esimerkissd 6.3 néytettiin, etta 7, € Z(P,R) ja T,x — Tz kun n — oo,
misséd Tz = 2/(1), kun € P on polynomi. Mutta, télloin 7" ¢ Z(P,R) ei ole
jatkuva. Johtopa&tokset:

i) (P,]l-]|) ei ole tdydellinen (suora tapa harjoituksissa)
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i1) Oletus, ettd F Banachin avaruus on olennainen Lauseessa 7.4.

Koska olemme saaneet jo hieman esimakua Banach—Steinhausin lauseen tehok-

kuudesta ja voimasta, niin siirrymme lauseen todistukseen.
Banach-Steinhausin lauseen todistus. Olkoon
Fnya)={zeE: ||Tox]| <n},

kun a € J, n € N. Kuvaus f,: x — || T,z | on kahden jatkuvan kuvauksen
vhdisteené jatkuva. Siispd F(n,a) = f,;'([-n,n]) € F on suljettu joukko
jokaisella o € J ja jokaisella n € N, silld joukko [—n,n] C R on suljettu ja f,
on jatkuva. Tall6in myos leikkausjoukko

F, = ﬂ F(n,a) C E on suljettu,
acJ
silla mielivaltainen leikkaus suljetuista joukoista on edelleen suljettu.
Oletetaan nyt, ettd vaihtoehto (2) ei péade. Viitteen todistamiseksi on siis
osoitettava, ettd télloin vaihtoehto (1) on vélttaméttd voimassa.
Olkoon téata varten x € E mielivaltainen. Koska oletimme, ettd vaihtoehto
(2) ei péade, niin

sup|| Tox || < o0.
acJ

Siten 10ytyy sellainen n € N, etté

sup|| Tz || < n.
acJ

Siispd x € F(n, a) jokaisella o € J eli x € F,,. Tasté seuraa heti, etté

E = G E,.
n=1

Koska E on Banachin avaruus, niin Seurauksen 7.2 nojalla 16ytyy sellainen

N € N ja sellainen avoin pallo B(z, 1), etta
(76) B(l’o, 7‘0) C F.

Osoitamme seuraavaksi, ettd ehdosta (7.6) seuraa, ettd ||Tox | < 2N/rg jo-
kaisella a € J ja jokaisella * € Bg. Olkoon z € FE ja ||z | < 1. Talloin
zo + rox € B(xg,70), joten || Ty, (zo + rox) || < N. Siispé

1 1
| Tox || = = Talroz) [| = — | Ta(zo + rox) — Tu (o) ||
To To

(| Tulao + rox) | + || Talao) ) < 22 = M

< — =
To

1
=
Siis || T, || < M jokaisella a € J. O
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7.7. Esimerkki. Olkoon (ag)reny C R sellainen lukujono, etta

(7.8) Z apry  suppenee avaruudessa R kaikilla x = (zy) € £*.

Havaitaan, etté jos (ax) € ¢>° on rajoitettu jono, niin (7.8) toteutuu:

oo
Z|ak| || < sup|a]| Z’IH <oo, kun =z = (z;) €t
k=1 k=1

Siispé sarja Y apr), suppenee (jopa itseisesti), kun x = (z;) € ¢'. Herdi kysy-
mys, onko olemassa muita lukujonoja (ay), joille (7.8) on voimassa?
Osoitamme kéénteisen suunnan eli jos lukujono (ay) toteuttaa ehdon (7.8),

niin (ag) € €°°. (Tama esimerkki liittyy laheisesti luvun 9 duaalisuusteoriaan.)

Todistus. Asetetaan kaikilla n € N

fo(z) = Xn:aj:cj kun = () € ('

j=1

T#llsin f, on lineaarinen ¢! — R kaikilla n € N ja

[fal@)] = \Z%

< max ]ak| |z |1 < o0
k=1

'fl
|a]| ;] < pnax |ak| Z|$J|
Jj=1 j=1

seees Tl

kaikilla # = (x}) € ¢! ja kaikilla n € N. Siis f,, on jatkuva ¢! — R kaikilla n.

Oletuksen (7.8) nojalla on olemassa raja-arvo

lim f,(z) = lim E a;T; = E a;r; =
n—oo n—oo

kaikilla * = (z3) € ¢'. Koska ¢! on Banachin avaruus, niin Lauseen 7.4 pe-
rusteella lineaarinen operaattori f € Z(¢',R) on jatkuva. On siis olemassa

M < o0, jolle

f(@)] =D ezl < Mz |y kaikilla z = (2)) € £".
j=1
Sijoitetamalla vektorit

_ 1
er=(0,0,...,0, 1 .0,0,...) e, keN,

k:nnes

funktionaaliin f havaitaan, ettd
suplax| = sup|f(ex)| < sup M|l ex [y = M
keN k k

joten (ay) € £°. O
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BANACH-STEINHAUSIN LAUSEEN SOVELLUKSIA FOURIER-SARJOIHIN

Muistamme, ettd C!-funktioille Fourier-sarja suppenee pisteittiin ja jokai-
sella L?-funktiolla Fourier-sarja suppenee ainakin L2-normin mielessi. Lisiksi
Fejérin lauseen 5.4 nojalla jatkuvalla funktiolla f Fourier-osasummien keskiar-
vo suppenee tasaisesti kohti f:d4. Edellisten tietojen valossa seuraava tulos on
yllattava (tdmé Banach—Steinhausin lauseen sovellus oli ainakin yllatys 16yto-

aikanaan):

7.9. Lause. On olemassa jatkuva 2m-jaksollinen funktio f € C(0,2r), jonka
Fourier-sarja

> flk)e™

k=—0c0

hajaantuu pisteessi x = 0.

Todistus. Olkoon
Sulf30) = Y T(h)e™.
k=—n
Néytdmme, ettd on olemassa sellainen jatkuva funktio f € C(0,2n), jolla
f(0) = f(2n) ja
sup|.S,(f;0)] = oo

neN
mistd erityisesti seuraa, ettd funktion f Fourier-sarja hajaantuu, kun =z = 0.
Edelleen tésta seuraa, ettd S,(f;0) 4 f(0), kun n — oo. Té&hén tarvitaan
luvun 5 tietoja. Lemman 5.2 sivulla 79 mukaan
1 [

Sulfia) = o ; f@) Dz — 1) dt = (Dy  f)(2),

missd D,, on Dirichlet’n ydin

(7.10) _ 3 o o _sin((nt3)7)

= sin(§)

Asetetaan
n

An(f) = Sul£50) = > Flk).

k=—n

Télloin kuvaus A,, on lineaarinen C'(0,27) — R, ja

\ / ropi-na < o [Troip. ol

9 1f s
< / .0 d.
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kun f € C(0,27), joten || A, || < (27)7Y|| D, || kaikilla n € N. Osoitamme,
ettd edellinen arvio on itse asiassa yhtdsuuruus, eli etta

1 27

(7.11) A | > —/ D,(#)] dt Kaikilla n € N.
2 Jo

Lisdaksi osoitamme, etta

(7.12) Jim || D, [l = hm/ (8)] dt =

mikd yhdessd kaavan || A, = (2m)7Y|| D, |1 ja tasaisen rajoituksen periaat-
teen kanssa osoittaa véitteen, kuten tulemme pian huomaamaan. Osoitetaan
ensin jalkimmaéinen raja-viite (7.12), silld sen argumentti on suoraviivaisempi.
Ideana on soveltaa hyvin tunnettua arviota |sin(%)| < £ < ¢, joka on voimas-
sa kaikilla ¢ > 0, esitykseen (7.10). Suoraan arv101malla ja muuttujanvaihdon

avulla saamme silloin

2 2m
+ dt
/ ]Dn(t)|dt2/ %dt>/ sin(n + 1)0)|
0 0
(n+1/2)7
:/ \sms|—>z / |sin | dt
0

:—E — — 00, kun n — oo.
T k

Edelld tunnetusti f(lzr_l)ﬁ|sint| dt = ['|sint|dt = 2 kaikilla k.
Osoitamme nyt epayhtélon (7.11). Olkoon g, funktio

1, kun D,(—t) >0
gn@) =
—1, kun D,(—t) <0

jolloin siis g, (t) Dy (—t) = |D,(—t)| kun ¢ € [0,27]. Télléin on olemassa jono
jatkuvia 2m-periodisia funktioita (f;) C C'(0,27), joille

“L<f() <1 ja Jim f(t) = ga(t) pisteittiiin.
Téamé& ndhdédan vertaamalla Lauseen 5.6 todistukseen tai tekemélla suora péadt-
tely. (Itse asiassa, g, = X — X e, missé funktion D,, jatkuvuuden nojalla jouk-
ko F' = {t € [0,27] : D,(—t) > 0} on suljettu. Haluttu funktiojono (f;) on
konstruoitu Lauseen 5.6 osissa (1) ja (2).)

tdhan tulee kuva!!



122 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI

Koska || f; [[c <1 jokaisella j € N, niin Lebesguen dominoidun suppenemi-
sen lauseen avulla, kun majoranttina kiytet#ifin funktiota |D,| € L', saadaan

27

1
[ An || = sup Ap(f;) = lim Ay (f;) = lim — [ f;(t) Dp(—1) dt
JEN J—oo i=00 2T Jo
1 2 1 2
5 | mDu(=tdt = o [ D)

Siis epéyhtalo (7.11) pétee, ja siten || A, || — oo, kun n — oo. Nyt Banach—
Steinhausin lauseen 7.3 vaihtoehto (2) jda jéljelle, koska suljimme juuri vaih-
toehdon (1) pois. Siten on olemassa sellainen jatkuva f € C(0,27), jolle

sup [ A, (f)] = sup|Sn(f;0)| = oo,

neN neN

mika osoittaa viitteen. O

Lisdtietoja Fourier-sarjoista: - Du-Bois—-Reymond (1876): konkreettinen jatku-
va 2m -periodinen f, jonka vastaava Fourier-sarja J?(k)e“” hajaantuu pis-
teessd x = 0 (kts. [Korner: Fourier Analysis, luku 18]).

- Banach ja Steinhaus (1927): Lauseen 7.9 ei-konstruktiivinen esimerkki.

- Kolmogorov (1926): on olemassa sellainen integroituva f € L'(0, 27), jonka

Fourier-sarja hajaantuu joka pisteessi = € [0, 27| !

Muistamme, ett# jos f € L?, niin funktion f Fourier-sarja suppenee L?-normin
mielessd. Onko sama voimassa funktioille avaruudessa L' ?? Vastaamme tihin
myo0s Banach—Steinhausin lauseen avulla negatiivisesti.

7.13. Lause. On olemassa sellainen f € L*(0,27), etti

-+ 0, kun n — oo.

[£- 3 e
k=—n

Ll
Todistus. Maéritelladn T,,: L'(0,27r) — L'(0,27) asettamalla

(Tof)(@) = Su(fix) = Y fk)e™,
k=—n
kun f € L'(0,27), x € [0,27] ja n € N. Selvisti T}, on lineaarinen, koska f
f(k) on lineaarinen kaikilla k& € Z. Suoraan laskemalla saamme yksinkertaisen

arvion funktion f Fourier-kertoimille

1

R 2 ] 1
F1 < 52 [ 1@l =51 £ 1
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kun f € L'(0,27) ja k € Z. Tistd saamme trigonometrisen polynomin T}, f

L'-normille arvion

1Tl = | 3 Fikge

k=—n
kaikilla f € L'(0,2n), joten T,: L'(0,2r) — L'(0,27) on jatkuva kaikilla
n € N.
Viitteen osoittamiseksi teemme vastaoletuksen, eli oletamme ettd kaikilla
f € L'(0,27) pitee

< ST s < @t 1)) £
k=—n

T | 7f = £ 1 = .
Tallsin jono (75, f)nen suppenee kaikilla f € L'(0, 2), joten sup,, || T,.f |1 < oo
kaikilla f € L'(0,27). Nyt Banach-Steinhausin lauseen 7.3 vaihtoehdon (1)
mukaan || 7}, || < M < oo kaikilla n € N.
Luvun 5 nojalla Fejérin ydin on
1 J

Ki(x) = ) Dy(x).

Olkoon n € N kiinted. Tieddmme sivulla 79 olevan Lemman 5.3 sekéd Fejérin
Lauseen 5.4 (sivulla 81) perusteella, ettd T,,(K;) = D, * K; = K; * D,, — D,
tasaisesti vélilld [0, 2] kun 7 — oo (téssd Fejérin lause on sovellettu jatkuvaan
funktioon D,,). Koska liséksi K; > 0 ja
1 g2
) K;(t)dt =1,
niin (27) 7! K |1 = 1 jokaisella j € N, ja siis

27| T || 2 supl| Tn(K;) |22 > N || T3, () flzo = [ Dn |
J

Edellisen Lauseen 7.9 todistuksen mukaan || D, |1 — oo, joten || T, | — oo,
kun n — oo, mikd on ristiriita. Néin S, (f;z) ei suppene kohti funktiota f
normin mielessa avaruudessa L! jollakin f € L'(0,27).

(Vahvempi tieto: Banach-Steinhausin lauseen vaihtoehdon (2) mukaan on jopa
olemassa f € L(0,2n), jolle sup, el 7. (f) |1 = sup,enll Su(f;) |1 = 00). O

Edellinen Lause 7.13 (seké toki Kolmogorovin em. tulos vuodelta 1926) niyt-
tid, ettd Fourier-sarjojen yhteydessd avaruus L' poikkeaa huomattavasti ava-
ruudesta L?. Herdd kysymys, miten muut LP-avaruudet kiyttiaytyvit ? Voidaan
todistaa (mutta todistukset sivuutetaan télla kurssilla), soveltamalla joko funk-
tioteoriaa tai nk. singulaarisia integraaleja, ettid jos 1 < p < oo, niin funktion

f € L?(0,27) Fourier-sarja suppenee LP-normissa kohti funktiota f, eli

||f_STL(f7)HPH07 kunnﬁooa
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kaikilla f € L*(0, 27).

Pisteittéisestd suppenemisesta tiedetédén, ettd jos 1 < p < coja f € LP(0, 2m),
niin Fourierin osasummille pétee

f(z) = lim z": Fk)e*™ mk. z € 0,2

k=—n

Tamaé tulos on syvéllinen Carlesonin—Huntin lause 6o-luvulta.



