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5. FOURIER-SARJAT

Fourier esitti vuonna 1822 lammonjohtamista koskevien tutkimusten yhteydes-
sé kuuluisan menetelménsa esittdd mielivaltainen 27-jaksollinen funktio kehi-
telména

f(z) =co+ cre™ +c_1e7™ 4 cpe®™ 4 - -
Téastéd nousee useita téarkeitd kysymyksié, esimerkiksi
- suppeneeko sarja kohti funktiota f ja missd mielessd suppeneminen tapahtui-
si?
- Maaraako Fourier-sarja funktion f yksikésitteisesti ja miten kertoimet c,
kuvaavat funktion f ominaisuuksia ?
Namé kysymykset ovat olleet keskeisid (koko) analyysin kehityksessa. Tutkim-
me seuraavaksi, mitd voidaan Hilbertin avaruus-metodeilla tdsséd tapauksessa

saada aikaan.

Esitarkasteluja. Olkoon L? = L%*(0,27) ja f € L>. Kun n € Z, on fmn n:s
Fourier kerroin mukavinta méaaritella kaavalla
-~ 1
7Zn$ d .
Fin) = g [ e
Nimittain, jos
N

N
= Z cpe'™ = Z ¢ (cos(nz) + isin(nz)),
n=—N

n=—N

eli f on trigonometrinen polynomi, talloin

1 1 N 27
Iy —ing - i(k—n)x _
Fio) = o [ e e 3o [ =,

kun n € {—N,..., N}, kuten edelld summauksen ja integroinnin jérjestyksen
vaihtamalla helposti huomaa.

Fourier-kertoimet liittyvat tietysti myos ortonormaaliin jonoon

(5.1) en(x) = \/12_7T e neZ.
Nimittéain
~ 1 - 1
Fin) = 5 [ @)@ e = (f]en)
Téssé sisdtulo (f|g) fo g(x) dz on otettu avaruudessa L?(0,27).

Jos f € L? (taijos f € LP(O, 27r), 1 < p < 00), sen n:s Fourier-osasumma on

sp(x) = Z Flk) ™,z elo2n,

k=—n
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Huomaa, ettd summafunktio s, (f;x) on pisteittdin mééritelty, koska funktio
e** on jatkuva kaikilla k € Z.

5.2. Lemma. Fourier-osasummalle s, on integraaliesitys

2
(i) = 5= [ SO Doz =D

missd
n

e SN n—i—% T
Dfe)= 3 e = S(igl(x/Q)) )

k=—n
on n:s Dirichlet'n ydin, kun n € NU {0}.

~

Todistus. Fourier-kertoimen f(n) mééritelmén nojalla

n

n 27
(i) = Y0 e = 30 (5= [ rwear) et
k=—n

k=—n
L 2Wf(t) ( i e“f@"t)) dt = 27;”(7t)D (z —t)di
27 J, = 27 J, " ’
missé siis merkitdan
n 2n
Dn(l') — Z eik:v — e—inzt Z (ezz)k
k=—n k=0

Soveltamalla (kompleksiarvoisen) geometrisen summan kaavaa saadaan

1— ei(2n+1)z e—inr _ ei(n+1):v
1 — e > 1 —ei

D, (z) = e ™ (

Kertomalla timé identiteetti puolittain termills e=*/2(e® — 1) = ¢i*/2 — ¢~@/2
saadaan
(e“/z — e_m/g) D, (x) = ei(n+z)e _ =i(n+3)e,

Eulerin kaava e — e = 2isinu (missi u € R) antaa lopuksi

2isin(z/2) D, (x) = 2isin ((n + 1)z).

O
5.3. Lemma. Olkoon
1 n
Ky (r) = k()
n+1 —
Télloin
i) Kaikilla n € NU{0} on voimassa
1 2m 2m
— | K,(z)dz= [ D,(z)dz=1.

2m J, 0
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i1) Funktio K,(x) > 0 kaikilla x € [0,27]. Lisdksi

2
(n+1)(1 —cosd)’

K,(x) <

kun 0 < <x <2m—46. (Tdssi 0 < § < on kiinnitetty.)

Huomautus. Aritmeettinen keskiarvo K, on n:s Fejérin ydin. Ominaisuus (77)
kertoo, ettd Fejérin ytimet K,, ovat positiivisia ja K, — 0 tasaisesti, kun n —
oo, kunhan x ei ole lahelld paatepisteitd 0 tai 27. Dirichlet ytimilla D,, ei ole
néitd ominaisuuksia. Téstéd syysté Fourier-sarjojen pisteittdisen suppenemisen

teoria on vaikeaa!

Todistus. (i) Koska o 027;5mt dt = 0,0, saadaan

1 o ikx
7 x)dr = Z / dr =1

kaikilla n = 0,1, 2, .... Siispéd sama viite pitdéd paikkaansa Dirichlet’n ytimien
aritmeettiselle keskiarvolle K.
(ii) Edelld osoitimme, etté (e — 1)D,(x) = e!"*D* — e~ Timin vuoksi

n

(TL + 1)Kn(.%')(€m o 1)<€7ix _ 1) e Z z(kJrl 7zka:) )
k=0
Yhtélon oikean puolen summa on kaksi geometrista summaa, joten edelleen
hieman sieventamélla saadaan
eix(e—ix - 1)
e —1
= (—e! T L 1) —emiH DT L] — 9 _9cos((n+1)z).

(n+ I)Kn(m)(em — 1)(67” —-1) = (ei(nJrl)fL“ —1)— etz 4

Koska (¢ — 1) (7™ — 1) = 2(1 — cos x), saamme lopuksi

1 —cos((n+1)x)
(n+1)(1 —cosx)

K,(x) = >0
Huomaa, ettéd koska cos(t) < 1 kaikilla ¢, Fejérin ydin on tosiaankin positiivi-
nen. Edelleen, Fejérin ytimelle 16ydetysté esityksesté ja kosinin ominaisuuksista

seuraa etti
2
(n+ 1)(1 — cosd)

kin0<d<z<2r—46<2nm. OJ

K,(x) <
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161
y = Ds(z) sl y = Ks(x)
12}
8 o
At ar
NENAA ANVANIVAN o}
\V \/ \/ \VARCAR
_4| 1 1 1 1 1 1 04; L~ 1 1 1 P | =
3 =2 1 o 1 2 3 '3 =2 1 o0 1 2 3

Kuva 8. Dirichlet’'n ja Fejérin ytimet (n = 8)

Seuraavaksi tutkimme Fejérin ytimien kayttadytymistd konvoluutioissa.

5.4. Lause. Olkoon f :[0,27] — C jatkuva, f(0) = f(27), sekd

1
2m J,

K, * f(x):= }(t) K, (z—t)dt

kun z € (0,27 ja n € N. Silloin

[ K f = fllo="sup Ky f(z) = f(z)] =0,

z€[0,27]
eli K, x f(x) — f(z) tasaisesti, kun n — oc.
Todistus. (vrt Reaalianalyysi I) Oletuksen nojalla f on tasaisesti jatkuva ja se

voidaan jatkaa 27-periodisena koko reaalilukujen joukkoon R. My6s K, on 27-

periodinen ja jatkuva, joten muuttujanvaihtoa u = x — t soveltamalla saadaan

K % flz) = % 0 () Ko — ) dt "= % T — ) Ko () du
o | T 0K (= f i)

Olkoon ¢ > 0 annettu. Koska f on tasaisesti jatkuva, niin 16ytyy sellainen
0 >0, ettd

£
Fle =) - F@)] <
kaikilla |u| < ¢ ja = € [0, 27]. Merkitédén

M = [|fllc = sup |f(u)] < oo.

u€[0,27]

Lemman 5.3 kohdan i) nojalla on olemassa sellainen ny € N, etté

3

0< K, < —,
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kun § < u < 27 — § jan > ny. Lemman 5.3 kohdan i) ja konvoluutiokaavan
K, = f = f x K,, avulla saadaan nyt

Ko % f(z) — f(2)] = |2 / (flo - u) — (@) Ko(w) du

o
1 21
< o [ - w) — F(@)] Ky (w) du
T Jo
4 2 27—0
_/ +/ +/
\O 27—0 |, Jé P
g =1

Késittelemme erikseen integroinnit yli edelld méaaréttyjen vélien. Nyt Lem-
man 5.3 kohdan i), 2m-periodisuuden ja luvun § valinnan nojalla

1[0 el [° €

I = — — 1) — K,)dt <-— [ K,#)dt < =.

= [ fe =0 = @I @< S5 [ Ko<

Viela tulee késitella termi 75. Nyt

1 2w —0
L=5" [z —t) = f(a)| Kn(t) dt
T Js
€ €
§2(SUP T ) sup K, (z) <2M— = —.
[0727r]’f( ) z€[8,2m—4] (@) aM 2

Siispé jokaisella = € [0, 27] on voimassa | K, x f(z) — f(z)| < 1 +1, < §+5 =¢
kaikilla n > ng, joten viite seuraa. |

Huomautus. Lemmojen 5.2 ja 5.3 seké integraalin lineaarisuuden nojalla

1 < 1 < 1 <
Kn*f(i’f):<R—H;Dk>*f($):n—+1;17k*f($>:n+1;8k(f;$)

kun z € [0,27] ja n € N. Lause 5.4 tunnetaan Fejérin lauseen nimelld. Lau-
seen 5.4 perusteella jatkuvan 27-periodisen funktion f Fourier-osasummien
aritmeettinen keskiarvo suppenee tasaisesti kohti f:a4 valilld [0, 27] ja siten
myos pisteittdin kaikilla = € [0, 27].

Seurauksena téstd saadaan térked yksikésitteisyysominaisuus.

~

5.5. Seuraus. Jos f € C(0,27) on 2w-periodinen ja f(k) = 0 kaikilla k € Z,

nun f = 0.

Todistus. Jos f(k‘) = 0 kaikilla k£ € Z, niin s,(f;2) = Y f(k’) et = () kaikilla
n € N. Lauseen 5.4 jalkeisen huomautuksen nojalla f(z) = lim, K, * f(z) =0
kaikilla € [0, 27]. O
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Siis jatkuvien funktioiden tapauksessa Fourier-kertoimet méaraavét funktion
yksikésitteisesti, eli jos f ja g ovat jatkuvia ja 2m-periodisia, niin f(k) = g(k)
kaikilla ke Z = f=g.

Todistamme seuraavaksi keskeisen approksimaatiotuloksen LP-funktioille.?
Téama tulos kertoo sen, etté siledt funktiot ovat tiheéssa avaruudessa LP[0, 27,

kun p # oc.

5.6. Lause. Olkoon f € LP[0,27], kun 1 < p < oo, ja ¢ > 0. Tdlldin on

olemassa 2m-periodinen C*°-funktio g, jolle

(A) 1= gll= ( (lrw) -ty dx)” <.

Todistus. Havaitaan aluksi, ettd K,*g on aina C'*°-funktio, silla se on Lauseen 5.4
jélkeisen huomautuksen nojalla &irellinen summa trigonometrisista funktiois-
ta, jotka ovat C'*°-funktioita.
Lauseen 5.4 nojalla riittéa siis 16ytaé jatkuva funktio g, jolle (A) on voimassa,
silld t&alloin
1 = Kas glo= I = gl g — Kut gl

missé

2m %
lg— Ko gl (/ o) —Kn*g<x>|dx) < ellg— K gl D,
0

kun n — oo. Etsitddn haluttu jatkuva funktio g "asteittain”

(1) Olkoon f = X suljetun joukon F' C [0,27] karakteristinen funktio. Asete-

taan
1

1 ndist(x, F)’
Etéisyysfunktio z +— dist(x, F') on jatkuva (tarkistal), joten g,: [0,27] — R
on jatkuva kaikilla n € N. Liséksi g,(z) = 1 kaikilla n € N, jos z € F ja
gn(x) — 0, kun = ¢ F ja n — oo, silld télloin dist(xz, F) > 0. Siis g, — Xp
pisteittédin, kun n — oo. Koska 0 < ¢, (x) < 1 kaikilla z € [0,27] ja n € N, niin

kun z € [0,27] ja n € N.

In(T)

Lebesguen dominoidun suppenemisen lauseen nojalla,
2w
i 9o = Xl = i [ lonla) = Xl
0

— [ Jimla(o) = Xy (@) do =0

—
0 n—oo

Liséksi muuttamalla funktiota g,, pienessé vélissa [O, %] voi olettaa etté g, (0) =

gn(27).
tahan tulee kuva!!

SVertaa Reaalianalyysi I
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(2) Olkoon f = X, avoimen joukon A C [0, 27| karakteristinen funktio. T&ll6in
véite seuraa kohdasta (1), koska komplementti A¢ = [0,27] \ A on suljettu ja

Xa=1= X e
(3) Olkoon f = X, kun A C [0,27] Lebesgue-mitallinen joukko. Téll6in

Lebesguen mitan méédritelmé nojalla 16ytyy sellainen jono avoimia joukkoja
G C [0,27], etta

Gn DA kaikillan e N ja lim p(G,\ A) =0,

kun g on Lebesguen mitta. Olkoon € > 0. Valitaan n € N niin suureksi, etta
w(G, \ A) < (¢/2)P. Edelleen kohdan (2) nojalla 16ytyy sellainen jatkuva 27-
periodinen funktio g, jolle || g — xa, [|,< §. Siispa

£ 1 £ g
9= xallo= 119 = Xau It Xe = xallyS S+ u(Ga\ AP < S+ 5 =¢

(4) Olkoon f € L*(0,27) mielivaltainen. Télloin Lebesguen integraalin mééri-

telmén nojalla 16ytyy sellainen yksinkertainen funktio

9= Z a; X a;°
j=1

ettd || f —g||,< €, missd Ay, ..., A, C [0,27] ovat mitallisia joukkoja. Sovelta-
malla kohtaa (3) kuhunkin karakteristiseen funktioon Y 4, 10ydetéidn sellainen

jatkuvat 2m-periodiset funktiot g;, etta

e
— 0. < —
||XAj g] ||P nM’

missd M = max{|a1|,...,|a,|}. Siispd kolmioepayhtélon nojalla

H - Z a;g;
j=1

S =g oD lal 115 = X a, o
j=1

< 5+Z\aj|niM < 2e.

j=1

Koska Z?:l a;g; on myos 2m-periodinen jatkuva funktio, véite seuraa. 0

5.7. Huomautus.
(1) Lauseen 5.6 nojalla sileiden C*°-funktioiden muodostama aliavaruus on ti-
hed myos avaruudessa LP(a,b), kun a < b ja 1 < p < oo, miké seuraa lineaari-

sesta "muuttujanvaihdosta” [a, b] — [0, 27].

(2) Lause 5.6 ei pdde tapauksessa p = oo, koska C'(0,27) ei ole tihed avaruu-
dessa (L>[0,27], || - ||oo) (vrt. HT 4:2).
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(3) Jos f € LP(R), kun 1 < p < oo ja € > 0, niin on olemassa (dominoidun
konvergenssin perusteella) sellainen M < oo, ettd

[f ()P do <,

Im
kun Jy = {|z| > M}. Siispé vektorialiavaruus C*°(R) N LP(R) on tihed ava-
ruudessa LP(R), kun 1 < p < 0.

(4) Jos ©Q C R on mitallinen, u(€2) > 0 ja f € LP(2), niin asetetaan f=r- Xq
eli
ry f(l'), T Q:
fx) =
0, reR\Q,

jolloin f € LP(R). Tamén avulla voidaan pédtelld, etté C°°|q N LP(Q) on tihed
avaruudessa LP(Q2), kun 1 < p < oo, missd C®|q = {fio : f € C*(R)}.

(5) Voidaan myos osoittaa, ettd p-integroituvat C'*°(R™) funktiot muodostavat
tiheén aliavaruuden avaruudessa LP(R™) (1 < p < o0), katso Reaalianalyysi
I, luku 2.4. (n-ulotteinen tapaus on vihén hankalampi, koska kiaytimme edelld
Fejérin ytimien K, = n+r1 > r—o Dr erikoisominaisuuksia).

Seurauksena saadaan yksikésitteisyys myos L?-funktioiden Fourier-sarjoille:

5.8. Seuraus. Jos f € L*(0,2m) ja

1
2n

2
f(k) ft)e *dt =0 kaikilla k € Z,

niin f = 0. Siis: jos f,g € L? ja f(k) = §(k) kaikilla k € Z, niin f = g.
Erityisesti, jos

1 ,
mes o xel0,2n),n € Z,

en(x):\/ﬂe :

niin (en)nez on ortonormaali kanta avaruudessa L.

Todistus. Olkoon £ > 0 mielivaltainen. Approksimaatiolauseen 5.6 nojalla on
olemassa sellainen jatkuva 2m-periodinen g € C(0,27), ettd || f — g2 < .
Lauseen 5.4 sivulla 81 mukaan konvoluutio K, * ¢ — g tasaisesti vélilla

[0, 27], kun n — oo, joten
g —Knxglla < V2rllg— Knxgllo <e

jollakin n € N. Sivun 82 huomautuksen nojalla

n

1 n
K,%g= — se(f,") = Z agey  (trigonometrinen polynomi),

k=0 k=—n
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missé ex(r) = \/%e““. Koska (ey)rez ortonormaali jono, niin Huomautuk-
sen 4.35 sivulla 70 nojalla

Hf— Zn:(f’ek)ek ‘2§Hf— Zn:akek

Téastéd kolmioepayhtélon nojalla seuraa, etté

1= Striaral, <]~ 3 wal,

<Uf=gllt|g= > aves

k=—n

L

‘ < 2e.
2

Oletuksen nojalla ( f | e ) = V27 f(k;) = 0 kaikilla k& € Z, joten edellisen arvion
nojalla || f ||2< 2¢. Koska & > 0 oli mielivaltainen, niin f = 0.
Lauseen 4.39 sivulla 72 ehdon b) nojalla jono (e,),ecz on Hilbertin kanta

avaruudessa L?(0, 27). O

YHTEENVETO (FOURIER-SARJOJEN L2-TEORIASTA)

Kokoamme lyhyesti saamamme tulokset Fourier-sarjojen L?-teoriasta.

1.) Jose, = \/szﬂe”””, n € Z, niin (e, )nez on ortonormaali jono avaruudessa L.

~

2.) Jos f € L* ja f(n) = &=(fl|ey) = 0 kaikilla n € Z, niin f = 0. (Seu-

raus 5.8) Siis (e, )nez on Hilbertin kanta avaruudessa L2

3.) Jos f € L? niin

[e.9]

= Z(f|en)en:\/% Z Fln)en=,

n=—oo n=—oo

missé sarja suppenee L2-mielessd. Konkreettisesti

fa) = vor 3 Flk)ets

k=—n

2w

2
lim dx = 0.
n—oo 0

(Lause 4.39 sivulla 72 ja Seuraus 5.8)

4.) Parsevalin identiteetin eli Lauseen 4.39 sivulla 72 kohdan d ) nojalla

1
2 Jo

27 oo
f@)Pde= > [f(n)]*, kun fe L2

k=—o00

koska f(n) = \/LQ?( flen) kaikilla n € Z.
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5.) Kéidntien, jos (Ax)rez € £%(Z), niin tillsin on olemassa f € L?(0,27), jolle

~

F(k) =\ kaikilla k € Z.
Tamé on Riesz—Fischerin lause eli Seuraus 4.37 sivulla 71. (Edelld f(t) =
\/%7 Sore . Ake™ on haluttu funktio. )

Pisteittdisen suppenemisen teoriasta esitimme seuraavan sovelluksen, joka toi-

mii esimerkiksi jatkuvasti derivoituville funktioille.

5.9. Lause. Jos f: R — R on 27w-periodinen ja toteuttaa Lipschitz-ehdon
|f(x) — f(y)| < L|x — y| kaikilla x,y € R, niin

n

Sulfia) = 3 Flk)ets — f(a),

k=—n

kun n — oo kaikilla x € R.

Todistus. (ei kiyty ldpi luennoilla 2008) Jos h € L? niin Besselin epiiyh-

talon nojalla

/0 7;z(t) cos(nt) dt = % ((h]e™ )+ (hle™))

2
kun n — oo. Samoin
nllj& 27}1(t) sin(nt) dt = 0.
Valitaan nyt O
fla—1) ~ f@)

() hall) = ——72)

Talloin Lipschitz-ehdon nojalla funktio h, € L*[0,2x] C L?[0,2n], koska
|he(t)] < L= — — 2L kun ¢ — 0+. Lemman 5.2 nojalla

[sin(t/2)]
S,(fi0) = fle) = 5- [ Dale=05(0)dt = (@)
— 5 | Dat @t = @) = 5= [ Do) (o = 1) = fia) .

Toinen identiteeteisté seuraa Lauseen 5.4 sivulla 81 todistuksessa olevasta kon-
voluutiokaavasta ja viimeinen siité, ettd Lemman 5.3 sivulla 79 nojalla Dirich-
letin ytimen intgraali 5~ [ D, (t) dt = 1. Koska

sin(nt) cos(t/2)
sin(t/2)

sin ((n + %)t)

Dnlt) = —i )

= cos(nt) +
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niin soveltamalla edellisid identiteettejd yhteen saadaan

2

Sulfi) — (@) = 5~ / cos(nt) (f(z — 1) — f()) dt
+ L 27}%(15) cos(t/2) sin(nt) dt.

2m
Koska kiinteilld z € R sekél f(z — ) — f(x) € L* ettd h,(t) cos(t/2) € L?, niin

todistuksen alkuosan kahden raja-arvokaavan perusteella

lim [S,,(f; ) — f(z)] = 0.

n—oo

SOBOLEV-AVARUUDET

Olkoon f € C*(0,27) jatkuvasti derivoituva, f(0) = f(2m). T&llsin

Pk = ;ﬁ e at = / Flt)e™
Zk —ikt T
b [Tt = i,
m

kaikilla k& € Z. Joten Parsevalin identiteetin (Lause 4.39 sivulla 72) nojalla

(5.10) —/ﬂ|f P ORd= 3 (14 k)R

k=—o0

Riesz—Fischerin lause (Seuraus 4.37 sivulla 71) vihjaa, ettd kaava (5.10) voi-
si olla voimassa yleisemmille funktioille f ja ettd on olemassa avaruuden L?
vastine derivoituville funktioille; siis avaruus, joka koostuu funktioista f € L2,
joille myés f/ € L.

Ongelma. Miki on "derivaatta” f’, jos f € L*?

Tarkastellaan aluksi testifunktioiden avaruutta Z(S2), missia Q@ = (a,b) C R on
avoin véli (voi olla Q = R). Palautetataan mieleen, ettd jos ¢ : R — R on

jatkuva, niin

supp(¥) == {z € R: ¢(x) # 0}

on ¥:n kantaja. Asetetaan nyt
2(0Q)={v e C®R): supp(?) C Q2 on kompakti }
(siis edella supp()) on suljettu ja rajoitettu joukko).

Huomautus. Jos ¢ € 2(£), niin sen derivaatat 1*) € 2(Q) kaikilla k € N.
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Olkoon f € C'() jatkuvasti derivoituva. Tillsin osittaisintegroimalla saadaan

(5.11) / flode = —/ f¢'dx  kaikilla ¢ € 2(Q).
0 0

Edellisessé kaavassa ei ole sijoitustermié, silla testifunktio ¢ havida joukon 2
reunalla.
Identiteetin (5.11) avulla voimme samaistaa derivaatan f’ ja sitd vastaavan

lineaarikuvauksen
Ly = [ f@) @,

missi p € 2(Q) ja f € CY(Q). Seuraavaksi ndytimme, ettd samaistus on jir-
kevé (eli jos tunnemme lineaarikuvauksen L, niin voimme selvittédéd funktion

I’ yksikésitteisesti O-mittaista joukkoa vaille).

5.12. Lemma. Olkoon f € CY(Q) ja Q rajoitettu avoin vili. Jos g € L*(Q) ja

/ggpdx = — / fo'dx  kaikilla ¢ € 2(9),
0 0
niin f'(z) = g(x) m.k. x € Q.

Todistus. Oletuksen ja kaavan (5.11) nojalla saadaan

/de: —/fso’drz/f’wdm,
(9] Q Q

[0 =9pde=0 vpe o)
Siis (f' — g) L 2(Q) avaruudessa L?(Q).

Riittds siis nayttds, ettd 2(Q) = L*(Q) normin | - ||» suhteen, silld t#lloin
testifunktioiden ortokomplementti 2(Q)* = {0}, joten f' = g avaruuden L?(2)

alkioina.

eli

Olkoon €2 = (0,1) (yleinen tapaus 2 = (a,b) voidaan palauttaa téhén line-
aarisella muunnoksella). Etsimme kiinteélld 0 < & < 3 funktion 7. € C*(Q),

jolle pétee
1. kun z € Q, niin 0 < n.(z) <1,

2. nollan ja ykkosen ympéristoissid funktio 7. on identtisesti nolla, eli
Ne(x) =0, kun0<zx<etail —e <z <1,

3. funktio n.(x) =1, kun 2e < x <1 —2¢
Tamén etsiminen jéa harjoitustehtéavaksi. Voit kiaytdd apuna tietoa, etta
eV >0
0, <0
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on C'*°-funktio, vrt. Reaalianalyysi I.

Jos fo € C™(Q), niin 7. fo € Z(Q) ja Lebesguen dominoidun suppenemisen

lauseen nojalla

1
| o= foll2 = / 11— (@) Pl fol@) P dz — 0,

kun ¢ — 0F. (Tarkasti ottaen: LDK pitdd edella soveltaa mielivaltaisella po-

sitiivisella jonolla (gx), jolle limg e, = 0.) Siis C°(Q2) C Z(Q2) avaruudessa

L*(€2). Koska Lauseen 5.6 sivulla 83 nojalla tiedetiifin, ettd C(Q2) = L*(Q),
niin edellisen perusteella myds 2(Q) = L*(9). O

Huomautus. Lemman 5.12 todistus toimii sellaisenaan vain, jos f' € L?().
(Esimerkiksi, jos Q = R niin f € C'(Q) el yleensd takaa ettd f' € L*(Q).)
Téama tekninen rajoitus voidaan helposti kiertad, silld jos §2; C €2 on kompakti,
niin soveltamalla todistusta derivaatan f’ rajoittumaan kompaktiin joukkoon
); ndhdéén, ettd f’ = g mk x € ;. Siirtyminen kompakteihin joukkoihin
takaa, ettéd jatkuva funktio on nelidintegroituva. Valitsemalla jono kompakteja
osajoukkoja 2 C €2y C --- C (2 siten, ettd 2 = Uj €2;, niin edellisestd seuraa,
ettd /=g mk. z € Q.

5.13. Maéritelmé. Olkoon Q = (a,b) avoin vili ja f € L*(). Funktio
g € L*(Q) on fm heikko derivaatta (eli yleistetty derivaatta tai distribuu-

tioderivaatta), jos

L,(¢) = / gpdr = —/ f¢' dr  kaikilla ¢ € 2(Q).
Q Q
Jos f:lla on heikko derivaatta g, niin merkitdin edelleen g = f.

5.14. Huomautus. (1) Jos heikko derivaatta g on olemassa, niin g on yksi-
kiisitteinen L2-funktiona. Tamé seuraa soveltamalla Lemman 5.12 todistusta.
Nimittiin, jos g1, g2 € L*(02) toteuttavat

/9190d$:—/f<ﬂ/d13:/g2¢d$
Q Q Q

kaikilla ¢ € 2(Q), niin g — g L 2(Q). Koska 2(Q) = L*(Q) téstéd seuraa,
etta g1 = ga.
(2) Jos f € C'(Q), niin identiteetin (5.11) nojalla g = f’ tavallisessa mielessé.

5.15. Huomautus (Lisatieto). Y& olevien heikkojen derivaattojen tarkastelu
johtaa distribuutioihin (eli yleistettyihin funktioihin). Né&ihin joudutaan (esi-
merkiksi) seuraavista luontevista vaatimuksista:

(a) jokainen jatkuva funktio on distribuutio,



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 91

(b) distribuutioilla on kaikkien kertalukujen derivaatat, jotka ovat edelleen
distribuutioita. Jos f € C!, niin sen derivaatta “distribuutiona” on ta-
vallinen derivaatta f’.

(c) derivaatan tavallisten laskusdéantojen tulee olla voimassa (distribuutioi-
den tulo on ongelmal).

(d) distribuutioilla tulee olla riittdvin hyvid konvergenssi ominaisuuksia

(rajaprosesseja varten).

Itse asiassa, distribuutio maaritellddn lineaarikuvauksena A: 2(2) — K. Jo-
kainen jatkuva f € C(£) médraa lineaarikuvauksen Ay : 2(€2) — K ehdolla
As(p) = [, fedz, kun ¢ € 2(Q) (siis (a) on voimassa). Jos asetamme kaavan
(5.11) sivulla 89 motivoimana, etta

N(p) = —A(¢), ¢ € 2(Q),

niin ehdot (b) ja (c) tulevat téytetyiksi. Kohtaa (d) varten testifunktioiden
joukko Z(€2) pitdd varustaa sopivalla topologialla 7, jolloin distribuutiot ovat
tarkalleen jatkuvat lineaarikuvaukset (Z(2),7) — K. Tamén topologian méé-

rittely seké karakterisointi vaatii lisdtyoté, joten se sivuutetaan télld kurssilla.®
5.16. Esimerkki. Olkoon 2 = (—1,1) ja

0, <0
H(z) = (Heavisiden funktio).
1, >0

Tallsin H € L*(Q), mutta kaikilla ¢ € 2(f2) pétee

- / o (2)H () dz = — / ¢ (z)da = p(0) - g(1) = £(0)

1

Toisaalta: H'(x) = 0 tavallisessa mielessd kun x # 0, eikd voi olla olemassa

funktiota g € L*(2), jolle samalla myds

/Qg(:v)gp(x) dz = p(0) kaikilla ¢ € 2(Q).

5.17. Huomautus. Heavisiden funktion H derivaatta “distribuutiona” on ns.
Diracin deltafunktionaali 6, jolle siis 6(z) = 0 kun = # 0 ja [, 0(x)dr = 1.
T&lloin 0 ei voi olla tavallinen funktio, vaan se on aito distribuutio; itse asiassa
d on lineaarikuvaus ¢ — (0) : Z(Q2) — K. [Huomaa myos, ettd edellisessé

esimerkissa heikko derivaatta on eri asia kuin derivaatta “distribuutiona”.]

Okatso esimerkiksi Walter Rudin: "Functional Analysis”.



92 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI

5.18. M&iritelmi. Olkoon Q = (a,b) avoin véli. Sobolev-avaruus H' = H' ()
koostuu niistéi avaruuden L? funktioista f, joilla on heikko derivaatta f’ € L2

eli
H'={ f e L*Q): funktiolla f on heikko derivaatta f’ € L*(2) }.

Huomautus. Merkintd, H! viittaa derivaatan kertalukuun ja H Hilbertin ava-
ruuteen. Usein merkitédin myss H! = W) = Wh2,

5.19. Lause. H' on Hilbert-avaruus varustettuna sisdtulolla
(F10) = [ k@) + F@F@) o fge B
9]

Todistus. Avaruuden H' miiritelméin ja Cauchy—Schwarzin epiyhtdlon 4.2 si-
vulla 56 nojalla muoto ( f|g) on hyvin mééritelty, silla f,h, ', € L*(Q).
Liséksi

If = hln = /Q[(f(l“) — h(x))(f(z) = h(x)) + (f = h)'(x) (f = h)'(z)] dx
=f'(@)=H (x)

=If=hlz+ 1 = hllL

kaikilla f, g € H'. Siis jos (f,) C H' on Cauchyn jono, niin jonot (f,) C L?(Q)
ja (f1) € L*(Q) ovat Cauchyn jonoja. Koska L?*(€2) on téydellinen, niin 16ytyy
sellaiset f,g € L*(Q), ettd f,, — f ja f/ — g avaruudessa L*(Q). Riittd4 siis
nayttid, ettd g on funktion f heikko derivaatta.

Jos ¢ € Z(Q2), niin
/fn<p’da: = —/ flode
Q Q

kaikilla n € N, joten Cauchy—Schwarzin epéayhtélon nojalla

/Qfsa’dx+/ﬂgsodx /Q(f—fn)w’drﬁ/g(g—fé)cpdx

< f = fallezll ¢ N2 + 1 g = £ ezl @ ll2 — 0,
kun n — oo. Siis

/g(pdx:—/fgo'dx kaikilla ¢ € 2(Q),
0 Q

eli f'' =g e L*(Q). 0

Tarvitsemme myohemmisséd esimerkeissd Sobolev-funktioiden perusominai-
suuksia ja néitd varten tarvitaan seuraava versio analyysin peruslauseesta hei-

koille derivaatoille.

5.20. Lemma. Jos f € L*(Q) ja [, f¢'de = 0 kaikilla ¢ € 2(Q) (eli siis
heikko derivaatta f' = 0), niin f(x) = C (vakio) m.k. x € Q, toisin sanoen,
joukko { x € Q: f(x)# C } on 0-mittainen.
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Todistus. Olkoon ¢ € 2(Q) funktio, jolle [ ¢ dx = 1. Jos w € 2(2) on

mielivaltainen, niin asetetaan

ota) = [ (wi) = ([ wman)eo) ar.

Talloin ¢ € 2(2). Tamén havaitsemiseksi lasketaan ensin ¢ derivaatta, joka
on ¢'(t) = w(t) — (f wdx)y(t). Olkoon nyt vili [¢,d] C Q = (a,b) sellainen,
ettd supp(y)) U supp(w) C [¢, d]. Silloin kaikilla ¢ € [a, c] pétee (') =0 ja

o) = ()~ () = [ "t ar = / (w0~ ([ war)ow) ar
:/Qw(t)dt—/Qz/;(t)dt~/9w(x)dxzo

kaikilla d’' € [d, b], silld [ ¢ daz = 1. Siispd supp(¢) C © ja on kompakti.

Oletuksen ja Fubinin lauseen” nojalla on siis

0= [s¢de= [ 0 (w(t)— (f wdx)w<t>> dt
= [ (70~ [ swoat) a.

Koska w € 2(f2) on mielivaltainen ja 2(Q2) = L*(Q) (Lauseen 5.12:n todistus),

niin tasté seuraa, ettd

f(x)—/gmdt:o mk. zeQ

—_—

=C=vakio

OJ

Analyysin peruslauseen (Lemma 5.20) avulla voimme osoittaa, ettd Sobolev-
funktiot ovatkin hieman sileitd myos tavallisessa mielesséd. Tarkemmin sanoen

seuraava tulos on voimassa.

5.21. Lause. Jos Q = (a,b) on rajoitettu vili, f € H'(a,b) ja f' € L*(Q) on
sen heikko derivaatta, niin
(a) f on jatkuva (tarkemmin: on olemassa f € C(a,b), jolle f(z) = f(x) m.k.

x € Q eli funktion f mddrdimd L*-luokka sisdltid jatkuvan edustajan)

(b)
f(a:):/ P dE+ fze)  mk 210 € (a,b)

7integroimisjéirjestyksen vaihto, kts. Mitta ja integraali
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Huomautus. (1) Ominaisuus "on olemassa jatkuva edustaja” on vahvempi kuin
ominaisuus "m.k. jatkuva”. Esimerkiksi vilin [0, 1] karakteristinen funktio X,
on jatkuva m.k. x € R, mutta ei ole olemassa sité vastaavaa jatkuvaa edustajaa.
(2) Jos f on jatkuva funktio, jolle 16ytyy f'(x) m.k. x (tavallisessa mielessi) ja
f € L3(2), niin t#llsin (b) ei aina pide (Reaalianalyysi I: on olemassa jatkuva
ns. Cantorin funktio f : [0,1] — [0,1], jolle f'(z) = 0 m.k. z € [0, 1], sekd
7(0) =0, £(1) = 1)

Lauseen 5.21 todistus. Voidaan vapaasti olettaa, ettd (a,b) = (0,1). Olkoon
xo € (0,1). Mééaritelladn funktio
= o

joka on hyvin médritelty, sillid f € L?(0,1) € L'(0,1) Schwarzin tai Holderin
epayhtdlon nojalla. (Téssé tarvitaan, ettd vili Q on rajoitettu.) Jos z,y €
(0,1), niin Holderin nojalla (jos z < y)

1A |_/f dt—/f dt’
g(/ 7 |2dt> ([ 1dt)2§||f||H1|$—y|2,
Me /)

1
=|y—=z|2

o

eli h on tasaisesti jatkuva (0,1) — K ja siten myos jatkuva valilla [0, 1].

Viite: f(x) — h(z) = C (vakio) mk. z € (0,1) (Huom: kohdat (a) ja (b)
seuraavat tastd heti).

Olkoon ¢ € 2(0,1) mielivaltainen ja o = 0 (merkintjen helpottamiseksi).
Fubinin lauseen, heikon derivaatan méaaritelmén sekd ¢(1) = 0, avulla saadaan

[ emwar= [ ([ roa)
2 o ([ v@a) a= [ rosoa

-~

=p(1)—p(t)=—¢p(t)

- / £t (1) dt

1
| o - s =o
0

kaikilla ¢ € 2(0,1). Siispd Lemman 5.20 nojalla f(z) — h(zx) = C mk.

€ (0,1). (Perustele itsellesi miten edelld Fubinin lausetta kdytetddn, kun

joten
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integroimisjoukko on
A={(z,1): 0<2<1,0<t<a}={(z,t): 0<t< 1t <z <1})
O

Seuraavassa oletetaan aina, ettid Sobolev-funktio f € H'(a,b) on jatkuva

(siis edustajana Lauseen 5.21.(a) mielessd) ja erityisesti

fla) = lim f(x) ja f(b)= lim f(z)

r—a+ r—b—
ovat olemassa (katso Lauseen 5.21 todistus). Siis téssd mielessé
H'(a,b) € C(a,b) (={ f: [a,b] = K: f on jatkuva }).
Kirjoitetaan nékyviin pari seurausta Lauseelle 5.21.

5.22. Seuraus. Jos f € H'(a,b) ja heikko derivaatta f' € C(a,b), niin f €
Cl(a,b).

Todistus. Lauseen 5.21 ja derivaatan f’ jatkuvuuden nojalla
fla) = fan) = [ Pty
x0
kaikilla o, z € [a, b]. O

5.23. Seuraus. Joukko H}(a,b) = { f € H'(a,b): f(a) = f(b) =0 } on

avaruuden H'(a,b) suljettu aliavaruus (ja siis Hilbert avaruus).
Todistus. HT/8 O

Huomautus. (1) Koska avaruuden H! funktiot ovat jatkuvia, niin 27-periodisessa
tapauksessa H'(0, 27) voidaan karakterisoida Fourier-kertoimien avulla: eli funk-
tio f € H'(0,27) ja f(0) = f(27) jos ja vain jos

FeLX02n) ja Y. (1+KE|f(k)? < oc.

Tamaé seuraa sivulla 88 olevasta johdantotekstistd Sobolev-avaruuksiin, kun li-
siksi yhdistimme tahén paattelyyn HT 9/2006 tehtavissi 2 osoitettua tulosta.
(2) Sobolev-avaruudet voidaan rakentaa korkeammissakin dimensioissa ja LP-

avaruuksissa: kun €2 C R” on alue ja 1 < p < oo méadritellaan
Wi (Q) ={f € LP(Q) : fm heikot osittaisderivaatat O\ f, ..., 0, f € LP()}.
Vastaavasti vaatimalla, ettd LP-funktion f kaikkien korkeintaan astetta® k ole-

vat heikot derivaatat 0“f € LP, voimme myos madritelld Sobelev-avaruudet

8sanomme, etti 9% f = Ot ... 0% f on astetta k, jos ag +ag+ -+, =k
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W}(Q) sekd H*(Q2) = W} (Q). Téllsin voidaan osoittaa Lauseen 5.21 sivulla 93
vastine eli erikoistapaus Sobolevin upotuslauseesta:

Jos k> 2 ja Q C R" on riittdvén silefireunainen, niin H*(Q2) C C(Q).

SOVELLUKSISTA DIFFERENTIAALIYHTALOIHIN

sivujen 96 -101 SL-sovellusta ei luennoitu kevailla 2008

Hilbertin avaruus-metodeja voidaan kiyttdd apuna myos differentiaaliyhté-
l6iden ratkaisemisessa. Tarkastellaan klassisena esimerkkiné Sturmin—Liouvillen
yhtilsitd: Oletetaan, ettd on annettu funktiot p € C1(0,1), ¢ € C(0,1) ja etsi-
tdin funktiota u € C?(0,1), joka toteuttaa seuraavat ehdot

—(p(z)u/(x)) + q(z)u(z) =0 kaikilla z € (0, 1)
u(0) = o, u(l) = p.

Teemme seuraavat lisdoletukset: on olemassa sellainen § > 0, etti

(SL)

(5.24) p(z) > ja q(z)>0 aina, kun z € [0, 1]

Seuraava téarked heikon ratkaisun kasite kytkee yhteen differentiaaliyhtalot ja
Hilbertin avaruudet.

5.25. Maéritelméi. Funktio w € H'(0,1) on yhtilon (SL) heikko ratkaisu, jos
u(0) = a, u(l) = § seki
1 1
| @@+ [ a@peu) s =0
0 0
kaikilla testifunktiolla ¢ € 2(0,1).

Toisin sanoen, funktio u on Sturmin—Liouvillen yhtdlon (SL) heikko ratkaisu,
jos funktion pu’ heikko derivaatta on qu. Todistamme nyt Hilbertin avaruus-
menetelmilld seuraavan tuloksen, jonka tarkennuksiin palaamme myohemmin

kurssilla, kunhan olemme saaneet uusia ja tehokkaampia tyokaluja.

5.26. Lause. Kun p ja q ovat alhaalta rajoitettuja (eli kun ehto (5.24) toteutuu),
niin yhtdlélli (SL) on yksikdsitteinen ratkaisu u € C?(0,1).

Todistus. Todistamme viitteen useissa pienissé askeleissa.
1. askel: Ensimmaéisend askeleen osoitetaan, etta

Viite. Josu € C? on yhtdilén (SL) klassinen ratkaisu®, niin u on myds heikko

ratkaisu.

9iis u € C2(0,1) ja u toteuttaa reuna-arvotehtivin (SL)
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Todistus. Olkoon ¢ € 2(0,1). Nyt osittaisintegroimalla saadaan

| 0w+ )@ d = [ pwstand )

_|_

| et (= o) +aw@) @ =0

N 7
_
=0

Sijoitustermi havida, silld ¢(0) = ¢(1) = 0. Siis u on Ma&ritelmén 5.25 nojalla

my6s heikko ratkaisu. O

2. askel: Asetetaan avaruuteen H'(0,1) uusi sisitulo

(ulv) = / pla) (@) (z) do + / a(2)u(z)o(@) da.

Selvésti (u|v) on funktion u suhteen lineaarinen, (u|v) = (v|u) ja liséksi
(-]-) on aidosti positiviinen, silld p(z) > § > 0 ja g(z) > § > 0. Siispé (- |-)
on todella sisidtulo avaruudessa H'(0,1).

Viite. Joukko H'(0,1) varustettuna sisitulolla (-|-) on Hilbertin avaruus.

Todistus. On siis vield niytettivi, ettd H'(0,1) on tdydellinen normissa

lull = vulu), weH(0,1).

Olemme olettaneet, ettd 6 < p,q ja koska p sekd ¢ ovat jatkuvina funktioina
rajoitettuja valilla [0, 1], niin jollakin vakiolla M > 0 on

0<o<plx)<M<oo, 0<d<qg(zr)<M<o.

Nyt
lu—vlll*= /O [p(2)d(z) — v'(2)]* + g(2)|u(z) — v(z)]’] dz

< M/O [/ (@) = v'(@)* + |u(z) — v(@)]] dz = M| u—v 7.

Samoin néhdédn, ettd 6w — v||3 < |[[Ju — v||*. Siis, jos (u,) on Cauc-
hyn jono avaruudessa (H*,|||-|||), niin se on Cauchyn jono myds avaruudes-
sa (HY || ||lg1). Koska (H',||-||z2) on tdydellinen (Lause 5.19 sivulla 92),
niin 16ytyy sellainen u € H', etti ||u, — u |z — 0, kun n — oo. Tilléin
1w, —wll] < M| w, —wl|z — 0, ja siis myds avaruus (H', ||| -]||) on tdydelli-

nen. O

3. askel: Seuraava askel on nayttdd, kuinka yhtélolle (SL) 1oydetddn heikko
ratkaisu.

Viite. Yhtalolla (SL) on heikko ratkaisu.
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Todistus. Olkoon ' = (H*, {-|-)), missé sisdtulo (- |- ) on sama kuin askeleessa
2, jolloin siis £ on Hilbertin avaruus. Valitaan nyt jokin f € E, jolle f(0) = «
ja f(1) = 3, esimerkiksi funktio f(z) = a+ (8 — a)x kelpaa. Seurauksen 5.23
sivulla 95 nojalla H on avaruuden H' suljettu aliavaruus ja edellisen askeleen
todistuksen nojalla H} on myds avaruuden E suljettu aliavaruus. Siispd voimme
soveltaa luvun 4 normin minimointituloksia: Seurauksen 4.18 sivulla 63 nojalla

on olemassa yksikésitteinen g € Hj, jolle

I f—gll=mt{lII.f —hll: heH}
Edelleen Lauseen 4.20 sivulla 65 nojalla (f —g) L H; sisétulon (-|-) suhteen.
Jos nyt merkitddin u = f — g, niin
u(0) = f(0) —g(0) =a—=0=a ja u(l)=f(1)—-g(1) =7
Koska selvisti 2(0,1) C H}(0,1), niin jokaisella ¢ € 2(0,1) on

1
0={£=91%) = | blal (@) @) + ale)u(o)p(e)) ds
0
eli funktio v on yhtélon (SL) heikko ratkaisu! O

Huomautus. Edellé esitetty heikon ratkaisun konstruointi voidaan tulkita myos

Dirichlét’n periaatteena: Jos

I(u) = /0 P (@) + g(@)u(@) "] dz =[] ull,

niin yht#lén (SL) heikko ratkaisu on funktio uy € H'(0,1), joka toteuttaa
reunaehdot ug(0) = «, ug(1) = 5 ja jolle pétee

I(up) = inf{ I'(u) : u(0)=ajau(l)=75}.

4. askel: Téssé askeleessa osoitamme, ettd yhtélolla (SL) on korkeintaan yksi
ratkaisu. Yhdessé edellisen askeleen kanssa tdmaé takaa sen, ettd yhtalolla on
tarkalleen yksi heikko ratkaisu. Tétd varten tarvitsemme seuraavan lemman,
joka osoittaa, etti testifunktiot ovat tihefissd avaruudessa H} (mutta eivit

kuitenkaan koko Sobolev-avaruudessa H' !!).

5.27. Lemma. Testifunktioiden sulkeuma 2(Q2) = H}(Q), kun Q on rajoitettu
véli ja sulkeuma otetaan H'-normin suhteen.

Todistus. Oletetaan seuraavassa laskujen yksinkertaistamiseksi, ettd = (0, 1).

Ensiksi, 2(Q) C H}(Q), koska 2(Q) C H}(Q) ja aliavaruus Hy(Q) € H'(Q)
on suljettu.

Kééntéen, jos f € Hi(€), niin Lauseen 5.21 sivulla 93 nojalla

f(a) = / " Pyt
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Edelleen Lemman 5.12 sivulla 89 todistuksessa osoitettiin, ettd 2(Q) = L*(Q)
(normin || - ||2 suhteen), joten loytyy g € Z(R2), jolle || f' — g||2< €. Koska vili
[0, 1] on rajoitettu, niin tieddmme, ettd || f/ — g |i< || f' — g ||2< €. Siten

W | @] =| [ - ] < shes

missé ensimméinen yhtélo seuraa tiedosta 0 = f(1) = fol f(t)de
Viitteen osoittamiseksi haluaisimme nyt konstruoida funktion h € 2(0,1),
jolle sekéi || f — h ||z ja || f — K ||2 olisivat pienid. Hyvi kandidaatti vaikuttaisi

olevan funktion g integraalifunktio, eli

(%) h(z) = /Oxg(t) dt.

Onko tdméi integraalifunktio h kuitenkaan (0, 1):ssa? Jotta se olisi, on oltava
h(1) = 0, mika tarkoittaa, etta vakio

c:/olg(x)dxzo.

Meilld on edelld tiedossa ainoastaan arvio (). Korjataksemme tdmén puutteen
argumentoimme Lemman 5.20 tapaan: kiinnitémme testifunktion ¢ € 2(0,1),
joka toteuttaa ehdot ¢ > 0 ja || ¢ |1= fo t)dt = 1. Olkoon nyt g := g — cp.
Silloin g € 2(0, 1), fo gdt = 0 ja lisdksi

lg=glla=lel I ll2< el el

arvion (x) nojalla. Voimme nyt vaihtaa funktion g funktioksi g, jolloin kaa-
van (x*) madrddma integraalifunktio h € 2(0,1). Nyt loppuargumentti etenee

suoraviivaisesti:
=l = [ 1r6e) - |2dx+/ (o) = W) da
- [ [ o -ganaf ae / 70 = 5@ e
0 0 0
<[ (] !f’(t)—E(t)ldt>2dw+|!f’—§l|§
<[5 - 30r a+ 17 - 518< 20+ ooy

Toiseksi viimeinen arvio seuraa Cauchy—Schwarzin (tai Holderin) epayhtélon
nojalla. Siispd Hj () C 2(Q). O

Edeltavin lemman avulla voimme nyt osoittaa askeleen 4. véitteen:

Viite. Yhtdalon (SL) heikko ratkaisu on yksikdsitteinen.
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Todistus. Osoitimme 3. askeleessa, ettd jos g € Hy on se yksikdisitteinen alkio,
jolle f —g 1 H}, niin u = f — g toteuttaa yht#lon (SL).

Kéédntéen, jos uy toteuttaa yhtilon (SL), niin reunaehdon nojalla uy = f—gy,
missii g; € Hj(0,1). Heikon ratkaisun mééritelmén nojalla (u; [¢) = 0 jokai-
sella o € 2(0,1) eli f— g1 L 2(0,1). Mutta Lemman 5.27 mukaan 2(0,1)
H}, joten f — gy L Hj. Siispd Lauseen 4.20 sivulla 65 nojalla || f — g1 ||
dist(f, H}), joten Lauseen 4.17 sivulla 63 nojalla u; = f — g, = f — g =
joten ratkaisu on yksikésitteinen.

RS

O

5. askel: Viimeisena askeleena osoitamme, etté edellisissé askeleissa konstruoitu

yksikésitteinen heikko ratkaisu on myo6s klassinen ratkaisu.
Viite. Yhtilon (SL) heikko ratkaisu u on klassinen ratkaisu eli u € C?|0,1].

Todistus. Alkujaan tiedetiiin, ettdi u € H', joten u/' € L?(0,1). Koska p €
C1(0,1), niin tulo pu’ € L*(0,1). Koska tulon pu’ heikko derivaatta on qu € L2,
niin tiedimmekin siis, ettd pu’ € H'(0,1), joten Lauseen 5.21 nojalla funktio
pu' on jatkuva. Edelleen, koska p > ¢ > 0, niin ' € C(0,1), joten olemme
johtaneet, etti itse asiassa u € C1(0,1).

Nyt (pu') = qu € C(0,1) myds klassisessa mielessii, joten pu’ € C*(0,1),
misti seuraa edelleen, ettd u € C?(0,1). O

Yhdessa kaikki askeleet osoittavat Lauseen 5.26 vaitteen. O

Lisdtietoja: (1) Edelld esitetty Sturmin-Liouvillen yhtéloiden ratkaisumene-
telméaa voidaan soveltaa korkeammissa dimensioissa ns. elliptisiin yhtdloihin,

joiden prototyyppi on

—Au+u=0,
a9 = .
misséd 2 C R™ on alue ja A = Z?Zl g—;. Ratkaisustrategia toimii kuten edella:
J

i) Klassinen ratkaisu on heikko ratkaisu
i1) On olemassa heikko ratkaisu
i11) Heikko ratkaisu on yksikésitteinen (joten myos klassinen ratkaisu on yk-
sikésitteinen)
iv) Heikko ratkaisu v on riittdvin siinnéllinen (eli edelld u € C?).

Tasta yhtalosta paastadn Laplacen yhtdléon Au = 0 Fredholm-operaattoreiden
tai Fredholmin teorian avulla (jolloin voimme myds luopua oletuksesta, etta
qg>46>0).
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(2) Historiallisesti, Bernhard Riemann (1826-1866) ratkaisi yhtdlon Au = f
juuri edelld mainitun Dirichlét'n periaatteen avulla. Karl Weierstra (1815
1897) aiheutti sensaation kriittiselld artikkelillaan "Uber das Sogenannte Di-
richletsche Princip”, jossa héin esitti seuraavan vastaesimerkin: Jos

Iw - | 2l (@) d,

1

niin ei ole jatkuvaa funktiota wug, jolle ug(1) = 1, up(—1) = —1 ja
J(up) = inf{ J(u) : u(—-1)=1u(l)=—-1}
Todistus. Jos

arctan f
olr)=——7, >0,
arctan <
niin
15
/
T) = ,
(@) (arctan 1) (22 + €2)
joten
2¢e
J(p) < r — 0,
arctan <
kun e — 07. 0

Miksi Dirichlét’'n periaate ei toimikaan? Syy (joka ymmaérrettiin vasta 1900~
luvulla) on se, ettei H' (tai H}) ole tiydellinen normissa
1
lull = [ (o) da.

-1
Tistd samasta syysti oletettiin edelld, ettd p, ¢ > § yht#lossi (SL). ' Weier-
strassin kritiikilla on ollut huomattava merkitys differentiaaliyhtéaloiden teo-
rialle ja variaatiolaskennalle, vaikka Dirichlét’n periaate nyt pystytdéan perus-

telemaan tasmallisesti Hilbertin avaruuksien teorian avulla.

0¢dells oleva normi vastaa (SL)- yhtélén normia, kun ¢ = 0 ja p(x) = z2. Aikaisemmin
totesimme, ettd oletuksesta ¢ > § voidaan luopua, mutta jos funktiolla p on nollakohta

tilanne muuttuu radikaalisti.



