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4. HILBERTIN AVARUUDET

Hilbertin avaruudet ovat déaretonulotteisista normiavaruuksista ominaisuuk-
siltaan kaikkein ldhinnd "kotiavaruutta” R™ tai C". Tésté syystd niiden teoria
on joustava ja kayttokelpoinen monessa tilanteessa. Hilbertin avaruuden normi

méaaraytyy sisdtulosta.

4.1. Maaritelmé. Olkoon E vektoriavaruus, jonka skalaarikuntana on K. Ku-

vaus f: E X E — K on Hermiten muoto, jos

(1) f(x1 4+ x9,y) = f(x1,y) + f(xe,y) kaikilla zq, 29,y € E,

(il) f(Ax,y) = Af(z,y) kaikilla z,y € E ja A € K

(iii) f(y,z) = f(z,y) kaikilla 2,y € E. (Téssd Z = a — ib on kompleksilu-
vun z = a + 1b € C kompleksikonjugaatti.)

Huomautus.

1. Jos K = R, niin ehto (iii) voidaan kirjoittaa muodossa f(y,z) = f(z,y)
kaikilla x,y €

2. Suoraan laskemalla ndhd&én, etta

F@y 1) = Fn + v22) 2 Flyn ) + Fym ) = f(@, ) + f(z, 1)
ja
Fa ) = FOw ) © X fly, ) = M(x,y)

kaikilla z,y1,y2 € E ja A € K. Hermiten muoto f on siis konjugaattili-

neaarinen jalkimméaisen muuttujan suhteen.

3. Nolla-alkion tapauksessa f(0,y) = 0 = f(z,0) kun z,y € E, silld
2f(0,y) = f(2-0,y) = f(0,y).

Hermiten muoto f : £ x E'— K on sisdtulo (tai skalaaritulo) avaruudessa F,

jos f on lisdksi aidosti positiivinen eli
f(x,x) > 0 kaikilla x € E seké f(z,2) =0 joss z = 0.
Sisdtulon tapauksessa merkitsemme:

(zly)=f(z,y), zyeE
x| =+ (z|z), x€E.

Joskus kdytamme sisdtulolle my6s merkintdd (z, y ).

Vektoriavaruus E on sisdtuloavaruus, jos E on varustettu sisétulolla (- |-).
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4.2. Lause (Cauchy—Schwarzin epéayhtilo). Sisdtuloavaruudessa E pitee

(CS) ((zly)l < iyl kaikilla z,y € E.

Todistus. Voidaan olettaa = # 0, y # 0 (muuten (CS) on ilmeinen). Jokaisella
A € K pétee

(i) (iid) ~ ~
0<(z+XMylo+Xry) =" (z|z)+Xylz)+Mzly)+ 2 (y|y)
=]

D) —_— -
= Nz P+Maly)+Az]y)+ APyl

(zly)

Valitaan A = — 5
yl

. (On hyva huomata, ettd tapauksessa K = R taméi

on polynomin A — ||z || + 2A\(z |y ) + A?|| y ||*> minimikohta!) T&ll4 valinnalla
edellisesté epéayhtilosta saadaan

2(z|y)P | [(z]y)P |(z]y)[”
0<|=]*— 7+ ly P =1l ® - 2
Iyl Iyl Iyl
= | < =Pyl
miké osoittaa viitteen. 0J
4.3. Seuraus. Kuvaus ||z | = /(z|z), x € E, on sisdtuloavaruuden E normi.

Todistus. Osoitetaan ensin kolmioepéayhtélo. Suoraan laskemalla ja kdyttamal-
14 identiteettid 24z = 2 Rez, joka on voimassa kaikilla kompleksiluvuilla z € C,
saadaan
2 _ (1) —(idd) 2 2
O<llz+yl"=(z+ylz+y) ="lzl"+(zly)+(ylz)+ ]yl

=z |+ (zly)+ (z|y)+ [yl

— |z +2Re (x|y) + |y |2
Koska kompleksiluvuilla z € C on aina Re z < |z|, niin edellisen epdyhtélon ja

Cauchy-Schwarzin epéyhtélon nojalla

lz+yl* < ll=*+2(=[y) + 1y’

(CS) 2 2 2
< lzlF+2lz iy I+ 1y l™= A=l +[yl)

Ottamalla nelicjuuri saadaan ||z +y | < ||z | + || v||, kun =,y € E. Edelleen,
kun x € E ja A € K, on selvisti voimassa

Iz ]| = VOala) = Var(z|2) = VR[22 = Al 2 .

Myés ehto (N3) toteutuu, silld ||z || = v/ (z]|z) = 0 joss z = 0, silld (-]-) on
sisdatulo. O
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4.4. Madritelmd. Sanomme, ettd tdydellinen sisdtuloavaruus (F,(-|-)) on
Hilbertin avaruus.

Hilbertin avaruuden nimitys tulee David Hilbertin (1862-1943) mukaan.

4.5. EsimerkKki.
(1) Jos x = (21, ..., 2,) €E K" jay = (y1,...,yn) € K", niin kuvaus

n
(z|y) = E Z5Y;
j=1
on vektoriavaruuden K" sisdtulo. Vastaava normi

lzllz=v(z]2) = ]zt + |22l + - + 2]
on avaruuden K" tavallinen euklidinen normi ja (K", || -||2) on Hilbertin ava-
ruus. Merkitddn usein £5 = (K", |- ]|2), n=1,2...

(2) Jonoavaruudessa ¢* mééritelldin sisitulo kaavalla

(%) (xly) =Y ;7 kun x = (z1), y = (y) € £

J=1

Sisatulon maaraama normi on

o0

o lla = Jaxl?)z, kun o = (z;) € (2,

k=1
eli avaruuden £? tavallinen normi, jonka suhteen ¢? on tiydellinen (Katso Lause
3.23 sivulla 38). Siis (¢2, || - ||2) on Hilbertin avaruus.

Huomautus. Jonoavaruuksien Hoélderin epéayhtédlon 2.20 tai Schwarzin epéyh-
talon 2.21 nojalla

> ladil < O L) 2O )z < oo, kun (), () € €2,
k=1 k=1 k=1

joten sarja Y x37, suppenee (itseisesti) K:ssa (ja () on jarkevi).
k=1

(3) Jos avaruus C'(0,1) ={ f: [0,1] = K: f jatkuva } varustetaan sisitulolla

(f|g)=/0 fOg@dt,  f.g€C0,1),

niin (C'(0,1),]| - ||2) ei ole Hilbertin avaruus, missa
1
1
1= ([ 150 an),
0
silla (C(0,1), || -||2) ei ole tédydellinen. Perusteluksi tarkastele seuraava kuvaa

ja pohdi, mité tapahtuu, kun n — oo.
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Kuva 4. Jatkuva funktio f,, joka approksimoi epéajatkuvaa

funktiota || - ||o-normissa

(4) Olkoon ©Q C R™ Lebesgue-mitallinen joukko, ja p n-ulotteinen Lebesgue

mitta. Talloin avaruus L2 ) varustettuna sisitulolla
(4.6) (f19) /f gD du(z), f.g€ LX),

on Hilbertin avaruus (normissa || fll2 = (Jylf( 2du(x))z, vrt. Lause 3.31
sivulla 43.) Huomaa ettéd tulofunktio z — f(z)g(z) on integroituva ja (4.6)
on siis hyvin midritelty kun f,g € L*(Q); timi seuraa integraalien Holderin

epéayhtélostd (Lemma 3.25 sivulla 40).

Kun verrataan kahta viimeistd esimerkkié, kéy ilmi, ettd C'(0,1) on tihed
avaruudessa (L2(0,1),] - ||2) ja siten L?*(0,1) on vektoriavaruuden C'(0,1) tdiy-
dentymd || - ||2-normin suhteen. TAdmé osoitetaan myshemmin kurssin aikana
(kts. Lause 5.5 luvussa 5).

Alamme sitten setviméan Hilbertin avaruuksien ominaisuuksia. Havaitaan,
ettd (geo)metrisesti ne toimivat kuten kotiavaruus K”. Emme kuitenkaan voi
vedota dérellisulotteisiin ilmidihin, mutta esimerkiksi kahden annetun vektorin
vélinen kulma on jarkeva Hilbertin avaruudessa:

Jos x,y # 0 ovat R-kertoimisen Hilbertin avaruuden E alkioita, niin méiritte-

lemme niiden vélisen kulman ¢ € [0, 27) tutulla kaavalla

(zly) ==yl cose.
Olkoon vaikkapa = = (27")° ja y = (37")5° € ¢2. Télloin (geometrisen sarjan

summina)

n=1

ja x| =/D_(277)2 = 1/\/_ Seka vastaavasti ||y |2 = 1/v/8. Niin ollen

24 o
cosgpsz>g0~11.



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 59

Funktioiden vilisid kulmia pohdittaessa kaikkein helpoin on tilanne, jossa
vektorit ovat kohtisuorassa. Téatd teemaa kannattaa kehittdd vdahan pitemmaél-

lekin:

4.7. Maaritelma. Sisédtuloavaruuden E vektorit x,y € E ovat ortogonaaliset
(eli kohtisuorat), jos (x|y) = 0. Ortogonaalisuutta merkitaén x L y. Osa-
joukot A, B C E ovat ortogonaaliset, merkitdin A 1 B, jos x L y kaikilla
reAjay e B.

Ortogonaalisten vektorien summilla on seuraava tuttu ominaisuus. Hilbertin

avaruuksien hajotelmia konstruoitaessa silla tulee olemaan keskeinen rooli.

4.8. Lause (Pythagoras). Olkoon E sisituloavaruus. Jos {x1,...,z,} C E ja

vektorit ovat keskenddn ortogonaaliset eli x; L xy, kun j # k, niin
lor+ 22 4w P = o P+ 22 P+ + [l |
Huomautus. Kun kolmiossa a = ||z || ja b = ||y||, niin ¢ = /|| z||>+ ||y ||

joten tapaus n = 2 on alkeisgeometriasta tuttu lause a? + b? = .

b

Todistus. Vaite osoitetaan induktiolla muuttujan n suhteen. Kun n = 2 ja

x1 L a9 niin,
| z14@s ||* = (21+as | 21432 ) = || 21 P4+ (21 | 22)+ (22 |21 )+ 22 [|P = [| 21 [P+ 22 |12

Oletetaan, etté véite on osoitettu, kun n = k. Télloin kohdan n = 2 ja induktio-

oletuksen nojalla on voimassa

lz1 4+t o P =z 4+ + e P+ [ 2o |

ind.ol.

Sl E20 (e K o (7S (e ol e

Ensimméinen yhtasuuruus on voimassa, silla oletuksen nojalla
k

(m1+'--+xk|l‘k+1):Z<$J’|$k+1>zo’
j=1

eli (z1+ -+ xp) L xpp1. O

Tilanteissa, joissa avaruuden vektoripari ei ole kohtisuorassa, voimme korva-

ta Pythagoraan suunnikasyhtélolla. (Piirrd ao. lauseesta esimerkkikuval)
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4.9. Lause (Suunnikasyhtilo). Jos E on sisdtuloavaruus ja x,y € E, niin
lz+yl*+lz—yl*=2(=*+ [y
Todistus. Lasketaan suoraan
le+yl*+lle—yl*=(z+yle+y)+(z—ylz—y)
=(z|z)+ (zly)+ (ylz)+ (yly)
+(xle)—(zly) = (ylz)+(yly)
=2(z |1+ 1y ).
O

Suunnikasyhtdlon avulla voidaan helposti tarkistaa, ettd monet konkreettiset
Banachin avaruudet evdt ole Hilbertin avaruuksia (eli normi ei voi tulla sisé-

tulosta).
4.10. Esimerkki. (1| ]l1) ja (C(0,1), ] |ls) €eivit ole Hilbertin avaruuksia.
Ratkaisu: Olkoon z = (1,0,0,...), y = (0,1,0,...) € ¢'. T&llsin
lz+yl=10110,..)[h=2,
lz—yllh=(1,-10,...)h=2
lzll =1yl =1,
joten

le+yli+lz—ylli=2"+2"=8 #4=2(| = + Iyl

Siispé ¢! ei ole sisdtuloavaruus.

Olkoon nyt f,g € C(0,1) kuvaukset f(t) =t ja g(t) =1 —t kun ¢ € [0,1].
Tallsin selvisti || f [|oo= || g lco= 1. Koska (f +g¢)(t) = 1ja (f —g)(t) =2t — 1
kun ¢ € [0, 1], niin || f + g [|o= || f — g [|c= 1. Siis

1S+ g1t f = glle=2#4=2(1f 1%+ g lI%),

eli (C(0,1),||-]|c) €l mydskéén ole sisdtuloavaruus. O

Huomautus. Samoin (7, || - ||,) ja (LP(2), ] - ||,) eivét ole Hilbertin avaruuksia
kun p # 2. (Vrt. HT/5)

Seuraava kasite on keskeinen Hilbertin avaruuksissa.

4.11. Maaritelméi. Jos A C E, niin joukon A ortokomplementti A+ on joukko

At ={yeE: (z|y)=0kaikilaz € A }.
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Ortokomplementin ominaisuuksia varten tarvitsemme seuraavan aputulok-

sen.

4.12. Lause. Sisdtulon ehto (z,y) — (x|y) mdadrad jatkuvan kuvauksen E X
E — K.

Todistus. Jos xy € E ja yp € E, niin kolmioepéyhtélon ja Cauchy-Schwarzin

epayhtilon nojalla, sekd kehittdmalla auki (x|y) = (x —zo+ 2o |y — Yo+ Yo )

saadaan

[(z]y) = (zolyo)l =(z =20y =)+ (z—20|yo) + (z0 |y —y0)
<llz—zollly=yoll+llzo =z lyoll + zoll |y — yoll,

missé oikea puoli — 0, kun x — x¢ ja y — yo. [

Kéy ilmi, ettd monimutkaisenkin osajoukon A ortokomplementti on hyvin séén-

nollinen:

4.13. Lause. Jos A C E, niin sen ortokomplementti A+ on avaruuden E

suljettu aliavaruus.

Todistus. Joukko A+ on avaruuden E aliavaruus: Jos y,y2 € At ja a,b € K,
niin
(z]ays +bys) =a(z|y) +b(z]y2) =0+0=0
kaikilla x € A, joten ay; + by, € A*. Siispi A+ on aliavaruus.
Seuraavaksi huomataan, ettd jos z € E niin z+ = {z}* on jatkuvan funk-
tion y — (x|y) alkukuva nollasta. Siispi joukko zt on suljettu. Niin ollen

mielivaltaisella A C E,
At = ﬂ zt

z€A
on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu. |

Huomautus.

a) Nolla-alkion 0 ortokomplementti on F eli {0} = E.

b) Koko avaruuden E ortokomplementti on {0} eli E+ = {0}. Nimittiin, jos
y € E+ niin (z]y) = 0 kaikilla z € E. Erityisesti (y|y) = ||y |*> = 0,
joten y = 0.

c¢) Sama péiittely antaa: jos y € AN AL, niin y = 0.
Olemme osoittaneet myos seuraavan hyddyllisen havainnon.

4.14. Lause. Jos y1,y2 € FE ja (x|y1) = (x| y2) kaikilla x € E, niin y; = ys.
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Todistus. Koska 0 = (x|y; — 2 ) kaikilla # € E, niin y; — y, € E+ = {0}, eli
Y1 = Yo O

Seuraavaksi alamme tarkastella minimointitehtévid. Néilld on monia sovel-
luksia, esimerkiksi differentiaaliyhtéloista aina kdyténnon prosessien optimoin-
tiin asti. Kun tilanteita mallinnetaan Hilbertin avaruuksilla tulee (usein) tehté-
viksi selvittad, milld ehdoin joukoista 16ytyy normin minimoivia alkioita. Kos-
ka avaruutemme ovat ddretonulotteisia, minimien olemassaolo ei ole ollenkaan

selvdd, kuten seuraava yksinkertainen esimerkki nayttéa.

4.15. Esimerkki. Olkoon ¢, = (0,...,0,1,0,...,0) € £?; siis jonon n:s termi

=1 Jos A ={ 2¢,: n e N}, tillsin A on suljettu ja rajoitettu, koska

1
||n_+2 m+2 ! n_+2)2 + (m_+2

2 _
n+1€n - m_—|—16m||2 - (n—l-l m—+1

sellaista vektoria x € A, jolle olisi

[z] =if{ly]l: ye A} =1

)2 > 2 kun n # m. Kuitenkaan ei 16ydy

Joukkojen kompaktisuus tietysti takaisi minimoivien alkioiden olemassaolon,
mutta ddretonulotteisissa avaruuksissa tamé oletus olisi aivan liian rajoittava.
On itse asiassa yllattavad, ettd Hilbertin avaruuksissa minimointitehtéava rat-
keaa suhteellisen yleisesti. Olennainen ominaisuus téllaisissa minimointitehté-
vissd on konveksisuus.

Muistetaan, ettd pisteiden x ja y vélinen yhdysjana on joukko
{z+tly—x): tel0,1]}={te+(1—-t)y: t€]0,1] }.

4.16. Méaaritelmi. Vektoriavaruuden E osajoukko A on konveksi, jos pisteiden
x,y € A vilinen yhdysjana aina sisiltyy joukkoon A eli jos tx + (1 —t)y € A
aina, kun z,y € Aja0 <t < 1.

Kuva 5. Konveksi joukko (vasemmalla) ja ei-konveksi joukko
(oikealla); Kuvassa myos pisteiden z ja y véliset yhdysjanat.
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4.17. Lause. Jos F' on Hilbertin avaruuden E konveksi suljettu osajoukko, niin
on olemassa tasméilleen yksi normin minimoiva alkio xo € F, eli alkio x¢ € F
joka toteuttaa ehdon

|zo || < || x| kaikilla x € F.

Toisin sanoen, || o || = inf {||z|| : x € F} = dist(0, F).

Todistus. Olkoon § = inf{ ||z || : = € F }. Sovelletaan suunnikasyht&loa (4.9)
lz+y|?+|z—y|* =2||z[*+2| y||* vektoreihin iz, 1y, kun z,y € F. Tasté
seuraa, etta

R e el
Koska konveksisuuden nojalla %(m +y) € F, niin
(%) Iz —yI* < 2fl2|* + 2/ y ||* — 46°.
Jos nyt ||z || = ||y || = 4, niin arvion (x) nojalla ||z —y||* < 0, joten z = y.

Siis normin minimoiva alkio on ainakin yksikésitteinen, jos se on olemassa.
Olemassaoloa varten valitaan sellainen jono (z,)5, C F, ettd ||z, | — d,

kun n — oo. Korvataan z ja y arviossa (x) jonon alkioilla z, ja x,,, josta
Iz = 2w |17 < 2) 2 [I* + 2[ 2 [|* — 46%.

Silloin || &, — xp || — 0, kun n,m — oo. Siispa (z,)2, on Cauchyn jono

Hilbertin avaruudessa FE, joten on olemassa zy € FE jolle x, — zo € E, kun

n — oo. Koska normi || - || on jatkuva funktio, niin
[zo || = lim [z, [| = 0.
n—oo
Koska F' on suljettu ja (x,)%2; C F, niin raja-alkio zo € F. O

Edellinen lause voidaan muotoilla my0s invariantisti, niin ettei origolla ole

erikoisasemaa.

4.18. Seuraus. Olkoon E Hilbertin avaruus, F' sen suljettu konveksi osajoukko
sekd x € E. Silloin on tasmdlleen yksi alkio yg € F, jolle

|z —yo || = dist(z, F).
Téssd dist(x, F) = inf{ ||z —y||: v € F } on x:n etdisyys F:std.
Todistus. Joukko x — F' on suljettu ja konveksi (tarkistal), seka
min |o—yll: x—y€r—F}=min{ |s—yll: yeF}.

Nyt véite seuraa suoraan Lauseesta 4.17. 0
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Kuva 6. Minimointiongelman yksikésitteisyyden geometrinen

ajatus konveksille joukolle (vasemmalla) ja ei-konveksille joukolle
(oikealla)

Yo. lauseilla on suoraan sovelluksia konveksissa optimoinnissa, mutta niité
voidaan kayttdd monissa muissakin minimointitehtévissd, esim. variaatiolas-
kennassa.

Olemme todistaneet minimoivan alkion y, olemassaolon ja yksikisitteisyy-
den, mutta se voidaan myos helposti tunnistaa ! Seuraava lause kertoo, etta
|z —y || = dist(z, F') jos ja vain jos vektoreiden x — y ja z — y vélinen kulma
on tylppa kaikilla z € F'.

[Muista, ettd (R-kertoimisessa) Hilbertin avaruudessa kahden vektorin a ja b
vélinen kulma ¢ € [0, 27) saatiin ehdosta (a|b) = a| || b]| cos¢.]

x T

/y 2T

z )

Kuva 7. vasemmalla tylppé kulma; oikealla terdva

4.19. Lause. Olkoon E Hilbertin avaruus sekd F' C E sen suljettu konveksi ja
epdtyhji osajoukko. Olkoon myds x € E ja y € F.Tdlloin

|z —y| =dist(x, F) & Re(x—ylz—y)<0 kaikilla z € F.

Todistus. Olkoon ||z — y|| = dist(z, F'). Jos z € F' ja 0 < A < 1, niin konvek-
sisuuden nojalla y + A(z —y) = (1 — A\)y + Az € F. Siispé

le—y=Az=y) "=z -yl



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 65
josta kehittamaélla vasen puoli auki sisétulon avulla saadaan
|z —yll* =2ARe(z —y|z—y) + \Plz =y |* > [z -y

Saamme tésti Re(xz—y|z—y) < (A/2)| z—vy||* kaikilla 0 < A < 1. Antamalla
A — 0 ndhdédén, ettd Re(z —y|z—y) <0.
Kédntéen, oletetaan ettd Re (x —y |z —y) < 0 kaikilla z € F. Télloin

le—zlP=llz—y—(z—9)|I”

=[lz—y||*—2Re(z—yly—2z)+]z—y]?

>z -yl
kaikilla z € F. Silloin y on normin minimoiva alkio, joten || x —y || = dist(z, F).
Lause on néin todistettu. 0J

ORTOGONAALISET PROJEKTIOT

Sovellamme seuraavaksi minimointilausetta 4.18 tapaukseen, missé F' on sul-
jettu vektorialiavaruus. Tamé johtaa ortoprojektioihin, jotka tulevat olemaan

lineaarisia kuvauksia.

4.20. Lause. Olkoon E Hilbertin avaruus ja M sen suljettu vektorialiavaruus.
Kunx e F jaye M,

|z —y| =dist(z, M) < (r—y)L M.
Todistus. Olkoon ensin ||z — y|| = dist(z,M). Jos z € M sekd A € K,

niin lineaarinen kombinaatio y + Az € M (koska M on vektorialiavaruus),
ja Lauseen 4.19 nojalla

0> Re((z—yl(y+A2) —y)) = Re (Mz—ylz))
kaikilla A € K. Kun valitaan A = (x — y | z ), niin téstd seuraa, etté
((z—ylz)* <0

eli (z —y|z) =0 kaikilla z € M. Toisin sanoen, x —y € M*.

Kisntéen, oletetaan nyt, ettd o —y € M*. Jos z € M, niin 2 —y € M ja
siten 0 = Re (2 —y |z —y) kaikilla z € M. Lauseen 4.19 nojalla tésté seuraa,
ettd |z — y || = dist(z, M). O

Kun M on avaruuden E suljettu vektorialiavaruus, olkoon F,,: K — E ku-
vaus, joka liittda vektoriin x sen yksikésitteisen vektorin y € M, joka minimoi

x:n etaisyyden M:dén. Siis

(4.21) Py(x)=y, kun ||z —y]| = dist(x, M).
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Sanomme, ettd kuvaus P,, on avaruuden E ortoprojektio aliavaruudelle M ja

y = P,z on vektorin x ortoprojektio avaruudelle M.

A

Huomautus. Havaitaan lisdksi, ettd Lause 4.20 antaa seuraavanlaisen tavan

karakterisoida vektorin x ortoprojektio:
(4.22) y=Pyr joss yeM ja x—y L M.

Toisin sanoen, ehdon (4.22) mukaan ortoprojektion mééradvit seuraavat kaksi

ehtoa,

(4.23) PxeM ja x—PyxeM™*,

jotka ovat siis voimassa kaikilla Hilbert avaruuden E vektoreilla x.
Yllaolevista tuloksista saadaan erityisesti

(4.24) Py =0 kinz € M+, Pyr=2x kunz € M.

Jos nimittdin x € M, niin Pyx = (Pyxz — ) + 2 € M*, ja siis Pyz €

M N M+ = {0}. Jilkimméiinen viite seuraa suoraan méiritelmisti (4.21).

Maéarittelimme ylld ortoprojektion puhtaasti metrisend suureena, mutta Hil-
bert avaruuden vektoriavaruus-struktuurin takia paddymme lineaariseen ope-

raattoriin.

4.25. Lause. Olkoon M suljettu vektorialiavaruus Hilbertin avaruudessa E.

Silloin ortoprojektio P, : E — E on lineaarinen kuvaus.
Todistus. Lineaarisuuden havaitsemiseksi kaytetdan esitysta

T+ Ay = By + AByy+ (. — Pyx) + My — Byy),

TV TV
=zeM eML

kun z,y € E ja A € K. Esityksestd ndhdaén, ettd z +\y — 2 L M ja z € M,

joten ehdon (4.22) nojalla B, (z+Ay) = z = P,x+AP,y. Siis P, on lineaarinen.
O
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Lineaarialgebrasta muistamme, etté lineaarikuvaus P: E — FE on projektio,
jos P? = P. (Téssd P2 = Po P.) Mikdli U = P(E) jaV =ker P = {z € E :
Px = 0}, sanomme ettid P on projektio avaruudelle U suuntaan V.

Laheinen lineaarialgebran késite on nk. suora summa. Sanomme, ettd E on

aliavaruuksien U ja V' suora summa, merkitdin £ =U @ V| jos
E=U+4+V={ut+v:uelUwveV} jaUNV ={0}.

Voidaan osoittaa, ettéd jos P on projektio avaruudelle U suuntaan V', niin £/ =
U @ V. (Nimittdin: jos ¢ € F, niin x = Pz + (x — Px), missi Px € U = P(F)
ja x — Pz € ker(P) = V.) Kééntéen, jos £ = U & V, niin suora summa
madrittelee projektion P avaruudelle U suuntaan V. Nimittéin silloin jokaisella
x € F on yksikésitteinen esitys x = v + v, missd u € U ja v € V. Asetetaan
talloin P(z) = u; nyt U = P(F) ja V = ker P [Néiden véitteiden (helpot)
yksityiskohdat jatetédin ylimééréiseksi harjoitustehtéviksi].

4.26. Lause. Jos M on Hilbertin avaruuden E suljettu vektorialiavaruus, niin
E = M®M* ja P, on avaruuden E projektio aliavaruudelle M suuntaan M*.
Lisdksi

| Pux || < ||z katkilla x € E,

joten Py; on jatkuva lineaarinen operaattors.

Todistus. Lauseesta 4.13 sivulla 61 muistetaan, ettd M+ on avaruuden E vek-
torialiavaruus. Liséksi (4.23) osoitti ettd jokainen x € E voidaan hajottaa sum-
maksi ¢ = Pyx+x — Pyx, missi Pyx € M jax— P, € M*. Siis E = M+ M-=.
Lisiiksi, jos * € M N M*, niin ||z]|> = (z|z) = 0, joten x = 0. Siispi
MM+ ={0}ja E= M@ M* on siten suora summa.

Seuraavaksi tarkastellaan esitystd o = P,z + z, missi 2 = ¢ — Pyx € M*.
Koska edelld havaitsimme etté P,z = 0, niin lineaarisuuden avulla saadaan

Siis P, on projektio. Ehto B, (F) = M seuraa kaavasta (4.22) [valitaan y = |,
samoin ehto ker(B,) = M+ [kun valitaan y = 0].

Lopuksi, normiarviota varten kdytetdan Pythagoras'n lausetta (Lause 4.8),
| |* = | Byx + (z = Byx) |* = | By | + |2 = Pz ||* 2 || Puz |,
joten viite seuraa. O

4.27. Huomautus. (1) Lauseesta 4.26 seuraa myos, etté itse asiassa || By, || = 1
kun M # E (Miksi 7 ).
(2) Olkoon yleisemmin F' C E suljettu konveksi joukko. Seurauksen 4.18 nojalla

on olemassa sellainen metrinen projektio Pp : EE — E, ettéd jokaisella x € E
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péitee Prp(x) = y, misséd y € F on se yksikésitteinen vektori jolle ||z — y|| =
dist(x, F'). Metrinen projektio Pp ei yleensd ole lineaarikuvaus, mutta se on
kuitenkin aina kontraktio (vrt. HT/6):

| Pr(u) — Pr(v)]| < |lu—ov| kaikilla u,v € E.

ORTONORMAALIT KANNAT

4.28. Méaédritelmaé. Sisdtuloavaruuden jono (e,,) on ortonormaali (tai ortonor-
mitettu), jos

0, i#J
(eilej) = o
1, +=17.
Toisin sanoen, jono (e;) on ortonormaali, jos e; L e; ainakuni # jja|e; || =1

jokaisella 7.

4.29. Esimerkki.
(1) Kanoniset kantavektorit e, = (0,...,0,1,0,...,0) € ¢* missi nollasta

eroava termi on n:s, n € N, muodostavat ortonormaalin jonon avaruudessa £2.

(2) E = L*(0,2m) varustettuna sisétulolla

<x|y>:/0”x<tmdt,

on Hilbertin avaruus; jono (z,),
1 int 1
= _e = —_—
ous V2

on ortonormitettu jono avaruudessa E. Nimittdin, jos n # m niin

xn(t) (cos(nt) +isin(nt)), n € Z,

1 [ 1 , .
_ i(n—m)t dt = i(n—m)2m _ i(n—m)0\ _ 0.
(@n | 2m) 27 /0 ‘ i2m(n —m) (e ‘ )

Ortonormaaleja jonoja ja niiden madraamia vektorisummia voi helposti kont-

rolloida térkeén Besselin epdyhtdlon avulla.

Lause (Besselin epayhtilo). Jos (e,) on ortonormaali jono Hilbertin avaruu-

dessa E, niin

(B) Do lxle)lP < el

kaikilla x € E. Erityisesti,

lim (z|ex) =0.

k—o00
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Todistus. Jos (e) on ortonormaali jono avaruudessa E ja x € F, niin tarkas-

tellaan ensin aarellisia osasummia. Ottamalla sisdtulo termeittiain saadaan

n

(430) (z=Y (wlex)er lej) = (x]e;) = 2poy(w|ex)(exnle;)

k=1

= (z]e;) —(zle;) =0,
kun j =1,...,n. Nain 2 — ), (z|e;)er on kohtisuorassa vektoreita e;
vastaan kaikilla 1 < j < n,jasiisz—Y ,_ (z]eg)er L >0 (x|ey ey (muista:

ortokomplementti on vektorialiavaruus). Siten Pythagoraan lauseen mukaan
2 2
(431) 2P = |- Ci(ledel|| + | Tis(elee|

> | Sisitelee | = Sl

Edelld my6s viimeinen yhtdsuuruus perustui Pythagoraan lauseeseen (ja sithen
ettd vektorit e; ovat ortonormeerattuja, || e; || = 1 jokaisella j).

Olemme siis nayttianeet, ettd jokaisella n € N pétee
n
Sl lex) < o]
k=1

Antamalla lopuksi n — oo saadaan Besselin epayhtilo (B). 0J

Huomautus. Besselin epéyhtilo (4.30) patee myos dérelliselle ortonormaalille

jonolle (eq, ..., e,) C E. (Todistus kuten ylla ilman vaihetta n — oo.)

4.32. Méaéritelmi. Jos (e,) on ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa E ja
x € E, niin lukuja (z | ex ) sanotaan vektorin x Fourier-kertoimiksi jonon (e,,)

suhteen.

Jos E on vektoriavaruus ja A C E, niin merkitdéan span (A):lla joukon A virit-

taméa avaruuden F vektorialiavaruutta, eli

span (A) :={ Z/\iai :neN N eKa €Al
i=1

Edelleen span (A) on aliavaruuden span (A) sulkeuma avaruudessa E.

Olkoon (ey,...,e,) &direllinen ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa E.
Seuraava tulos antaa hyodyllisen kaavan ortoprojektiolle vektoreiden ey, ..., e,

virittamalle aliavaruudelle.

4.33. Lause. Olkoon E Hilbertin avaruus, (e;)i_, C ddrellinen ortonormaali

jono seki M = span ({e1,...,e,}). Tdlloin

a) M on suljettu E:n vektorialiavaruus, eli M = span ({e1,...,en}).
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b) M :n ortoprojektiolla P = Py on seuraava konkreettinen esitys,

(4.34) Pa::Z(x|ek)ek, rekFl

k=1
Todistus. Kaavan (4.34) méérittelema kuvaus P on selvésti lineaarinen. Liséksi
Pythagoraan ja Besselin epéyhtélon nojalla || Pz |2 =Y 7 |(z]ex)]* < | z]?
kun =z € E, joten P on jatkuva.

Toisaalta, jos x € M, niin

n
r = E )\kek
k=0

joillakin skalaareilla A\, € K. Ottamalla téstd sisdtulo e;n kanssa, saadaan
ortogonaalisuuden nojalla A\; = (z|e; ), j = 1,...,n. Mutta tdmé sanoo, etta
Pz = x jokaisella x € M. Niinpa

M = {xe€ E:Px=2z} = ker(I — P)

missd I on avaruuden £ identtinen kuvaus. Jatkuva lineaarikuvauksen I — P
ytimend M on néin ollen suljettu v.a.a.
Lopuksi, kuten yhtélossé (4.30) ndhdédén, etté

ejJ_<x—Z(x|ek)ek>:0, j=1,...,n,

k=1
eli yhtépitivisti x — Px € M+, + € E. Mutta Lauseen 4.20 mukaan ehdot
Px € M ja x — Px € Mt karakterisoivat ortoprojektion; vrt. myds (4.22).

Olemme néin todistaneet myos véitteen b). O

4.35. Huomautus. a) Pétee yleisesti: Jokaisessa Banachin avaruudessa jokainen
adrellisulotteinen aliavaruus on suljettu [Tdhén (ehké) palataan mychemmin].

b) Lineaarialgebran kurssilta tunnetulla Gramm-Schmidtin menetelméall4 jo-
kaiseen Hilbert-avaruuden &érellisulotteiseen aliavaruuteen M voidaan kon-
struoida ortonormaali kanta; télloin Lause 4.33 antaa konkreettisen lausekkeen
M:n ortoprojektiolle; vrt. myos Harjoitukset 6.

c¢) Voimme nyt yhdistdé Lauseet 4.20 ja 4.33, ja saamme seuraavan tulkinnan:
Jokaisella x € F, funktio

AL,y An) Hl’—z)\kekH
1

saa pienimmén arvonsa tdsmdlleen (!) silloin, kun
Me=(zleg), k=1,...,n.

Kyseinen pienin arvo on H T =7 Ak H = dist(x, M).
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Edelleen, ortonormaaleista vektoreista muodostettujen sarjojen summautu-
minen riippuu vain kerroinjonon ominaisuuksista (yleisissi Banach-avaruus

summissa tilanne ei ole lainkaan yhta helppo):

4.36. Lause. Olkoon (e,)nen ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa E. Jos
A € K kaikilla n € N, nuin

o
sarja Z Ak€r suppenee jos ja vain jos Z|)\k|2 < 00.
k=1 k=1

Tdlloin pdtee
oo 2 oo
[ ox [ =
k=1 k=1

Todistus. Olkoon s, = ZZ:1 Ap€r sarjan n:s osasumma kun n = 1,2,.... Tal-
16in médritelmén ja tédydellisyyden nojalla sarja >~ Age), suppenee jos ja vain
jos (s,,) on Cauchyn jono.

Olkoon tatéa varten p,q € N ja p < g, jolloin Pythagoras’n lauseen nojalla

[Sonee=3ne[ =] 3 xea] = 3 e
k=1 k=1

k=p+1 k=p+1
Siispd osasummat (s, ) muodostavat Cauchyn jonon avaruudessa E jos ja vain
jos positiiviterminen sarja Y, |Ax|? suppenee. TAmé osoittaa viitteen ensim-

maisen osan. Jos nyt

00
r = E )\kek,
k=1

niin sisdtulon jatkuvuuden ja ortonormaalisuuden nojalla

(z|e;) = <Z)‘kek‘€J>:Z/\k(€k|€j):/\ja
k=1

misti samoin

2] = (z]z) = ( > e ) x) =) Nler]z) =D =D Il
k=1 k=1 k=1 k=0
0

4.37. Seuraus (Riesz—Fischerin lause). Olkoon E Hilbertin avaruus ja (ex)ren

ortonormaali jono. Jos (\)52, € (%, niin loytyy sellainen x € E, etti
(z|er) =M,  kaikilla k € N.

Todistus. Lauseen 4.36 nojalla z = >~ | Agej, suppenee E':ssa, ja Fourier ker-
toimet (z|eg) = A kaikilla k € N (vrt. edelld Lauseen 4.36 todistus). O
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4.38. Maaritelmé. Hilbertin avaruuden E ortonormaali jono (e, ),en on Hil-

bertin kanta (tai ortonormaali kanta) avaruudessa E, jos
span ({e,: neN})=FE.

Huomautus. Jono (e,)nen on Hilbertin kanta jos ja vain jos (e;)nen on maksi-

maalinen ortonormaali joukko avaruudessa E.

Todistus. Jos M = span({ e,: n € N }), niin M # F <= Mt # {0}
(muista: £ = M & M~ Lauseen 4.26 nojalla). TAm# on yhtépitivid sen kanssa,
ettd 16ytyy o € M=+, jolle ||z || = 1. Tami on edelleen yhtipitiviii sen kanssa,
ettéd joukko {z}U{ e, : n € N } on ortonormaali <= M ei ole maksimaalinen

ortonormaali joukko avaruudessa E. O

Seuraava lause on keskeinen Hilbertin avaruuksien teoriassa ja sovelluksissa.

4.39. Lause. Olkoon (e,)nen ortonormaali joukko Hilbertin avaruudessa E.

Silloin seuraavat viisi ehtoa ovat yhtdpitavia:

a) jono (en)nen on Hilbertin kanta avaruudessa E,

b) sisitulot (z]e,) =0 kaikilla n € N jos ja vain jos x =0,

c) jokaisellax € E on x =Y~ (x|e,)e,, [suppeneminen normin mielessd/
)

d

jokaisella x € E on voimassa
o0
Izl = I(xlen)l?,
n=1

e) jokaisella x,y € E on voimassa

e e}

(z|y) :Z(xlen)(men)-

n=1
Huomautus. (1) Ehtoa d) sanotaan Parsevalin yhtiloksi ja ehtoa e) Planchere-
lin kaavaksi. (Kirjallisuudessa on terminologiassa vaihtelua: joskus seké ehtoa
d) ettd e) kutsutaan Parsevalin yhtéloiksi.) Kohdassa ¢) suppeneminen taas

tarkoittaa, ettéd jokaisella x € E pétee

N
2= (2|en)en || =0, kun N — oc.
n=1
(2) Vastaavanlainen karakterisaatio pétee kun dim(E) = m ja (e1,...,€n) C

E on ortonormaali jono. (Ehdoissa ¢) - e) summataan silloin 1:std m:&én.)

Todistus on helpompi variaatio allaolevasta.
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Todistus. Havaitaan aluksi etté jokaisella joukolla A C E pétee
(Z)i — AL’

missid A on Am sulkeuma. Nimittiin, jos v € At ={r € E: (z|a) =0Va €
A} niin sisitulon jatkuvuuden nojalla my6s (z|a) = 0 kaikilla a € A, eli
x € (A)*. Toisaalta, kisnteinen inkluusio (A)* C A* on selvi. Erityisesti, jos
M = span ({e,, : n € N}), niin b) on yhtépitivid ehdon M+ = {0} kanssa.
Tamé taas on yhtédpitdvaa sen kanssa ettd M = FE, vrt. Lause 4.26. Toisin
sanoen, a ) ja b) ovat yhtépitavia.

Helposti havaitaan, etta
e) = d) = b).

Kéénteiseen suuntaan osoitetaan ensin, ettd ehto b) implikoi ¢ ):n. Oletetaan

siis, ettd ehto b) on voimassa. Jos z € E, niin olkoon

oo
T=) (z]en)en,

missd oikeanpuoleinen sarja suppenee avaruudessa E Besselin epédyhtélon ja
Lauseen 4.36 nojalla. Nyt kaikilla k € N

<x|ek>—¢gnm(i<x|en>en o) = ()

eli (Z —x|e,) = 0 kaikilla £ € N, joten ehdon b) nojalla x = Z. Olemme siis
ndyttéineet, ettd c) patee.

Lopuksi, néytetddn ¢) = e). Koska oletuksen mukaan

o0

x:Z(x|en)en

n=1

kaikilla x € E, on siis taas jatkuvuuden ja lineaarisuuden perusteella

(ely) = lim (D (wlen)en |y) = lim D (wlen)enly)
:Z(x‘en)(‘fﬂy):Z(x|en)(y|€n)-

OJ

Jos Hilbertin avaruudessa F ylipdatddn on Hilbertin kanta, niin selvésti £
on separoituva. K&y ilmi ettd tdméa onkin ainoa rajoite Hilbertin kannan 16y-

tymiselle.

4.40. Lause. Jokaisessa separoituvassa Hilbertin avaruudessa E on Hilbertin

kanta.
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Todistus. (1) Oletetaan, ettd dim £ = n < oo. Silloin avaruudella £ on li-
neaarinen kanta (z,...,x,). Kayttdmalld Lineaarialgebrasta tuttua Gramm-
Schmaidtin menetelmdd voidaan téstd kannasta konstruoida uusi, ortonormaali
kanta. Tamé& on tehty yksityiskohtaisesti esim. Honkasalon monisteessa s. 70,
Lauseessa 3.3.3.

Kertaamme téssé lyhyesti Gramm-Schmidtin konstruktion: Olkoon

ja merkitdin e; = ||| "'z;. Osoitetaan induktiolla luvun ¢ suhteen, etté
avaruudella M, on ortonormaali kanta jokaisella ¢ = 1,...,n. Viite seuraa
tasta, kun g = n.

Tapaus n = 1 on selvi, joten oletetaan, ettd avaruudella M, on ortonormaali
kanta (eq,...,e,). Merkitdén y,41 = 24,01 — Py%441, missdé P, on avaruuden
E ortoprojektio aliavaruudelle M,. Koska jono (zi,...,z,) on lineaarisesti
vapaa, tieddmme ettd z,.; & M, joten y,+1 # 0 ja y,1 L M, 11 Lauseen 4.20
mukaan. Merkitddn e,1 = || ygs1 | yg+1. TéllSin induktio-oletuksen nojalla
joukko {ey, ..., e,+1} muodostaa avaruuden M, ortonormaalin kannan. Siispa
véite on osoitettu.

(2) Oletetaan sitten, ettd dim F = oo. Koska E on separoituva, voimme loytaa
tiheén jonon (z,);2,. Konstruoidaan induktiolla sellainen osajono (zy,), ettd
kaikilla p € N on voimassa:

(i) joukko {x,,...,xy,} on lineaarisesti vapaa, ja

(ii) z, € span ({Zg,, ..., %k, }) aina, kun 1 <m < K,

[Konstruktio: Jos k1 < ... < k, on loydetty, olkoon k,4; > k, pienin luonnolli-

nen luku m > k, jolle {xy,, ..., 2y, 2, } on vapaa joukko. Talléin myds

Ty € Span({Tpy, - - Ty Thyyy })

kun k, < r < kpyq. Nimittdin: valinnan perusteella on cz, + Z?Zl CjTy, = 0
jollakin ¢ # 0 (miksi?)]

Merkitdén y; = x,. Soveltamalla kohdan (1) ortonormeeraus-tekniikkaa jo-
noon (y) saamme konstruoitua avaruuteen E Hilbertin kannan. (Tarkemmat

lineaarialgebralliset yksityiskohdat vapaa HT.) O

Olkoon (e;);es separoituva Hilbertin avaruuden ortonormaali kanta, missi
J =Ntai J ={1,...,n}. Talloin jokaisella x € E on esitys

x:Z(:U\ek)ek.

keJ
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Olkoon nyt J = N. Miiritelliéin lineaarikuvaus T': (2 — E asettaen

(Mrew) = D Awers (M) € £2.

keN

Tillsin T on lineaarinen isomorphismi > — E. Nimittiin: Lauseen 4.36 nojalla
1Tz =Tyl =11 (wx —yr)ex | = O lox — wel)'> = llz = yll2
k k

kaikilla z = (x1,),y = (yr) € (*. Lisiiksi T on lineaarinen bijektio Lauseiden
4.36 ja 4.39 perusteella (tarkistal).
Tapauksessa J = {1,...,n} saadaan lineaarikuvaus T: K — FE ehdolla

)\k kej Z Ai€k-

Samoin téssékin 7' on lineaarinen isomorfismi (K, || - [|2) — E.
Yhteenvetona siis kaikki separoituvat Hilbertin avaruudet ovat isomorfismia
vaille joko tyyppid €2 tai €5 = (K", || - ||2)!

4.41. Esimerkkeja.

(1) Olkoon e, = (0,...,0,1,0,...) € ¢* (ykkénen n:mnessa kohdassa) kun

n=1,2,.... Téllsin (e,) on jonoavaruuden ¢* ON kanta: jos x = (x,) € ¢* ja

0= (z|e,) = z, kaikilla n, niin x = 0. (Lause 4.39, ehto b))

(2) Haarin systeemi (h,(x))>2, on ehkd helpoin tapa konstruoida Hilbertin

kanta avaruuteen L? [0, 1]. (T#ssé reealikertoiminen avaruus L? [0, 1] koostuu 2-

integroituvista funktioista f : [0,1] — R, joille || f||3 = fol |f(t)|]?dt < oc.) Lih-

demme liikkeelle vélin [0, 1] karakteristisesta funktiosta ja valitsemme hgy(z) =

X[0,1(%), joka =1, jos x € [0,1] ja =0, jos = ¢ [0,1]. Selvésti || ho|[2 = 1.
Muut kantafunktiot valitaan seuraavasti: Jos 0 < j < 2*, olkoon n = 2% + j

ja
A, = {i, j+1} C [0, 1],
2k 2k
A ]
Asetetaan
25, teAf
halt) = 27 (xas(h) = xaz () = § =28, tea;

0, t&ATUA;

kunn =1,2,3,..., n =2+ j kuten edelli.
(Piirrd itsellesi neljan ensimméisen Haarin funktion hq, ..., hy kuvaajat !)
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Niin muodostettu Haarin systeemi (h,(z))5, C L?[0, 1] on Hilbertin kanta.
[Yksityiskohdat pitkdhkoé HT; téssd luonnosteltuna idea (vrt. myos HT/7):
Dyadisten valien Aj karakteristiset funktiot

Xa, €span({ h,: n € NU{0} }) C L?[0,1]

kaikilla & (Miksi ?7); téstd voidaan padtella ettd avointen joukkojen karakte-
ristiset funktiot ovat sulkeumassa span ({ h, : n € N }); mittateorian nojalla
sulkeumaan saadaan néin kaikki karakteristiset funktiot; sen jélkeen yksinker-
taiset funktiot, ja lopulta koko L?[0,1] =span ({ h,: n € N }).].

Haarin kannan Fourier-kertoimet funktiolle f € L?[0, 1] saadaan kaavoista

UM Jdt = /A fdt}

kun n = 2¥ + j kuten edelli. Siis kaikilla f € L?[0,1] on

M

(f|ho)=/0f(t)dt, (flhn) =2

F= (f1hn)hn

ja sarja suppenee avaruudessa L? [0, 1], so. L:-normin mielessé.

(3) Haarin systeemilld on seuraava mainio skaalausominaisuus,
ho(z) = 28/2 hy (2% — §)

kun n = j+2% jax € A, kuten edelld. Tillaiset skaalaus-ominaisuudet helpot-
tavat merkittavasti numerisointia. Toisaalta Haarin systeemin pulmana on se
ettd kantafunktiot h, ovat epdjatkuvia. Etsittdesséd kantafunktioita, jotka ovat
jatkuvia tai sileitd, ja joilla on samat skaalausominaisuudet, on paadytty

niin sanottuihin wavelet-kantoihin, joita on viime aikoina on tutkittu erityisen
paljon. Na&illd on my6s kdytdnnon mielenkiintoa monissa sovelluksissa, jotka
liittyvat muun muassa signaalinkasittelyyn, kuvankéasittelyyn jne. Pulmana on
ettel kompaktikantajaisella waveletilld (= funktion h; vastineella) ole esitys-
ta alkeisfunktioiden avulla, paitsi sarjakehitelméné. Esitdmme siksi tdssa vain
kuvan tyypillisestd wavelet-kannasta. Esimerkiksi, jos ¥ on ao. kuvan funktio

tahan tulee kuva!!
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niin funktiot 27/2¢)(27z — k), missi € R ja j, k € Z, muodostavat Hilbertin
kannan L?:ssa.
(4) Mainitaan lopuksi vield pari esimerkkié; nditd ei kuitenkaan luennoilla kd-
sitelty. Soveltamalla Lauseen 4.40 kohdan (1) yhteydessé esiteltyd Gramm-—
Schmidt ortonormeeraus menetelméé polynomeihin saadaan Hilbertin kanto-
ja moniin eri (painotettuihin) L2-avaruuksiin. Esimerkiksi, olkoon

1dr n
Q”n!@«t -1 )

n:s Legendren polynomi. Differentiaali- ja integraalilaskennan peruskurssin avul-

Pn (t) =

la tieddmme, etta

2
2n +1

5nk7

(pnlpr) = /1pn(t)pk(t) dt =

missé d,, on Kroneckerin §-symboli eli

1, n=k
5nk:

0, n#k.

Merkitadn e, = ,/Q”H pn. Voidaan todistaa, ettd saatu jono (e,)%, on Hil-

bertin kanta avaruudessa L?*([—1,1]). Jono voidaan konstruoida myds suoraan
kiyttamilli Gramm-—Schmidtin menetelméi polynomien jonoon (1, ¢, 2 ¢3,...).
Olkoon

L2(Q,p) = { [+ / FOPpE) dp <00}, plt) =

Hermaten polynomat

muodostavat avaruuden L? (]R, e "’ ) ortonormaalin kannan. My6s tamé jono on

saatu Gramm-Schmidtin menetelmillé jonosta (1,¢,¢2,¢3,...).

(5) Laguerren polynomit méaritelladn kaavalla

n k
@ = S (T2 o=
L) = (~1) <n_k)k!, a>-1,n=0,1,....

k=0

Systeemi (L,(la) ()2, on ortonormaali kanta avaruudessa L?(R,te™").

Seuraavassa luvussa osoitetaan ettéd jono (#emt)nez on ortonormaali kanta

C-kertoimisessa Hilbertin avaruudessa L*(0, 27).



