28 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI
3. TAYDELLISYYS JA BANACHIN AVARUUS

Reaalilukujen joukko R (varustettuna normilla |z — y|) eroaa ratkaisevasti
rationaalilukujen joukosta @Q seuraavan ominaisuutensa perusteella: reaalilu-
kujono (x,,)22, suppenee R:ssd joss (z,) on Cauchyn jono. Tata reaalilukujen
joukon R ominaisuutta sanotaan téaydellisyydeksi. Toisena esimerkkind maini-

taan avaruus
E ={f:]0,1] — R| f on Riemann-integroituva}

varustettuna seminormilla

1
1= / fOldr, feE.

Avaruus (E, || - ||1) el ole taydellinen (todistus sivuutetaan); timé puute oli erds
keskeisisté syistd Lebesgue integraalin kidyttéonottoon ja kehittdmiseen.
Yleisemmalld tasolla, (esim. differentiaali)yhtéloita ratkaistaan tyypillisesti
hakemalla approksimatiivisia ratkaisuja, ja ldhes sdannollisesti funktioavaruuk-
silta vaaditaan taydellisyytté, jotta approksimatiivisille ratkaisuille 16ydetdan

jokin rajafunktio.

3.1. Méaéritelma. Normiavaruuden (E, || -||) jono (z,)nen on Cauchyn jono,

jos jokaista € > 0 vastaa sellainen luku m. € N, etta
[ op — ;]| <e
aina kun £ > m, ja j > m..

Huomautus. Kun tarkastellaan jonon (z,),eny médrdamid loppuosan joukkoja
Ap={x,: n>m}, missi m =1,2,... ja huomataan ndiden halkaisijoitten
avulla, etté:

(x,) on Cauchyn jono < lim,, . diam(A4,,) = 0.
Edelld joukon A C E halkaisja on diam(A) = sup, ,callz —y ||

Seuraavat kolme lausetta kertovat Cauchy jonojen perusominaisuudet.
3.2. Lause. Normiavaruuden E suppeneva jono (x,) on aina Cauchyn jono.

Todistus. Olkoon lim, x,, = y eli lim,| z, — y| = 0. Jos € > 0, on olemassa

sellainen m. € N, etta
|2n —y | <5 kaikilla n > m,.
.. . . A—ey
Siis kun j, k > me, niin ||z —z; || < [z —yl|+lly—z;|| <5+5=¢ O

Toisaalta,
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3.3. Lause. Normiavaruuden E Cauchy jono (x,) on rajoitettu, eli on olemassa
M < oo jolle ||z,|| < M kaikilla n € N.

Todistus. Olkoon (x,) C E Cauchy jono ja A,, = { x,: n >m }. Koska (z,)
on Cauchy jono, niin on olemassa sellainen my € N, ettd diam(A4,,,) < 1. Jos

y € A, niin kolmioepéyhtélon avulla saadaan

A—ey
Tyl < M1y = @mg [+ [ 2mo | <14 [ 2m, ||
Siispé tdyden jonon vektoreille saamme arvion

sup(| @ || < masx{[|zy [ | 221, | @1 1,1 + | 2mo [} < 00.
ne

Lopuksi hyodyllinen riittéavé ehto Cauchyn jonon suppenemiselle.

3.4. Lause. Jos normiavaruuden E Cauchyn jonolla (z,) on osajono (,,),

joka suppenee kohti vektoria y € E, niin myds koko jonolle pétee lim,, x, =

Todistus. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Valitaan Cauchyn ehdosta sellainen
m. € N, ettd

| 2 — x5 || < § kaikilla k, j > m..

Koska lim; . ,; = y, niin on olemassa sellainen indeksi j. € N ettéd kaikilla
J > Je pétee n; > m, ja || z,, — y|| < 5. Télléin

lzn =yl <lwn =2, | + 20, —yll <5+ 5=¢

kaikilla n > m,. Siis lim,, ,, = y. Il

Alamme sitten tarkastelemaan téaydellisid normiavaruuksia.

3.5. Méairitelm&. Normiavaruus (E, || -||) on tdydellinen, jos avaruuden E' jo-
kainen Cauchyn jono (x,) suppenee avaruudessa F (siis on olemassa sellainen
y € E, ettéd lim, x,, = y).

Téaydelliset normiavaruudet ovat funktionaalianalyysin keskeinen tutkimus-
kohde ja tytkalu, joten néille on otettu kdyttoon oma nimi (puolalaisen Stefan
Banach’in (1892-1945) mukaan, joka merkittévilld tavalla kehitti alaa).

3.6. Madritelmé. Taydellistd normiavaruutta (F, || -||) sanotaan Banachin

avaruudeksi (usein sanomme lyhyesti: E on Banachin avaruus).
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Selvitetddn seuraavaksi mitké edellisesséd luvussa 16ydetyista avaruuksista ovat
taydellisié, ja erityisesti, kuinka kdytdnnossd nédytetddn ettd annettu normia-

varuus on tiydellinen. Olkoon siis ensin A # ) joukko ja
B(A,K) = B(A) := {z : A — K| z rajoitettu kuvaus},
varustettuna normilla

|z ||oo = sup|z(t)], kun z € B(A,K).
teA

3.7. Lause. (B(A,K),| - |lec) on Banachin avaruus.

Todistus. Todistus perustuu skalaarikunnan K tdydellisyyteen. Nimittéin, ol-
koon (z,) Cauchyn jono avaruudessa B(A,K), ¢ > 0 ja t € A mielivaltainen.
Koska

(3.8) an(t) = 25 (0)] < [l — s oo < &

kun indeksit k,j > m. ovat riittdvin suuria, on skalaarijono (zy(t))ren Cauc-
hyn jono skalaarikunnassa K. T&lloin on siis olemassa raja-arvo lim,, z,,(t) € K,
silld metriset avaruudet K = R tai K = C ovat tdydellisid. Pitamélla ¢t € A

muuttujana saadaan raja-arvosta kuvaus y : A — K,

y(t) := lim z,(t), te€ A

n—oo

Lauseen viite seuraa osoittamalla seuraavat apuvéitteet:
(i) kuvaus y € B(A,K) eli y on rajoitettu kuvaus A — K,
(ii) || zn — ¥ |leo — 0, kun n — oo, eli z,, — y avaruudessa B(A, K).

T#téa varten, olkoon £ > 0 mielivaltainen, ja kiytetddn arviota (3.8), joka
péatee tasaisesti jokaisella t € A. Pidetdén siind k > m. sekd t € A kiinteiné,

ja annetaan j — oo. Silloin

lim |y (t) — 2;(¢)] = [2x(t) — y(2)],

J—00

koska yo. tarkastelee vain skalaarilukuja x;(¢). Epdyhtdlon (3.8) sdilyminen

rajalla takaa, ettéd
(3.9) |z (t) —y(t)] <e kunte A
ja k > m,.. Tastéd saadaan ensinnékin ettd

@) < ly(t) —zx(®)] + |zr)] < e+ [[2x[lo kunt € A



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 31

eli ettd y € B(A,K). Toiseksi (3.9) pétee tasaisesti, so. samalla yldarviolla &
jokaisessa pisteessi t € A. Saadaan siis

| 2k — ¥ [|oo = sup|ai(t) —y(t)| < e kaikilla k > m,
teA

Olemme néin néyttineet, ettd limy xp = y avaruudessa B(A, K), eli suppene-
minen tapahtuu ko. avaruuden normin suhteen.

Ylldolevat argumentit yhdistden ndhdaéan ettd (B(A), || ||o) on Banachin
avaruus. 0

Erikoistapauksina A = {1,...,n} ja A = N saadaan téstd

3.10. Seuraus.

a) vektoriavaruus K" varustettuna metriikalla

||.ZTJ ||00: sup |x’5|7 Tr = (x17' .. 73371) S Kn7
1<i<n

on Banachin avaruus.

b) (£°°)] - |lec) on Banachin avaruus.
Annetaan myos esimerkki epdtdydellisestd normiavaruudesta.
3.11. Esimerkki. (¢!, -|/o) €i ole tdydellinen normiavaruus, kun

| (zx) oo = suplawl,  (zx) € €',
keN

Ratkaisu: Olkoon z(™ = (1, %, %, - %,0,0, ...), kun n € N. Selvisti ™ € ¢!

kaikilla n € N. Toisaalta kaikilla n,p € N pétee
Il ™ — g +P) lloo =1/ (0,...,0
——

n kpl

L0,0,...) ||so

1
Y4107 ngp?

1 1
n+1<j<n+p J n+1

0

kaikilla p € N, kun n — oo. Siispi (z(™) Cauchyn jono avaruudessa (€', || - [|oo)-
Viite epétaydellisyydestd seuraa, kun osoitetaan, etté ei ole olemassa sel-

laista jonoa y = (y) € ¢!, etté
lim || 2™ — y|oe = 0.

Tehd#éin vastaoletus eli oletetaan, ettd 16ytyisi sellainen y = (y.) € £, etti

(™ — y sup-normissa. Jonon (™) alkioiden k :nnet koordinaatit :p,(gn) ovat

muotoa
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ja kaikilla indekseilla k& € N pétee
2 =gl < 2™ =yl = 0,

kun n — oo. Siksi

n .11
ykzlimx,(c): lim — = —,

kun £ =1,2,.... Toisaalta

1 - 1 1
ZE:OO, eliy = (E)keNgéE ,
k=1
miki on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. Siis (¢*, || - ||oo) on epétiydellinen.
0

Huomautus. (1) Vastaavalla tavalla osoitetaan (Tee se !) ettd jos 1 < p < ¢ <
00, niin 7 C ¢7 mutta (€7, ] -||,) el ole tdydellinen.

(2) Polynomien muodostama normiavaruus
P={p:[0,1] = R: ppolynomi }
varustettuna sup-normilla

[P lloc = sup [p(t)]
te(0,1]

ei ole téydellinen. Samoin, jos P varustetaan luvun 2 Esimerkissa 2.13.(2) an-
netuilla normeilla || - ||; ja || - ||2, osoittautuu ettd P:std ei tule tdydellista.

(Epéataydellisyyden todistus on samantapainen kuin edellisessé Esimerkissa.)
Seuraavan tuloksen avulla saadaan lisdéd esimerkkeja Banachin avaruuksista.

3.12. Lause. Olkoon E Banachin avaruus ja M C E suljettu aliavaruus. Tdl-
loin M on tdaydellinen eli Banachin avaruus, avaruuden E indusoimassa nor-

missa.

Todistus. Jos (x,) C M on Cauchyn jono avaruudessa M, niin (x,) on myos
avaruuden E Cauchyn jono. Koska E tdydellinen, niin on olemassa sellainen
raja-alkio y € F, ettd lim,, z,, = y. Koska M on suljettu ja z,, € M kaikilla n,
niin raja y € M = M, joten M on téydellinen. O

Edellinen tulos pétee myos kddnteiseen suuntaan:

3.13. Lause. Normiavaruuden E taydellinen aliavaruus M on suljettu avaruu-
dessa E.
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Todistus. Olkoon z € M mielivaltainen. Koska M N B(z,1/n) # () kaikilla
n = 1,2,..., niin 16ytyy sellainen jono (z,) C M, ettd lim, z,, = 2. T&lloin
()22, on Cauchyn jono avaruudessa E Lauseen 3.2 nojalla ja siten myos
avaruudessa M, joten avaruuden M téydellisyyden nojalla lim, z, =y € M
on olemassa. Raja-arvon yksikésitteisyyden nojalla on oltava z =y € M, joten

siis M = M ja M on suljettu avaruudessa E. O

3.14. Seuraus. Olkoon M Banachin avaruuden E vektorialiavaruus. Talloin

M on taydellinen (eli Banachin avaruus) < M on suljettu.

Todistus. Seuraa valittomasti Lauseista 3.12 ja 3.13. U

Kaytdmme seuraavaksi néité tietoja tutkimaan jatkuvien kuvausten avaruuk-

sia.
3.15. Esimerkki. Olkoon X topologinen avaruus, ja
C(X)=C(X,K) :={f: X — K| f jatkuva avaruudessa X }

Jos f,g € C(X) ja A € K, niin pisteittdinen summafunktio f + g € C(X) ja
Af € C(X) eli C(X) on vektoriavaruus. Merkitéan

BC(X) = BC(X,K) := B(X,K) N C(X),

eli jatkuvien ja rajoitettujen kuvausten X — K avaruus. Siis BC'(X) on ava-

ruuden B(X) on vektorialiavaruus.
Kysymys. Onko BC(X) C B(X) suljettu (normin || - ||« suhteen)?
Olkoon t € X Kkiinted, ja

BCy{(X)={f € B(X): f on jatkuva pisteessi t }.

Huomautus. (Topo ) f: X — K on jatkuva pisteessa t € X, jos jokaista ¢ > 0
vastaa sellainen avoin ympéristé V,t € V C X, etté

|f(u) — f(t)| < € kaikilla u € V.

3.16. Lemma. BCy(X) on avaruuden B(X) suljettu vektorialiavaruus kaikilla
te X.

Todistus. Olkoon g € B(X) sellainen funktio X — K, etté g sisdltyy avaruuden
BC(X) sulkeumaan sup-normin || - ||« suhteen. Olkoon ¢ > 0 annettu. Tall6in
on olemassa sellainen f € BCy(X), ettd || g — f [l < 5. Koska funktio f on

jatkuva pisteessé t, niin 16ytyy sellainen avoin ymparisto t € V' C X, etté

1f(t) — f(u)| < § kaikilla u € V.
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Talloin
l9(t) — g(u)| < |g(t) = fFO)] +]f(t) — f(w)| + | f(u) — g(u)]
—_——— —_———
<[lg—flleo <[lg—flleo
€
<2[lg—flloty <e
- 3

<3
kaikilla w € V. Siis ¢ on jatkuva pisteessi t, joten g € BCy(X) ja siis BCy(X)
on suljettu. 0
3.17. Lause. (BC(X), |- |loc) on Banachin avaruus.
Todistus. Koska f on jatkuva avaruudessa X joss f on jatkuva kaikissa pisteissé
t € X, niin
BC(X) = () BCi(X),

missdé BCy(X) on suljettu kaikilla ¢ € X Lemman 3.16 nojalla. Siis BC'(X)

on suljettu aliavaruus avaruudessa B(X). Nyt viite seuraa Lauseista 3.7 ja

3.12. 0J
3.18. Seuraus. Jos X on kompakti topologinen avaruus, niin (C(X),] "] c)
on Banachin avaruus. Erityisesti, (C(0,1),] - |l«) on Banachin avaruus.

Todistus. Kaytetadn Topo I'n tulosta jonka mukaan kompaktissa avaruudessa
X jokainen jatkuva kuvaus f : X — K on rajoitettu, eli C(X) = BC(X). O

Huomautus. Edelld C(0,1) = C(]0, 1]). Sen sijaan vektoriavaruudessa C((0,1)) =
{f:(0,1) — R| f jatkuva vililla (0,1)} ei ole edes "jarkevdd” normia (vrt. Har-
joitukset 2).

Esimerkin 2.10 kohdassa (2) esiteltiin avaruuden /> aliavaruudet ¢ ja c.
c:={{x=(x,)02,:x, € K¥n € N, limz, on olemassa},

co=x=(x,), :x, € KVn €N, limz, = 0}.
3.19. Lause. c¢ ja ¢y ovat Banachin avaruuksia (sup-normin suhteen).

Todistus.

(1) co C £ on suljettu vektorialiavaruus (Harjoitukset 1)

(2) ¢ C £ on suljettu:

Olkoon z = (x) € £ sellainen jono, ettd z € ¢ Kun ¢ > 0, niin 16ytyy

sellainen jono y = (yx) € ¢, ettéd

[

Iz =yl <3
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Koska (yx) on suppeneva jono, niin erityisesti (y;) on skalaarikunnan K Cauc-
hyn jono. Siis on olemassa sellainen m. € N, etté

i —ukl < 5

kaikilla j, k& > m.. T&lloin

A
75 — @l <l =yl + |y — gl + lye — @]
e € ¢
< 3 + 3 + 3 =€
kaikilla 7, & > m.. Koska ¢ > 0 mielivaltainen, niin x = (z3) on myos skalaa-
rikunnan K Cauchyn jono. Siispéd (xj) suppenee, joten x € c¢. Siis ¢ = ¢ on

suljettu, joten Lauseen 3.12 nojalla ¢ on Banachin avaruus. 0J

Huomautus. Olkoon N = N U {oo} ja varustetaan se topologialla 7, jonka
kantana ovat joukot

U={n} ja V={oo}U{keN: k>m}, missdan,meN.

Saatu avaruus (N, 7) on N:n yhden pisteen kompaktifiointi. T#lléin itse asiassa

¢ = C(N). Siten Lause 3.19 seuraa myos Seurauksesta 3.18.

VEKTORIARVOISISTA SARJOISTA

Olkoon E normiavaruus ja (xy)gen jono avaruudessa E. Mietimme seuraavak-

si vastaavan vektorisarjan ) °°, x; summautumista. Toisin sanoen, pétevitko

tutut sarjateorian perusteet myos déarettomén dimension tapauksessa ?
Sarjaa merkitddn tavallisesti symbolilla )", x4 tai ) zx. Osasummille kéy-

tetddn myos tuttuja merkintoja,
sn:x1+x2+---+xn=ij kann e N. (s, € E Vn.)
j=1
Edelleen, alkio x, € E on sarjan k:s termi.

3.20. Mé&sritelm&. Olkoon )z normiavaruuden E alkioiden muodostama

sarja. Mikéli osasummien jono (s,) suppenee kohti vektoria s € F, eli
lim || s, —s|| =0,
n—oo

sanotaan etté sarja ) ., x) suppenee E:ssa ja sen summa on s; merkitddn talloin

9]
S = E Tl
k=1

Sanotaan, ettd E:n sarja » , xy on absoluuttisesti suppeneva (joskus myos:

normisuppeneva), jos positiiviterminen sarja ), || z || suppenee.
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3.21. Esimerkki. Olkoon e, = (0,0,...,0, 1 ,0,...) € 2, kun n € N. Sup-

n:.s
penecko sarja y -, e (?:3s4? Entéd suppeneeko Y 07 e absoluuttisesti 0?:5547

Ratkaisu: Olkoon = = (+)nen. Nyt @ € 2 koska

=1
Zﬁ < Q.
n=1
Tallsin sarja Y -, € suppenee (*:ss4 ja sen summa . € = x. Nimittéin,
sarjan m:s osasumma S,, on
= 11 1
—": 1,=,=,....,—,0,0,...
; n 2 37 7m7 ) Y )
ja siis
1 1 L1\ 12
s lla=110,0,....0,—— ——— . :( ,—) 0,
2= smlla = I e k(X 5) -

m kpl

kun m — o0; kyseessd on suppenevan sarjan jadnnostermi. Kuitenkaan sarja

> ei ole normisuppeneva avaruudessa (2, sillé
en

I Y I SETPNINS) SERP
n 12 n n

Téaydellisyyden ja normisuppenevien sarjojen vélilla on térked yhteys:

3.22. Lause. Normiavaruus E on Banachin avaruus jos ja vain jos jokainen

avaruuden E absoluuttisesti suppeneva sarja ), xj suppenee avarvudessa .

Todistus.
"=" Olkoon E Banachin avaruus ja ) _, x; avaruuden E absoluuttisesti sup-

peneva sarja. Jos n € N, p € N, ja s, = > /", 2 on sarjan m:s osasumma,

niin
n+p
| Snap = sn |l = || ij ij | = [l Zn+1 + -+ + Zogp |
—ey n+p
< Do llwll < Z [z; | =0
j=n+1 j=n+1

kaikilla p € N, kun n — oo. Siis (s,,) on Cauchyn jono avaruudessa E, joten se

suppenee.
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"«<" QOletetaan, ettd avaruuden FE jokainen absoluuttisesti suppeneva sarja
suppenee. Olkoon (x,) Cauchyn jono avaruudessa E. Lauseen 3.4 nojalla riit-
tad 1oytdd suppeneva osajono (z,,). Konstruoidaan osajono (z,;) induktiolla
seuraavasti:

Koska (z,) on Cauchyn jono, niin 16ytyy sellainen ny € N, etté

||xp_xq|| <3

2

kaikilla p, ¢ > ng. Oletetaan, etté on jo valittu luvut ny < n; < ... < n; joille
[zp — 24 || < okt1

kaikilla p,q > ny ja k =0,1,..., . Valitaan seuraavaksi n;;;. Koska jono (z,)

on Cauchyn jono, niin 16ytyy sellainen n,4, € N, ettd n;11 > n; ja

kaikilla p, g > nj41.

Merkitdén nyt yo = @ng, ¥j = p, — Ty, , kun j = 1,2,.... Talloin [y, || =

i
| Zn, — @, _, || < 5 kaikilla j =1,2,.. ., silld n; > n;_; ja arvio seuraa valitse-
malla p = n; ja g =n;_;.

Siispa sarja Y y; on absoluuttisesti suppeneva, silld

> Myl < llgoll + 270+ < co.
j=0 J=1

Oletuksen nojalla sarja ) y; siis suppenee. Merkitdén sarjan summaa
oo
Y= Z Yj
§=0
ja tarkastellaan sarjan Z(;io y; osasummia. Havaitaan, ettd itse asiassa
k
Z Yj = Tng + (Tny — Tpp) + -+ + (Tny — Tny_,) = T, kaikilla k.
§=0

Niin ollen jonon (x,) osajono (x,, )ken suppenee kohti pistettd y € E. Lauseen 3.4
nojalla siis my6s jono (z,,) suppenee kohti pistetté y ja siis £ on tdydellinen. [

Lauseen 3.22 nojalla voidaan usein osoittaa avaruuden taydellisyys: nédin on
esimerkiksi reaalilukujen joukon R tapauksessa. Olkoon ) ay itseisesti suppe-
neva sarja R:ssd. Merkitddn by = |ax| — ax, kun k& € N. Talloin 0 < by, < 2]ay/,
joten sarja > by suppenee vertailuperiaatteen nojalla. Koska ap = |ag| — by,

suppenee sarja »_ aj myos. Siis Lause 3.22 sanoo, ettd R on tdydellinen.

Absoluuttisesti suppenevien sarjojen kriteerin avulla myos avaruuksien ¢7

taydellisyys saadaan verraten "kivuttomasti”.
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3.23. Lause. Jonoavaruus (¢7, | -||,) on Banachin avaruus kaikilla 1 < p < oo.

Todistus. Olkoon > (™ absoluuttisesti suppeneva sarja avaruudessa f?, siis

> e ], < oc.
n=1

Jos merkit#in vektoria eli jonoa z(™ = (JC;(:))keN € (P, niin

1
o< (Sl = 12,

kaikilla k£ € N, joten

Z|x,(€n)| < oo, kullakin £ € N.
n=1

)

Siten skalaarilukujen sarja ) x,&n suppenee, silld K on taydellinen. Merkitaan

ye=3 o, keN
n=1

Olemme néin 16ytaneet uuden lukujonon y = (yx)ren. Vaitdmme, etté

Jo S
n=1

avaruudessa ¢P. Olkoon € > 0. Absoluuttisen suppenevuuden perusteella 16ytyy
sellainen m € N, etté

Z I 2t lp<e.

n=m-+1

Olkoon 7,7, s € N, m <r < s. Koska kyseessa &darellinen summa, niin saadaan

i: ’yk B ZT:%(@") P jim i: ‘ i%ﬁn) B ixén) v _ jim i‘ i e
k=1 n=1 k=1 n=1 n=1

k=1 n=r+1
Toisaalta, avaruuden /7 kolmioepéyhtélon perusteella
S

f}\ > = S o ”s(fj 12 1)"
k n=r+1 p n=r+1
< (3 a0, <en

n=r+1

p

Kun s — oo, niin téstd seuraa, ettéa

> 3ot
k=1 n=1

p
<egf
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kaikilla 7 € N ja r > m. Antamalla siis ¢ — oo ndhdéén, ettd
T oo T N P
ly=>a™ =3 | = Do af| <&
n=1 k=1 n=1

kun 7 > m. Siis jono (yx — Y o, x](cn))keN € (P, joten Lauseen 2.23 sivulla 20

nojalla

_ I - (")> (m (“)> ew
Y = (Y)ren (Z/k- Zl’k en ;xk heN ;

n=1

ja edelleen
-
n=1

kun r > m. Niin ollen sarja > 2(™ suppenee ja Lauseen 3.22 sivulla 36 nojalla

<eg,
p

/P on Banachin avaruus. O

[P-AVARUUDET

Haluamme seuraavaksi maéritella jonoavaruuden (P vastineet “jatkuvassa’

tapauksessa, eli avaruudet joiden normit kuvauksille f : 2 — K saadaan suu-

£ lhi= ([ raua))

Paddymme néin LP-avaruuksien kisitteeseen. Tamén tarkempi/syvéllisempi

reista

teoria kuuluu kursseihin Mitta- ja integraali sekd Reaalianalyysi. LP-avaruudet
ovat kuitenkin keskeisié esimerkkejd Funktionaalianalyysissé ja sen sovelluk-
sissa; lisdksi Hilbert-avaruuksien (todellisesta) kaytostd ei saa kunnon kuvaa
ilman L2-avaruuksia. Kdymme siksi alla LP-avaruuksien perusideat lyhyesti -
pi, niita lukijoita silmélla pitéden, jotka eivat ole vield suorittaneet yo. kursseja.
Keskitymme nimenomaan ideoitten esittelyyn ja sivuutamme useiden véittei-

den todistukset, jotka jaavit Mittateorian kursseilla kasiteltaviksi.

Téaméan kurssin tarpeisiin riittda tarkastella (Lebesgue-)mitallisia osajouk-
koja €2 C R” ja n-ulotteista Lebesgue mittaa p, mutta mitd alla kerrotaan
patee myos yleisissd mitta-avaruuksissa (€2, X, p) (missd 3 on jokin joukkoon

Q) liittyva o-algebra ja p on Y:ssa mééritelty positiivinen mitta). Muotoa

/= Z A X E),
k=1

olevia funktioita kutsutaan yksinkertaisiksi funktioiksi; téssia ay € K, Ej, C Q)

on mitallinen joukko kun & = 1,...,n, sekd karakteristinen funktio xg(z) =
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1 jos ¢ € F ja xg(r) = 0 kun = ¢ E. Yksinkertaisen funktion integraali

madritelladn helposti kaavalla

/fdu—/f )dp(x ZakuEk

[Muista myos: m.k. = melkein kaikkialla, so. nollamittaisen joukon ulkopuolel-
la.]

Jos 0 < f on mitallinen funktio, 16ytyy jono yksinkertaisia funktioita f,, niin
ettd 0 < f, < fro1 < -+ < fja f(z) = lim,_ fn(x) melkein kaikkialla. (Itse
asiassa funktio on mitallinen jos ja vain jos se on yksinkertaisten funktioiden
pisteittdinen raja m.k. z € €).) Asetetaan

(3.24) / fdp = lim [ f.du,
n—oo Q

missé f,:nien integraalit muodostavat kasvavan lukujonon, ja siten yo. raja-
arvo on olemassa (voi olla o).

Mittateoriassa niytetddn ettd (3.24):m raja-arvo on approksimoivan jonon
{fn} valinnasta riippumaton. Mutta voi hyvin olla ettd (3.24):n raja-arvo ja
siis fn integraali on oo! Tdmén pulman vilttdmiseksi, yleiselle mitalliselle
funktiolle f sanotaan etté se on integroituva, mikéali fQ |f| dp < 0.

Josnyt f : Q — R on integroituva, funktion positiivinen osa f, = max{ f(z),0}

ja negatiivinen osa f_(z) = max{—f(z),0} ovat integroituvia, ja voimme aset-

/Qfduz/ﬂﬁdu—/gfdu.

Kompleksiarvoiselle funktiolle f = u+iv asetetaan [, fdu = [, udp+i [, vdpu.

taa

Mittateoriassa osoitetaan, ettd jos A C R on suljettu ja rajoitettu vili, ja
f on Riemann integroituva A:ssa (erityisesti, jos f on jatkuva !), silloin nyt

mééaritelty integraali on tdsmélleen sama kuin tuttu Riemann integraali !!

Olkoon sitten 1 < p < oo, 2 C R™ mitallinen joukko ja p(£2) > 0, missd p on
Lebesguen mitta avaruudessa R™. Midrittelemme aluksi joukon L®)(Q) = L®)

niiden mitallisten funktioiden f: 2 — K joukkona, joille

£ 1hi= ([ I#@Paua) " < o

Jotta L® olisi vektoriavaruus, on niytettivi, ettd || - ||, on seminormi ava-
ruudessa L. Tihin tarvitaan (kuten ¢P-avaruuksien tapauksessa) Holderin

epayhtaloa.
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3.25. Lemma (Holderin epdyhtils). Jos f € L(p) ja g € L9 kun l + l =1,
p > 1, niin tdlloin (pisteittiinen) tulo fg € LY ja || fg | < || f ||p|| g ||q elz

[ i@t < ([ 1@ panta / l9(@)"dpu(a

Todistus. Jos || f ||,= 0, niin f(z) = 0m.k. z € Q, jolloin myds tulo f(x)g(z) =
0 mk. z € Qjasiis [|fg|du = 0. Samoin pitee, jos || g ||;= 0. Niissd tapauk-
sissa véite on ilmeinen.

Voidaan siis olettaa, ettd || f ||,|| ¢ ||4> 0. Sovelletaan Lemmaa 2.17 sivulla 16

valitsemalla (kun = € )

lo(@)l

lglla”

|jab:

mistéd seuraa epayhtalo

((fg) @) _ 1@ 1lg(x)|
119l =2 7 gl

Integroimalla tdmé puolittain muuttujan = suhteen saadaan

T / faldp < %II rli? / @) dut gug I / l9(2)]7 dp

, x € €.

1 1
= 4-=1
P q
O
3.26. Seuraus (Minkowskin epiyhtils). Jos f,g € L) ja p > 1, niin
1f+gllb=< [ fllp+ll gl
Todistus. HT. 0

Koska selvisti || Af|,= |Al|| f|lp, niin L® on timin ja Minkowskin epi-
yhtilon nojalla K-kertoiminen vektoriavaruus. Mutta avaruudessa L®) on se

pulma, ettd || - ||, ei ole normi:
Ifl,=0 & flz)=0mk z€Q!

(Siis f — || f ||, on vain seminormi). Pulmasta selvitiksemme, samaistamme

kaikki ne funktiot, jotka ovat samoja m.k. x.

Seuraava esimerkki antaa mielikuvan mita tdmé samaistaminen kaytannossé

merkitsee. Integroidaan vaikkapa seuraava funktio valilla [0, 1],
flz)=2z, kun 0 <z <1/2ja f(z) =3, kun1/2 <z <1
Voisimme my0s asettaa (Piirrd funktioiden kuvaajat !)

fle)=1, kun0<z<1/2ja f(x) =3, kun 1/2 <z <1
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koska ei ole mitdadn luonnollista tapaa valita f:n arvoa epdjatkuvuuspisteessa
x = 1/2; selvésti molemmat valinnat ovat yhta hyvié, ja integroinnin kannalta
molemmat valinnat tuottavat saman tuloksen. Onkin siksi jarkevid samaistaa
namé funktiot !

Yleisemmin, annetulla funktiolla voi olla paljon enemmén epéjatkuvuus- (tai
“epaméadraisyys”)pisteitd, joten saman filosofian mukaan on jirkevia samaistaa

funktiot f ja g, jos f(z) = g(x) nollamittaista x:ien joukkoa lukuunottamatta.

Tasmallistd madrittelyd varten sanotaan ettd funktiot f, g € L) ovat ekvi-
valentit, merk. f ~ g, jos f = ¢g m.k. z eli u({z: f(z) # g(x)}) = 0. Asetetaan

fl={g€ L@ g~ f}, feLW.

Huomataan, etté jos f1 ~ g1 ja fo ~ go niin (f1 + f2) ~ (91 + ¢2). Témaé seuraa

siirtymallad komplementteihin inkluusiossa

{z: fi(@) = gu(@)} 0 {z 2 fo(2) = ga(2)} C {2 i) + fa(2) = g1(2) + ga (@)}

Samoin af; ~ afy jos fi ~ fo ja a € K. Niin ekvivalenssiluokat muodostavat

vektoriavaruuden:
laf +bg] = alf] +blg] kun f,g € LY, a,beK.
(Selvita itsellesi tamén yksityiskohdat !). Madritellddn nyt
(3.27) Q) = {lf] [ € IV ()},
Huomataan etté || f ||, = || ¢ ||, aina kun f ~ g, joten

1 = 1 fllp, f e L,

on siten hyvin mééritelty. Edelleen, || f|,= 0 < [f] = [0], eli avaruudessa
LP(QY) suure || - ||, on normi.

Kéaytannossi, pidimme (so. kohtelemme) LP(€):n elementtejd funktioina.
Myds, siisteissé tapauksissa, esimerkiksi jos luokassa [f] on jatkuva funktio,
valitsemme sen luokan edustajaksi, eiké tulkinta f € LP(Q)) tuota pulmia.

Kuitenkin, yleisessé tapauksessa LP-funktion arvo ei ole pisteittdin hyvin
médritelty. Jos tarvitsemme tiettyd arvoa f(x), joudumme valitsemaan luo-
kasta [f] yhden edustajan; jos haluamme niin saada tietoa koko luokasta [f],
meidén on télloin huolehdittava siitd, ettd péaittelyjen lopputulos (!) ei riipu

edustajan f valinnasta.

Vaihtoehto. Maaritelldén LP(2) tulkitsemalla yo. konstruktio enemmén lineaa-
rialgebrallisin konstein, kédyttden vektoriavaruuden tekijdavaruuksia. Tarkem-

min, olkoon X vektoriavaruus ja M sen aliavaruus. Koska X on yhteenlaskun
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suhteen Abelin ryhmé ja M sen aliryhmé, voimme muodostaa tekijaryhmén
X/M, jonka alkioina ovat jaannosluokat modulo M,

r+ M, xe€X.

Téssd © + M = {x +m : m € M} on mééritelty joukkona, kuten Luvussa 2.
Asetetaan yhteenlasku ja skalaarilla kertominen luonnollisilla kaavoilla

(3.28) (z+M)+wy+M) =(@x+y)+M

(3.29) M+ M) =x+M
ja niin saadaan tekijiryhméisti X /M vektorialiavaruus.?

Olkoon nyt M = {f € LW : f(x) = 0 m.k. x € Q}, joka on avaruuden L

vektorialiavaruus.

3.30. M#sritelmé. Avaruus LP = LP(Q) on tekijaavaruus L®) /M.

Huomataan, ettd edelld f + M = g + M jos ja vain jos f — g € M, eli siis
f ~ g. Kuten edelli todettiin, || f ||, on sama kaikille funktioille f € L) jotka

poikkeavat toisistaan enintddn O-mittaisessa joukossa, joten lauseke
If+ Ml =11 fllp, fe L,

on hyvin maéritelty tassidkin vaihtoehdossa. Néain tekijaavaruuskonstruktio tuot

taa "saman” avaruuden LP kuten edellA.

Jos f € L on yleensd tapana merkité funktion f médraamas tekijaavaruu-
den LP alkiota eli luokkaa f+ M my6s symbolilla f! Téssé on siis taas pidettavé
mielessi, ettd jos kaksi avaruuteen L®) kuuluvaa funktiota poikkeaa toisistaa
enintddn (0-mittaisessa joukossa, ne ovat avaruuden LP alkioina samoja.

Seuraava tulos on keskeinen Funktionaalianalyyttisid sovelluksia silméallapi-

taen.
3.31. Lause. Olkoon 1 < p < co. Tdlloin (L, ]| - ||,) on Banachin avaruus.

Todistus. Ensimmaéinen véite seuraa yo. keskustelusta (Huomaa, ettd Holderin
ja Minkowskin epayhtélot pateviat myos avaruudessa LP; Miksi 7).

LP-avaruuksien téaydellisyys kuuluu oikeastaan Reaalianalyysin kurssin ma-
teriaaliin, silla paattely tarvitsee muutaman perustuloksen Lebesgue-integroin-
nista. Siksi ne lukijat, jotka eivit ole vield Reaalianalysid seuranneet, voivat
ottaa tuloksen annettuna; todistuksen argumentteja ei tarvita muualla téssé
kurssissa.

3Tarkemmin téitd ideaa selvitetidn kurssilla Lineaarialgebra II.
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Luonnostelemme alla kuitenkin tdydellisyystodistuksen péaépiirteet, jotta Mit-
tateoriaan perehtymétonkin lukija saa mielikuvan miten mitallisten funktioi-
den kanssa operoidaan. Téaydellisyysagumentti on itse asiassa analoginen P
avaruuksien tapauksen kanssa.

LP-avaruuksien taydellisyytta varten tarvitaan seuraava Mitta ja integraalin

tulos:

3.32. Lemma (Fatoun Lemma). Jos f,: Q@ — [0,00] on mitallinen kaikilla

n € N, nin

n—oo

/liminf fr(z)du(z) < hmlnf/ fr(x)du(x
Q

Todistus. Olkoon gi(z) = inf,> fn(z). Silloin gy on mitallinen, g, < fi, 0 <
g1 < go < ... seké

lim gi(z) = liminf f,(x).

k—o0
Koska {gr} on kasvava funktiojono, Monotonisen suppenemisen lauseen mu-

kaan limy_, o fQ grdp = fQ limy .o grdp. Erityisesti,

/hmlnffn dp = hm /gj dp < liminf/ fr(x)d
Q N k—o0 Q
O

Lauseen 3.31 todistus jatkuu. Olkoon Y f, absoluuttisesti suppeneva sarja ava-
ruudessa LP, eli M = Y || f. ||,< oo. Lauseen 3.22 sivulla 36 nojalla riittaa
osoittaa, ettd > f, suppenee LP:ssa. Voimme valita edustajan f, € L®) jokai-
sella n € N ja riittéd siis 16ytis sellainen f € L®) jolle

i |3 1.1, -
n=1

k—o0

Jos merkitdan

k
=Y |fulz)l, zeQ,
n=1

niin avaruuden L® kolmioepéyht#lon nojalla

) gr llp= | i\m

Monotonisen suppenemisen lauseen nojalla

00 k
p . p ]
/Q<n222|fn|> dM:l}E&/Q<n2:21|fn|> dﬂzklglolo||gk||£§ MP < .

k
<Ml M. keN.
n=1
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Siis funktio g(x) := .| f.(x)] € L™ ja edelleen tiistd seuraa, etti g(z) < oo

m.k. x ja ndilld x
@)= fal)
n=1

suppenee avaruudessa K. Asetetaan f(z) = 0, jos g(z) = oo, jolloin |f(z)] <

g(x) kaikilla 2 € Q ja f € L®. Lisiksi Fatoun lemman nojalla

[l n an= [ 1m]¥ 5= 1
Q n=1 QIee n=1 n=1
7 k

<timint [ |> - 3 1,
e Ja i, n=1

Otetaan nyt p:nnet juuret puolittain saadusta epayhtélosté, jolloin

p
dp

p
dp

j e}
| <timinf 37 1 falb= D [l 0,

n=k+1 n=k+1

k J
|7=20 50|, = it 3 5

kun k — oo. Siispa jokainen avaruuden LP normisuppeneva sarja suppenee
b

joten LP on téydellinen eli L” on Banachin avaruus. O

Y1l& oletettiin, ettd 1 < p < oco. Tapaus p = oo on itse asiassa helpompi.
Koska tapauksissa 1 < p < oo samaistimme funktiot, jotka poikkeavat enin-
tddn O-mittaisessa joukossa, haetaan nyt télle vastine kun p = co. Pdddymme

seuraavaan kiasitteeseen:

3.33. Méaéritelma. Mitallinen funktio f: €2 — K on oleellisesti rajoitettu, jos
on olemassa 0 < M < oo, jolle |f(x)] < M kaikilla z jonkin 0-mittaisen joukon

ulkopuolella. Oleellinen supremum eli
[ f lo:= esssup [ f ()],
€
on infimum kaikista edelld mainituista luvuista M, siis
| flloo:=inf{ M : mitta pu({ze€Q: |f(z)]>M})=0}.

Kuten tapauksessa 1 < p < oo samaistamme taas f ~ g, jos f(x) ja g(x)

poikkeavat enintdédn 0-mittaisessa joukossa. Merkitdan
L = L=(Q) = {[f] : [ oleellisesti rajoitettu Q@ — K},

missa siis [f] = {g : g ~ f, g on oleellisesti rajoitettu } on vastaava ekvivalens-
siluokka.
Kuten edelld, tulemme sdannéllisesti kdyttdméadan merkintdd f € L, kun

tarkkaan ottaen tarkoitetaan, ettd fn médrddma luokka [f] € L*°.
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3.34. Lause. (L, |- [|) on Banachin avaruus.

Todistus. Taas tarvitaan hieman Mittateorian tietoja, ja siksi ne lukijat jotka
eivit ole Reaalianalyysia seuranneet, voivat ottaa tuloksen annettuna. Selvyy-
den vuoksi annamme kuitenkin téssé todistuksen yksityiskohdat.

1) jos f € L* (on mitallinen edustaja Q@ — K), niin [f(x)] < || f|lec m.k.

x € (, silld subadditiivisuuden nojalla

pfe € Qe f()] > | flloe}) = p(pZi{z - f (@) > [ f lloo +1/7})
<> u{z e Q:|f(@)] > || flloo + 1/n}) = 0.

2) L*> on vektoriavaruus ja || - ||oo on normi: Koska | f(z)| < || f ||« ja |g(z)] <

| g]lcc m.k. z € Q, saadaan
[f (@) + g(0)] <[f(2)] + 1g(@)] <[ f lloo + 19 loo mk. € Q
= 1 f 49l <[ flloo + 9l

(Selvita itsellesi miksi || af ||oo = |al|| f || kaikilla f € L)
3) L™ on tdydellinen:

Olkoon (f,) Cauchyn jono avaruudessa L. Lauseen 3.3 sivulla 29 nojalla
jono on rajoitettu eli || f,, [|[o< M < oo kaikilla n € N. Kiinnitetdan mitalliset
edustajat f, : @ — K kaikilla n = 1,2,.... Olkoon A; ja B, ,, ne joukon (2

osajoukot, joissa | fi ()] > || fi [l Ja |fu(2) = fu(@)| > || fu = fi lloc. Kohdan
(1) nojalla joukot Ay ja B, ovat O-mittaisia. Asetetaan

E= <;€L6JNAk> U ( U anm)

n,meN

Talloin mitan subadditiivisuuden perusteella

u(E) < ZPJ(Ak) + ZM(Bn,m) = 0.

Olkoon ¢ > 0. Koska jono (f,) on Cauchyn jono, 16ytyy sellainen n. € N, ettd
|| fn - fm ||oo< €

kunhan n,m > n.. Kun z € Q\ £, niin

|fo(@) = fn(@)] <[ o = fin lo< €

kunhan n,m > n., joten (f,(x)) on Cauchyn jono avaruudessa K. Siispd K:n
taydellisyyden nojalla on olemassa raja-arvo f(z) := lim f,(x) jokaisella = €
Q\ E. Asetetaan f(z) = 0, kun z € E. Télloin f on maitallinen kuvaus, ja
koska

()] < fnlle< M
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kaikilla z € 2\ E, niin f € L*>. Samoin on voimassa

F(@) = fal@)] = Tim [fun(e) = fu(@)] < lmsup| fin — i < <.

m—00

kun n > n. jax € Q\ E. Koska p(F) = 0, niin tédstd seuraa, etta
T [ £ = fu o= 0.
0

Huomautus. Yleisimmin mééritelladn (vastaavalla tavalla kuin L*°-avaruus)
Banachin avaruus LP(€, %, u) kun (2,3, 1) on (tdydellinen) mitta-avaruus ja
1 < p < oo (vrt. Reaalianalyysi I, 1.4-1.6). Téssd ¥ on o-algebra joukossa (2

ja p: 3 — [0,00] on positiivinen mitta.

Ylimddrdinen huomautus (ei luennoilla): Avaruuden L™ taydellisyys voidaan
todistaa myos kéayttden edelld kuvattua tekijdavaruuden struktuuria. Nimit-
tdin, jos M on avaruuden X vektorialiavaruus niin yhtéloiden (3.28) avulla
médriteltiin uusi vektoriavaruus X /M. Jos nyt X on normiavaruus ja M sen
suljettu vektorialiavaruus, saadaan X /M :std normiavaruus asettamalla

| x+M || x/m = inf{||z+m| :m e M} =inf{||z—m| :m € M} = dist(x, M)
Helposti ndhdéén ettd ||« + M || x/p on normi: Jokaisella mq,my € M

lz+y+Mlxm <lle+ty+mi+mel <lzt+ml+|y+m
ja ottamalla inf yli vektoreiden my, msy, saadaan

Iz +y+ Mllxm < o+ Mlxp+ 11y + Mllxm

Samalla tavalla ndhdéén, ettd || ax + M || x/m = |a||| © + M || x/ar. Liséksi, ylla-
olevasta seuraa, etti ||z + M ||xm = 0 < dist(xv, M) =0 <z € M = M, eli
r+ M =0+ M, avaruuden X /M nolla-alkio.

Liséksi, harjoituksissa naytetddn, ettd jos X on Banach avaruus ja M C X
on suljettu v.a.a, niin silloin X/M on Banach avaruus.

Valitsemalla nyt X = {f : Q@ — K rajoitettu ja mitallinen} C B(,K)
havaitaan mittateorian avulla, ettd X on suljettu B(2,KK):ssa, ja siis Banach
avaruus. Jos M = {f € X : f(z) = 0mk. z € Q}, niin silloin voidaan
samaistaa

L>* = X/M.
(Vaitteen yksityiskohdat jatetddn yliméériiseksi harjoitustehtaviksi. Huomaa,
ettd samaistuksessa pitda valita alkiolle f € L™ rajoitettu edustaja g : 2 — K,

g ~ f, jolle esimerkiksi |g(x)| < || ]l kaikilla z € Q.)
Harjoitus 4/Tehtéva 5 kertoo nyt ettd L on Banach avaruus.
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BANACHIN KIINTOPISTELAUSE (EPALINEAARINEN FA)

Seuraava téydellisyyden aspekti on osoittautunut hyodylliseksi ja monipuo-

liseksi tyokaluksi monissa eri funktionaalianalyysin sovelluksissa.

3.35. Mééritelméd. Olkoon E Banach-avaruus ja D C F osajoukko (D # ().

Kuvaus T': D — FE on kontraktio D:ssé, jos
IT(2) = T(W) || < llz—yl| kaikilaz,y € D

Kuvaus T': D — E on aito kontraktio jos on olemassa sellainen vakio 0 < k <
1, ettd
| T(2) = T(y) | < kllw —y || kaikillaz,y € D

Jokainen kontraktio T': D — FE on tasaisesti jatkuva D:ssi. Piste x € D on
kuvauksen T': D — E kiintopiste, jos T'(x) = x. (Huomaa, ettd kontraktion ei

tarvitse olla lineaarinen kuvaus.)

Huomautus. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja D C X osajoukko. Vastaavalla

tavalla méaritelladn (aito) kontraktio 7': D — X ja sen kiintopiste.

3.36. Lause (Banachin kiintopistelause, 1922). Olkoon E Banachin avaruus ja
D C FE suljettu osajoukko ja T : D — D aito kontraktio. Tdlloin kuvauksella
T on yksikdsitteinen kiintopiste x € D (eli T(x) = x).

Todistus. Jos o € D on mielivaltainen, asetetaan rekursiivisesti

Try = T(ZL'()),
Tpt1 =T (x,), kunn=1,2..
Merkitddn o, = || Tp+1 — 2 || (n € N). Téll6in
an = [ znp1 = 2n || = [ T(2n) = T(wn-1) | <kl 2n — 2n ||
(3.37) = k|| T(2p-1) = T(n-2) | < k|| 201 — T0s ||

S S kn” 1 — o || = k’nO[(),

kun n € N. Kolmioepayht&lod, arviota (3.37) ja geometrisen sarjan summa-
kaavaa kayttamaélla saadaan kaikilla p =1,2,... jan € N arvio

n+p—1 n+p—1 n+p—1

lonp —zn | < D e —all= Y a;< Y Kag
j=n j=n j=n

p—1 e’}
. . km
= aoh” Y K < agk" S K = f‘o_k 0,
=0 =0

(3.38)
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kun n — oo. Siis (x,) C E on Cauchyn jono. Koska E Banachin avaruus, niin
on olemassa lim, x, = x € E. Koska x,, = T(x,_1) € D kaikillan = 1,2,...,
niin

r=limz,€D=D,

n—oo

koska D on suljettu. Koska edelleen oletettiin, ettd T jatkuva, niin

T(x) =T(lim z,) = lim T(z,) = lim x,,1 =z,

n—oo n—oo

eli z on kiintopiste. Osoitetaan vield, ettd = on yksikésitteinen. Olkoon y € D

toinen kiintopiste kuvaukselle T" eli T'(y) = y. Télloin

Iz =yl =[T(x) =T <klz -yl

jollakin 0 < k < 1, silla T on aito kontraktio. Siispd ainoa mahdollisuus on,

ettd [z —y||=0eliz=y. O

Huomautus. Y14 olevassa todistuksessa kiintopiste z 10ytyi iteroimalla:

x = lim T(x,), missid x, = T(z,—1) = ... =L o...0 T(xp),
nkpl

missd xyg € D oli jopa mielivaltainen. Lisdksi epdyhtalostéd (3.38) saadaan vir-
hearvio (antamalla p — 0o ):

n

1—k

(3.39) [z =T"(x0) || < 1T (0) — o ||

kaikilla n € N.

Seuraavaksi tarkastellaan parilla esimerkilld kuinka Banachin kiintopistelauset-
ta voidaan soveltaa. Sovelluskohteita on itse asiassa lukematon mééaré, aina yh-
den muuttujan numeriikasta esim. fraktaaligeometriaan asti. Sovelluksissa on
tietysti loydettdava kuhunkin ongelmaan sopiva Banachin avaruus ja vastaava

kontraktiokuvaus.

3.40. Esimerkki. Johdantoluvussa | vrt. (0.2) | lupasimme ratkaista integraa-
liyhtélén

(3.41) f(x)—A /0 K(z,s)f(s)ds = g(z), x€]0,1],

ainakin kun parametri A on pieni. Nyt meilld on koossa téssd tapauksessa
tarvittavat ratkaisun elementit:
Annetuista funktioista g : [0,1] — R ja K :[0,1] x [0,1] — R oletettiin et-

td ne ovat jatkuvia. Siksi on luontevaa valita alla olevaksi Banach avaruudeksi
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C'(0,1) sup-normilla varustettuna. Sopiva kontraktiokuvaus voidaan muodos-
taa monellakin tavalla; niistd helpoin ja luonnollisin ehka

(3.42)  T:C(0,1) = C(0,1), (Tf)(x)=g(x) + A /0 K(z,s)f(s)ds

silld heti ndhdaén, ettd f on T:n kiintopiste, T'(f) = f, jos ja vain jos f
ratkaisee yhtélon (3.41).

Esimerkin 2.31 tuloksista seuraa, ettd 7' : C'(0,1) — C(0,1) on jatkuva ku-
vaus. Saman Esimerkin menetelmilld voimme my6s tarkemmin selvittad milloin

T on aito kontraktio. Nimittain
1
ITf=Thilx = s | ARG (5) = s s
z€[0,1 0

< MK o I f =R lloo

missé || K ||ooc = sup{ |K(z,s)| : z,s € [0,1] }. Havaitaan siis ettd 7" on aito
kontraktio jos A on niin pieni, ettd |A| < 1/|| K ||co-

Banachin kiintopistelauseesta seuraa nyt ettd mikéli |A| < 1/[] K ||, on
kuvauksella 7" kiintopiste ja siten yhtalolla (3.41) ratkaisu f € C(0,1); lisdksi
f on yksikésitteinen. (Téssé sovelluksessa D = C'(0,1).)

Banachin kiintopistelause on varsin vahva, silld se antaa my0s nopean al-
goritmin integraaliyhtélon ratkaisun f konstruoimiseksi (esim. numeerisesti):

Lauseen jalkeisen huomautuksen mukaan f = lim,, .., g, missé

go(@) = 9(), (@) = g(z) + A / K (x, 5)g(s)ds,

g2(x) =g(x) + A /01 K(z,8)g(s)ds + N\ /01 K(x,t)( /01 K(t,s)g(s)ds)dt,

ja niin edelleen. Lisdksi, arvion (3.39) mukaan jonon (g,) suppeneminen on

eksponentiaalista.

Ainoa pulma Banachin kiintopistelauseessa on ettd se toimii vain (aidoille)
kontraktioille. Erityisesti, herdd kysymys: miten yhtdlot (3.41) kéyttaytyvit
yleisilla parametreilla \ 7 !

Seuraava esimerkki nayttdd, ettd ylla A:n pienuus oli olennaista; yleisten

parametrien tapaus on siis paljon monimutkaisempi.

3.43. Esimerkki. Valitaan integraaliyhtdlon (3.41) ytimeksi K(z,s) = s,
0 < z,s < 1, sekd olkoon annettu funktio g(x) = 1. Silloin yhtélo (3.41)

saa muodon

(3.44) flx) =X x/o sf(s)ds=1, x€][0,1]
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Koska || K [loo = sup, sepq) 1K (z,5)] = 1, yhtélolld on kiintopistelauseen no-
jalla ratkaisu ainakin kun |A| < 1. Lisdksi kuten yll4, ratkaisun voi loytda
iteroimalla operaattoria Th = 1 + A fol xsh(s)ds; iteroinnissa huomataan etta
ratkaisun voi kehittda potenssisarjana A:n suhteen. Valitussa erikoistapaukses-
samme potenssisarjan voi jopa esittéé suljetussa muodossa (Ylimaardinen HT:
Miérda ko. sarja ja sen summa).

Toisaalta, tapauksessa K(x,s) = s yhtdlon voi myos ratkaista suoraan:
Havaitaan nimittdin, ettd jokainen (3.44):n ratkaisu on muotoa f(z) = 1 +
C'z jollakin vakiolla C' (Miksi?). Sijoittamalla ndhddén etta (3.44):n kanssa on
yhtépitiviia

1
(3.45) 1+Cx— A x/ s(1+Cs)ds=1, z€]0,1].
0

Integroinnin jélkeen (Tee se !) tdmé identiteetti saa muodon C'—A(1/24+C/3) =

0. Siten 3 X ax
x
I WA AC e 3

Integraaliyhtdld siis ratkeaa aina kun A # 3. Kun A = 3 ratkaisua ei olemassa,

milldan vakiolla C.

Ylldolevassa 16ysimme tasan yhden poikkeusarvon A. Esimerkkid muokkaa-
malla voit helposti 16ytda ytimié, joilla on 2, 3 tai useampia poikkeusarvoja.
Kun seuraavassa luvussa olemme rakentaneet Hilbertavaruuksien perusteo-

rian, tulemme osoittamaan vield enemmaén:

3.46. Esimerkki. (ei luennoilla) Olkoon

1
3 — e2mi(z—s)’

(3.47) K(z,s) = z,s € [0,1]

[Huom: Eulerin identiteettifi e = cosx + isinz kiyttien yo. ytimen voi kir-
joittaa myos trigonometristen funktioiden avulla.]

Télloin: Jos A # 3", n = 1,2,..., yhtdlo (3.41) ratkeaa kaikilla g € C(0,1).
Toisaalta, jos A = 3" jollakin n, ei ratkaisua kaikilla funktioilla ¢ 16ydy !
Viitteen todistus seuraa nopeasti Fourier-sarjojen ominaisuuksista, ja jaitdmme

sen siksi lukuun 4.

Huomaa, etté tdssidkin esimerkissé poikkeusarvojen joukko jéa diskreetiksi.
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Katsotaan lopuksi vield yksi (hyvin!) erilainen esimerkki Banachin kiintopis-
telauseen soveltamisesta; tdmé esimerkin luonne on yleissivistéva, eikd kuulu
varsinaiseen kurssisisaltoon; sivuutamme siksi osan todistuksista.

Muistetaan ettd Banachin kiintopistelause on yleispétevé periaate, jota voi-
daan kédyttdd myos tdydellisissi metrisissi avaruuksissa (oleellisesti samalla

todistuksella). Konstruoidaan nyt sen avulla Kochin lumihiutalekéyra !

3.48. Esimerkki. Olkoon X = { A C R%?: A kompakti* osajoukko, A # ) }.
Jos A, B € X, asetamme

dy (A, B) = max{sup dist(z, B), sup dist(y, A)},

€A yeB

missé etdisyys dist(z, B) pisteestd x joukkoon A méiritellddn
dist(x, B) =inf{ ||z —b||: be B}

kun normina ||-| on euklidinen normi tasossa R% Tilléin dg on metriikka

joukkoperheessd X' ja téitd metriikkaa sanotaan Hausdorffin metriikaksi.
Liséksi (X, dy) on tdydellinen (perustuu kompaktisuuteen, sivuutetaan yk-

sityiskohdat; HT). Olkoot f; : R? — R? 1 < j < n, aitoja kontraktioita ja

k; <1 vastaavat kontraktiovakiot. T&ll6in

() k= max k; <1,

7j=1,...,n

jolloin siis || f;(x) — fi(y) | < kllz — y|| kaikilla 2,y € R* ja j = 1,2,...,n.
Asetetaan

kun A € X eli kun A C R? on kompakti osajoukko. Koska kompaktien jouk-

kojen &érellinen yhdiste on kompakti (Topologia I) on
®(A) = [ fi(4)
j=1

kompakti kaikilla A € X. Siis ®(A) on kuvaus X — X
Viite. ® on aito kontraktio (X,dy) — (X, dg)

Todistus. Olkoot A, B C R? kompakteja. Jos

n

zea(4) = fA).

=1

4Heine-Borel: A € R? kompakti < A suljettu ja rajoitettu
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niin z = fi(z) joillakin z € A jal € {1,...,n}. Olkoon y € B m.v. Talloin
fily) € fi(B) € ©(B), joten
dist(z, ®(B)) < || filz) = i) || < kl[z =y |
missé k& < 1 ehdon (*) nojalla. Siis ottamalla infimum muuttujan y € B suhteen
saadaan, ettd
dist(z, ®(B)) < k dist(z, B).

Koska z € ®(A) mielivaltainen, on

sup dist(z, ®(B)) < ksupdist(z, B)
z€®(A) €A

Symmetrian perusteella pétee:

sup dist(z, ®(A)) < ksupdist(y, A)

2€0(B) yeB
Siispé
dy(®(A),®(B)) < kdgy(A, B)
kun A, B € X, joten ® on aito kontraktio. O

Nyt Banachin kiintopistelauseen metrisen version nojalla kuvauksella ® on
yksikésitteinen kiintopiste A € X eli on olemassa kompakti osajoukko A C R,
jolle

A=a(4) = 5.

Lisdksi A = lim,, ®"(B), missd suppeneminen tapahtuu metriikan dy suhteen,
ldhtien misté tahansa joukosta B € X.

Valitaan esimerkiksi kontraktiot f; similariteeteiksi eli
f]<1') :TjOj(I)+bj, ]: ]_,...77’L

missd 0 < r; < 1,b; € R? ja O; : R* — R? jokin tason kierto origon ympéri.
Talloin saadaan kauniita esimerkkeja "fraktaaleista” joukoista. Valitaan vaik-
kapa similaariteetit fi,..., f1 : R? — R? siten, etti ne kuvaavat yksikkdjanan

I =10,1] C R? kuten seuraavassa kuvassa.

N&amé similariteetit madrdaavit kuvauksen @ kuten ylla. Miké on télldin vas-
taava (yksikésitteinen) invariantti joukko A, jolle ®(A) = A 7!
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Banachin kiintopistelauseen todistuksesta tiedamme, ettd kiintopiste A saa-
daan iteroimalla kuvausta ® (esim. ldhtien joukosta I € X ). Nyt ®?(I) =
O(P(I)) néyttas talta:

Rajalla A = lim,, o, ®"(I) saa seuraavan muodon (Kochin lumihiutalekayra):

tahan tulee kuva!!

Edella oleva Banachin kiintopistelauseen sovellus on peréisin J. E. Hutchinso-
nilta vuodelta 1981.



