8 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI
2. NORMI JA NORMIAVARUUS

Olkoon E vektoriavaruus (eli lineaariavaruus) skalaarikuntana K = R tai
K=C.

Kurssilla Lineaarialgebra I méariteltiin vain R-kertoimiset vektoriavaruu-
det, mutta kompleksikertoimiset avaruudet méiritellddn tdysin analogisesti:
Avaruudessa E on yhteenlaskun z + y lisiksi annettu skalaarillla kertominen
(A, x) — Az, kuvaus C x E — E, joka toteuttaa ehdot

Mz +y) =+ Ay, AMpz)=Awz ja (A p)z=Av+ px

kaikilla vektoreilla x,y € E ja skalaareilla A\, 4 € C.
Useimmiten kurssin tulokset ja késitteet toimivat tdysin samoin molemmille
skalaarikunnan valinnalle, R tai C, ja kdytdmme silloin skalaarikunnalle mer-

kintad K. Jos skalaarikunta pitédé spesifioida, siitd huomautetaan erikseen.

2.1. Esimerkkeji. C" = {z = (21,...,2,) : z; € C} on C-kertoiminen vekto-
riavaruus. Sellainen on myos kompleksisten polynomien avaruus

n

P = {p(z):Zakzk; a’Oa'-waneC, TLGN}
k=0

Dimensio: Kerrataan ensin lineaarialgebran késitteitd. Jos A C E, sen viritté-

ma F:n vektorialiavaruus on

(2.2) span(A) = {) My s € AN EKE=1,... . n,n €N}
k=1
Lineaarialgebrasta muistetaan myo6s ettéd vektorijono xq,...,x, € F on lineaa-

risesti riippumaton eli vapaa, jos
/\1[E1+)\nl'n:(_) ﬁ)\l::)\n:()

Honkasalon monisteen Lineaarialgebra I sivulla 50 on todistettu seuraava tulos,
jonka oletamme tunnetuksi:

Vektoriavaruus E on aérellisulotteinen (so. &érellisen vektorijoukon viritté-
méi) jos ja vain jos E:n vapaiden jonojen pituudet ovat ylhadlta rajoitetut, so.
on luku M < oo niin etté jokaisessa E:n vapaassa joukossa on korkeintaan M
vektoria.

Muistetaan vield, ettd darellisulotteisen avaruuden E dimensio dim(FE) on
E'n kannan (so. vapaan virittdjajoukon) lukuméérs; tdméa lukuméérd on kan-

nasta riippumaton luku.
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Tamaé kaikki toimii myo6s kun kerroinkuntana on C. Esimerkiksi ylla C" on
adrellisulotteinen (tarkemmin, n-ulotteinen), kun taas P on déreténulotteinen:
Polynomit p,(z) = 2", n € NU {0}, muodostavat vapaan joukon (miksi 7), ja

koska tuo joukko on &#reton, yo. tuloksen nojalla dim(P) = oc.

Keskeinen idea Funktionaalianalyysissd on tuoda hyddyllisid struktuureja

funktioiden muodostamiin vektoriavaruuksiin erilaisten normien avulla.
2.3. Maaritelméa. Kuvaus p : F — Ry on normi E:ssé |, jos
(N1) p(x +y) < p(r) + ply) kaikilla z,y € E ("kolmioepdiyhtild”)
(N2) p(ax) = |a|p(x) kaikilla z € E,a € K ("homogeenisuus”)
(N3)  p(x) =0 <= z =0 (nolla-alkio E:ssi)

Tavallisesti merkitdén p(x) = ||« ||. Paria (E,||-||) eli vektoriavaruutta E va-

rustettuna normilla || - || sanotaan normiavaruudeks.

Huomautus.

(1) normi || - || edellyttda , ettd méadrittelyjoukko E on lineaariavaruus:
r+y€e Fkunz,ye Fjaar € Ekunz € E,a € K.

(2) Kuvaus p: E — R, on seminormi E:ssi, jos p toteuttaa ehdot (N1) ja
(N2).! T4llsin

p(0) = p(0-0) =10[p(0) = 0,

ja{z € FE: p(x) =0 } on avaruuden E vektorialiavaruus ehtojen (N1)
ja (N2) nojalla.

2.4. Esimerkkeja.

M) Nzll2= a2, w=(v,...,3,) ER"

on avaruuden R™ euklidinen normi, kun n = 1,2,.... Ehdot (N1)-(N3)
toteutuvat; katso Topo I. Hieman myohemmin tdmé todistetaan myds
erikoistapauksena yleisemmén avaruuden P yhteydessa.

(2) Kun A on mielivaltainen joukko, asetetaan

BAK)={fA->K: ||f|«:= jlelglf(tﬂ <00 }.

Ltimé yleisempi kiisite on joskus tarpeen; tilld kurssilla suhteellisen harvoin
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Tama on rajoitettujen kuvausten A — K avaruus. Téassia (f + g)(t) =
f@) +g(t) ja (af)(t) = af(t) kun f,g € B(A,K) ja a € K. Helposti
nihdéén, ettd || f | on normi:

Perustelu. Olkoon f,g € B(A,K) jat € A. Talloin

(F 9O = 170 + 9 < 1O+ 190 "< 1 £ o + 19 1

sup yli
DL f g e = Dl + )] < 1 F o+ 9
tcA
eli ehto (N1) on voimassa. Olkoon a € K skalaari. Télloin

(@) = laf @) = lall 7O 2" 1| af [l = lal| £ 1

eli my6s ehto (N2) on voimassa. Koska

||f\|oo=§1€1£!f(t)|:0 — f(t)=0 Vte A

<= f on O-funktio

niin myos (N3) toteutuu. O
(3) Myos R™:ssé tai C™:ssé voidaan madritelld normi edellisen kohdan eri-

koistapauksena: télloin A = {1,...,n}, jolloin saadaan normi

H T ”OO:: sup(]x1|, SO |xn’)a

missd © = (x1,...,7,) € K" Vaikka tdmd normi antaa entisen to-
pologian, sup-normin “geometria” on hieman erilainen. Esimerkiksi di-
mensiossa n = 2 avaruuden E = (R? || - ||o) vastaava yksikkopallo

Bp ={z: || 7||-< 1} niyttdd seuraavalta:

yll

Kuva 3. Pallo By avaruudessa F = (R? || - || )

(4) Toinen erikoistapaus (2)-kohdasta saadaan, kun A = N. Télloin merki-
taan

£ = BINK) = {2 = (2232, : @ € K, || |oo= suplan| < o0},
neN
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Téassa avaruudessa siis (z,,) + (yn) = (zn + yn) ja a(z,) = (az,) kun
(), (yn) € € ja a € K. Koska vektorit e, = (0,0,...,0, 1 ,0,...) €

n:s

£ ovat lineaarisesti riippumattomia kun n € N (Miksi ?7), on dim(£>°) =

Q.

Seuraavaksi osoitetaan pari normin perusominaisuutta, joista seuraavan lau-

seen (2)-kohta liittd4 normiavaruudet metrisiin.

2.5. Lause. Olkoon (E.| - ||) normiavaruus. Tdalldin

(1) kaikilla z,y € E on voimassa

izl =Nyl <llz-yl

eli ns. N\ — ey “alaspdin”. Erityisesti, kuvauksena normi x — || x| on
tasaisesti jatkuva E:ssa.

(2) kuvaus d: E x E — Ry, d(z,y) := || — y|| on metriikka avaruudessa
E. Erityisesti | x || = d(x,0), x € E.

Todistus.
(1) (vrt. Topol, DII) Olkoon z,y € E. Talloin

N—ey
lzl=llz—y+yll < le—yl+]yl
— -yl <lz—yl
Lyl —llz] < y—z] = |z -yl
—[lzll =Nyl <tz -yl

(2) (vrt. Topol) kaikilla x,y, z € E on voimassa

(N1)
d(z,z) = |lz—zll=llz—y+y—z| < lz—yl+ly—=z]

= d(z,y) +d(y, 2),
joten (M1) toteutuu. Ehto (M2) seuraa vélittomésti ehdosta (N2). Edel-
leen
N2 _
da,y)=llz—y|=0 &2 0—y=0 < 2=y,
joten myos (M3) on voimassa.

OJ

Normiavaruudessa voidaan siis puhua normin indusoimasta metrisen topolo-
gian kasitteistéd, kuten avoimista palloista ja joukoista, jonojen suppenemises-

ta, jatkuvista funktioista jne. Metrisind avaruuksina funktioavaruudet voivat
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olla melko "suuria”, esimerkkiné olkoon vaikkapa ¢, joka ei ole edes separoi-
tuva (vrt. Harjoitukset) . Useille kiytannossi eteen tuleville funktioavaruuk-

sille separoituvuus toisaalta pétee; myohemmin osoitamme tdmén esimerkiksi

C(0,1):1le.

2.6. Esimerkki. Olkoon f™ = (1,1,...,1,0,0,...) € £~ (n kpl ykkésid) kun
n € N. Suppeneeko jono (f™)2, avaruudessa (£, || - [|o) ?

Ratkaisu. Merkitasin f™ = ( f,g") )22, € £, jolloin siis mééritelman mukaan
f,g") =1lkunl<k<nja f,g”) = 0 kun £ > n. Olkoon f = (fy)p2, € (>

sellainen jono etta
£ = Flloo = sup |fic = £ —— 0.

Erityisesti, kiintedlld k& € N pétee |f, — fk”)] —— 0. Téastd seuraa, ettd
n—oo

fr = lim, f,gn) = 1 kaikilla £ = 1,2,..., eli raja-arvojonon on oltava f =
(1,1,1,...) € ¢*. Toisaalta, f™ — (1,1,1,...) = (0,...,0,1,1,...) (alussa n
kpl nollia), joten

If™ - (1,1,1,.. )l =1 VneN.
Tami tarkoittaa, ettd jono (f™)°, ei voi supeta avaruudessa (£, - || ).
Normiavaruuden luonnolliset rakenteet ovat yhteensopivat, toisin sanoen:
2.7. Lause. Normiavaruudessa (E, | -||) kuvaukset
Y1: ExXE—E, i(a,b):=a+0b, ja
o KX E— E, 1N a):=\a
ovat jatkuvia.

Todistus. Harjoitukset 1. O

Huomautus. Normiavaruuden E metriikka on siirto- eli translaatioinvariantts:

on siis voimassa, etta
dlz+ay+a)=lr+a—(y+a)l=lz—-y|=dzy

kaikilla z,y,a € E. Téstd sekd ominaisuudesta (N2) seuraa, etti A C E on
avoin (vast. suljettu, kompakti) joss xo+ A ja AA ovat avoimia (vast. suljettuja,
kompakteja), missi A € K\ {0} ja xy € E ovat mielivaltaisia. Samoin joukko
U C FE, joka sisdltda pisteen xg on pisteen zy ympéristo joss U — xg on nolla-
alkion 0 ympirist6. Pistejono (z,,)5%, C E suppenee alkioon y € F joss z,, —

y — 0 kun n — oo avaruudessa FE.
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Edelld kaytimme merkintoja
ro+A={zo+y: ye A} CE,
M={)z: z€A}
Samoin méaritellddn, kun A C E, B C F ja A C K,
A+B={z+y: x€Aye B},
AM={ ) x: e ANz A}

Huomautus. Monet funktioavaruuksien konvergenssikésitteista voidaan kuvata

normin avulla (ja kdéntéden, normi antaa konvergenssikésitteen):

2.8. Esimerkkeja.
(1) Kun avaruus C'(0,1) = {f : [0,1] — K jatkuva } varustetaan tavalli-

sella normillaan || f ||oo = sup;epq|f(t)], pétee
| fro—fllo = 0 kunn — 0o < f,(z) — f(z) tasaisesti joukossa [0, 1].

(2) Toisaalta C'(0, 1):ssi voidaan mééritellda myos normi || f||; = fol |f(t)| dt.
(Selvité itsellesi miksi || - ||y on normi C(0,1):sséd !). Nyt pétee

1
Tim || fu— f 1 =0 /O o) — F(O)]dt — 0 & fu(z) — f(z) keskimidirin

Esimerkiksi, jos f,(x) = z™, niin f,, — 0 'keskim&érin’ eli normin || - ||,

mielessé, silla || f,, |1 = — 0. Toisaalta jono f,,) ei konvergoi sup-

1
ntl
normin mielessé 0 -funktioon, silld || f,, ||c = 1 jokaisella n € N.

Annetuista normiavaruuksista saadaan muodostettua uusia avaruuksia mo-
nella eri tavalla. Tulemme jatkossa nikemééan tésté useitakin esimerkkeja. Aloi-
tamme seuraavalla yksinkertaisella periaatteella.

2.9. Lause. Jokainen normiavaruuden (E,| - ||) vektorialiavaruus F on nor-

miavaruus (E:n indusoimalla normilla varustettuna).

2.10. Esimerkkeja.

(1) Voimme esimerkiksi valita £ = B(]0, 1], K), jolla on aliavaruutena jat-
kuvien funktioiden avaruus F' = C(0,1). (Lisatieto: C(0,1) on avaruu-
den B([0,1],K) suljettu vektorialiavaruus sup-normin suhteen (myo-
hemmin).)

(2) Olkoon sitten E = (*°; seuraavat jonoavaruudet ovat sen vektorialiava-
ruuksia.

c:={r=(2,)02: 2, € KVn € N, limz, on olemassa},
n

co=x=(x,)02, 2z, € KVn € N, limz, = 0}.
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Molemmissa normina toimii siis ||z ||= sup,|z,|. (Liséitieto: ¢ ja ¢

ovat avaruuden (> suljettuja vektorialiavaruuksia.)

Joskus voi olla hyodyllistd muuttaa normia, ilman ettd sen méardaméa topo-

logia tai konvergenssi muuttuu. Tdmaé idea johtaa seuraavaan késitteeseeen.

2.11. Méaé&ritelma. Vektoriavaruuden F normit ||-||1 ja ||-||2 ovat ekvivalentteja,
jos on olemassa vakiot C7,Cy > 0, joille

Cillzlly < [zl £ Collz|ly Vo e B

2.12. Lause. Olkoot || - ||1 ja || - |2 ekvivalentteja normeja avaruudessa E.
Tdlloin ne mddrittelevit avaruudessa E- samat avoimet ja suljetut joukot (eli

ne mddrittavit saman topologian).
Todistus. Harjoitukset 1 O

2.13. EsimerkKki.
(1) Helposti ndhdaan, ettd C™:n normit

n
lzlla= | D |2 = Iz + [ + - + [ 2
j=1
ja
||x||00 = Imax |xj|7 T = (xla s 7In> S Cn

1<j<n

ovat ekvivalentit; jatdmme lukijan tarkastettavaksi arviot
|2 loo< |22 VR 2 ||, x€C™

Itse asiassa, tulemme myohemmin ndkemé&dn, ettd ddrellisulotteisen
vektoriavaruuden kaikki normit ovat ekvivalentit.

(2) Olkoon P = {p(z) = >\_,arz" : ao,...,a, € C,n € NU{0}}
polynomien muodostama vektoriavaruus. Téalloin esimerkiksi

n

ol =" laxl da [1plls = max fax, kun p(z) = 3 s
k=0 k=0

ovat hyvin méériteltyja (Miksi?) normeja (Miksi?) avaruudessa P. Nor-
mit eivit ole kuitenkaan ekvivalentteja: jos p,(z) = >_,_, 2", niin jo-
kaisella n pétee ||p,|lo = 1 mutta ||p, |1 = n+ 1. Koska tédssd n voidaan

valita mielivaltaisen suureksi, normit ovat epéekvivalentit.
2.14. Esimerkki. Merkitédéan

CHO, D) ={ f:[0,1] = K: £, f,....f® ovat jatkuvia valilla [0,1] },
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kun k € N. Tassé fU) on funktion f j:s derivaatta, ja f© = f. Normit

1]l = sup sup O = sup [[fV]e, ja
0<j<h

0<j<k 0<t<
k k
1A= Zosup O =D 1Dl
j=0 J=0

ovat ekvivalentteja avaruudessa C*(0, 1), minké todistus jii harjoitustehtivik-
sl.
Normiavaruudessa avoimet (tai suljetut) joukot voivat joskus tuottaa ylla-

tyksia.
2.15. Esimerkki. Olkoon

A= {(zn)2, € co:|zal <. kalkllla n € N}.

Té&lloin A ei ole avoin joukko normiavaruudessa (co, ||« ||co)-
Selvisti nollajono 0 = (0,0,...) € A. Niytdmme, etti 0 ei ole joukon A
siséipiste, toisin sanoen, ei ole olemassa r > 0 jolle avoin pallo B(0,r) C A.
Olkoon r > 0 annettu ja y™ = (0,0,...,0,7/2,0,...) (missd /2 on jonon
n:s koordinaatti), kun n € N. Tallsin ||y |, = r/2, eli y™ € B(0,r) kaikilla
n € N. Toisaalta, jos kiinnitetéin n € N jolle 1 ~ < 3, niin erityisesti y™ ¢ A
Néin siis B(0,r) C A ei ole voimassa milldin r > 0.

/P-AVARUUDET

Normiavaruudet £*°, ¢ ja ¢y ovat esimerkkeja klassisista Banachin avaruuk-

sista. Mainitsemme vielad esimerkkina avaruuden
o0
C={w=( )2 [zlhi=) |ea| < o0},
n=0

joka on itseisesti tai absoluuttisesti suppenevien sarjojen avaruus. MyoOs téssa
|| - |1 on helppo todistaa normiksi. Vaikeammin késiteltévid esimerkkejd ovat

muut ns. fP-avaruudet, joita nyt ryhdymme méérittelemésn.

2.16. Maaritelmé. Olkoon 1 < p < oo. Téll6in
o0 1
= ()2 | 2 ]p= (Zyxnyp>” < o).
n=1

Téassa x,, € K kaikilla n € N; ja jonojen yhteenlasku ja skalaarilla kertominen
on maéaritelty koordinaateittain: (x,) + (yn) = (Tn + yn) ja Max,) = (Azy)
jonoille (z,), (y,) ja A € K.



16 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI

Seuraavassa p ja q ovat reaalilukuja, jotka tayttavit ehdot:
.11
p>1, ¢g>1 ja —+—-=1.
p q

Sanomme lukuja p ja ¢ toistensa duaalieksponenteiksi. Esimerkiksi p = ¢ = 2

taip =7, q = g ovat duaalieksponenttipareja. Edelleen on voimassa, etté
q=;Jjap+aq=pq
Seuraavana tavoitteena on osoittaa, ettd (¢, | - ||,) on normiavaruus.

2.17. Lemma. Josa >0, b > 0 ja p ja q oval duaalieksponentteja, niin

P
(2.18) ab< &+ =
P oq

Todistus. Jos a = 0 tai b = 0, niin (2.18) on voimassa. Voimme olettaa: a,b > 0.
Merkitédén

(t) e
@t:——f-—,
q

kun ¢ > 0. Tallsin ¢/() = 71 — 7971 = L2521 oten ¢/ (t) < 0, kun 0 < ¢ < 1
ja @'(t) > 0, kun ¢ > 1. Siispé ¢ saa pienimmén arvonsa, kun t = 1, eli kaikilla
t>0

1=g() <p) =2+ =
=¢l)splt)=—+—.
p q
Sijoitetaan t = a'/2%~1/? jolloin saadaan
aPla  pa/p
1<
pb qa
qP/atl  pa/ptl o gp B
— ab< + = — 4+,
p q p q

silla Z+1=pjal+l=q.
O

2.20. Lause (Holderin epéyhtélo jonoille). Olkoot 1 < p,q < oo siten, ettd

1 1 C77 e
5 + .= 1. Talloin

00 00 i 00 .
(H) D lzwyrl < Qlaal”) P () lyel?)s
k=1 k=1 k=1
kaikilla jonoilla (xy) € 0P, (yx) € €1 (tdssi xg,yr € K kaikilla k ja K = R tai
K =C). Siis
I Cerye) [l < A () [l (o) llgs

ja erityisesti (xy) € 7, (yx) € (1 => tulojono (zyyy) € (.
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Huomautus. Kun epayhtiloon (H) sijoitetaan luvut, jotka toteuttaa lisdehdot
0 = x =y kaikilla k > n, saadaan erikoistapauksena &dérellinen versio Holde-

rin epayhtalosta:
n n . n .
> eyl < O _lkl?)> O lysl) s
k=1 k=1 k=1
kun (1, ...,2,), (Y1, .-, yn) E K" jan=1,2,3,...

Todistus. (Epéayhtalolle (H)):
Merkitéén

1 1
Zm!p )p=|(zx) lp, B= Zlyk e = |l (ye) llg,

jolloin A > 0,B > 0. Jos A = 0 tai B = 0, niin z;, = 0 kaikilla £ € N tai
yr = 0 kaikilla £ € N. Téalloin (H) on ilmeinen, sill& vasen puoli = 0. Voidaan
siis olettaa: A > 0, B > 0. Kiinnitetdédn k € N ja sovelletaan Lemmaa 2.17,
kun a = ‘m ja b= ‘ykl . Saadaan

7 e S 7 e (71

A B ~p A "¢ Bi’

/\

mik#d on voimassa kaikilla & € N. Summataan edelliset muuttujan & suhteen,

jolloin

loel Jyel _ 1 Jol” 1 Jwel?

= ol « 2 -
OB ST e SN

k=1 k=1 k=1
1
"y A—D g Bqu— L=
— AP =B

joten kertomalla AB:ll4 puolittain, saadaan

> lzwyrl < AB = | (@) Il (o) llo-

k=1

O

Holderin erikoistapauksella p = ¢ = 2 on oma nimitys ja merkitys (vrt.
Hilbertin avaruudet, luku 4).

2.21. Seuraus (Schwarzin epiyhtild). Jos x = (x1),y = (yx) € (%, niin

(S) > Tzl < Ol e = 2 [l y ll2
k=1 k=1 k=1



18 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI

kaikilla jonoilla (x1,)52,, (yx)22, € (*. Lisdksi ddrellisten jonojen erikoistapauk-

sessa saadaan
1 1
(S) > el < O a2 |wel?)?
k=1 k=1 k=1

katkilla luvuilla x4, ..., Tn, Y1, ..., Yn € K ja katkilla n € N.

Erityisesti, Schwarzin epiyhtilo takaa ettd avaruudessa £ bilineaarimuoto

<zy>= Y mye, v=(23),y=(y) €L
k=1

on hyvin mééritelty. Taméi antaa (?:een sisdtulon struktuurin; tulemme nike-
ma#n Hilbertin avaruuksia koskevassa osaluvussa, etté sisdtuloavaruuksilla on

monia "poikkeuksellisen hyvid” ominaisuuksia.

Holderin epayhtalon avulla voimme osoittaa, ettd P-normit toteuttavat kol-

mioepéyhtdlon; saatua arviota sanotaan (usein) Minkowskin epdyhtdildksi.

2.22. Lause (Minkowskin epédyhtéld). Olkoon 1 < p < oo. Tdlldin

(M) Ol +wl?)r < O lal?)r + 3 lwl?)

kaikilla jonoilla (x)52q, (yp)oo, € £P.
Erityisesti: Kun (xy) € P, (yx) € P, niin summajono (x; + yx) € (P, joten

(P on siis vektoriavaruus. Valitsemalla z;, = 0,y = 0 kun k£ > n + 1 saadaan

adrellinen versio:
“ 1 - 1 - 1
(M) O lze+uel)r < O _lwl?)r + O lul)»
k=1 k=1 k=1
kaikilla luvuilla zq, ..., 2., y1,...,yn € K.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd > ;- |z + yx[P > 0, koska epéyhtdls (M) on

muuten ilmeinen.
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Olkoon 1 < ¢ < oo sellainen, ettd % + % =1 (eli siis ¢ = S57). Hélderin

epayhtélon (H) ja Kin kolmioepayhtélon avulla saadaan

o0 o0

Z|$k + i’ = Z|$k + kP |2+ i
———

k=1 k=1
<lzkl+|ykl

< Z|$k||$k +uel T+ Z|yk||$k +

k=1 k=1
(H) > 1 d (p—1) 1
< Ol O | + il
k=1 k=1
> 1 > _ 1
+(Z|yk|p)p(2|$k+yk|q(p Y)a
k=1 k=1
> 1
= (N () 1 () 1 ) Ol + i),
k=1

koska q(p — 1) = p. Jakamalla saatu epayhtélo puolittain positiivisella termilld
(O iyl + yk|p)% saadaan

(ke + wel?) 70 < (1 ) ot () ).

T&amaé on tarkalleen etsitty Minkowskin epayhtélo (M) koska 1 — % = %.
Edelld sekd Holderin epdyhtalon (H) kaytto, ettd viimeisen vaiheen jakaminen,
edellyttavat luonnollisesti myos etté

[e.9]

Z|xk + yk]p < 00,
k=1

toisin sanoen, ettd summajono (zy +yx) € (P. Tata tietoa varten riittaa alkeel-

linen arvio
(*) la +b" < (la] +[b])" < (2max{|al, [b]})" < 2°(|al” + [b]"),

mika on voimassa kaikilla a,b € K. Kun sijoitetaan a = xy, b = y; epayhtaloon

(%) ja summataan yli muuttujan k saadaan

D lzk 4yl <220l + > lusl?) < o0,
k=1 k=1 k=1

koska (xy), (yx) € ¢P. Néin Lause 2.22 on saatu tdydellisesti todistetuksi. [

Huomautus. Erikoistapauksessa p = 2 dérellisid jonoja koskeva epéayhtilo (M)
on itse asiassa tuttu kolmioepéyhtéld kotiavaruuden K" euklidiselle normille
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(DIL, Topo 1), silli ||z |la= /|71 + ...+ [2,]?, kun = = (z1,...,2,) € K",
n=12 ...

Kootaan yhteen edelliset tulokset (tapaukset p = 1 tai oo kasiteltiin aikai-
semmin) seuraavaksi térkeéksi lauseeksi (P-avaruuksista.

2.23. Lause. (¢, -]|,) on normiavaruus kun 1 < p < oc.

Todistus. Jos x = (xy) € P,y = (yg) € P niin x +y = (25 + yx) ja Minkowskin
epayhtalon 2.22 mukaan

- 1 - 1 - 1
lz+ylly = Qe+ u)r < Q_lzal)r + Q)7 =zl + 1yl
k=1 k=1 k=1
(ja erityisesti x + y € ¢ kuten edelld jo néhtiin). Siis (N1) pétee. Koska
- 1 - 1
laz [l = Y laal?)r = lal(Y_|ax?)7 = lalll < |,
k=1 k=1

kun z = (x) € ?,a € K, niin myos homogeenisuusehto (N2) on voimassa.
Edelleen

0= (zi) Iy = O lzal’)?) = @ = 0¥k € N=> () = (0,0,...) =0,
k=1
joten myos (N3) toteutuu. O

Huomautus. (P-avaruuksien vililla patevit seuraavat siséltyvyydet (joukkoina):
L C P C T CcyCl™kun 1l < p < q< oo. Lisiksi normeille piteviit arviot

[z llo < l[zllg < N2 llp < [l [h
kaikille jonoille z = (z) (Harjoitukset 2).

Edelld olemme piirtédneet yksikkopallot normien || - |2 ja || - || suhteen. Enté
yksikkopallo yleisten ¢P-normien suhteen ? Alla kuva tapauksestap = 3jap =1
tason R? tapauksessa; mieti millainen on yksikkopallo yleiselld p !

(0,)}y (0,7

r-\(lﬁ): - Lo,
L

Huomautus (Lisatietoja). On olemassa luontevia vektoriavaruuksia E, joissa on

By

luonnollinen siirtoinvariantti topologia 7, joka kuitenkaan ei ole mink&én E:n

normin indusoima (ts. ei ole olemassa sellaista normia || - || : F — R, ettd 7 =
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7j.1)- Sellaisten avaruuksien teoriaa ei kisitelld kurssin aikana; esimerkkeiné,

mainitaan kuitenkin

(1)

Varustetaan avaruus C'(R") = {f : R — R| f jatkuva } topologialla
T, jossa jono f, — f kun n — oo, jos

lim sup|f(z) — f(x)] =0

=0 zge K
kaikilla kompakteilla joukoilla K C R™. Topologia 7 saadaan kasvavasta

seminormiperheestd (|| - ||m), missa

1S Ml = sup |f ()],
rE€EK
f € C(R") ja K,,, = [-m,m]" C R", sekd m € N. Konvergenssia
ei kuitenkaan voi kuvata vain yhden normin || - || avulla. Topologinen

vektoriavaruus (C(R™), 7) on ns. nukleaarinen Frechet’n avaruus.
Vastaava koskee myos ddrettoman monta kertaa derivoituvien funktioi-

den avaruutta
C=(0,1) = {f :[0,1] — K| fY jatkuva jokaisella j € N},
sekd avoimella vililla (0,1) jatkuvien funktioiden avaruutta

{f:(0,1) — R| f jatkuva }.

Olkoon 0 < p < 1. Mééritellaan: jono xz = (xy) € (P, jos
S 1
1zl = (D _laxlP)r < oo
k=1

Talloin z — ||z ||, toteuttaa normin ehdot (N2) ja (N3) sekd kolmio-
epayhtéalon muodossa

> 1 1_
e +ylly = lax+ w7 <207 (2l + [y lly)
k=1

kaikilla x = (z), y = (yx) € ¢P. Téssé vakio 271> 1L kin 0 < p < 1,
eli ||- |, on ns. kvasinormi (P:ssi.
Alla kuva “yksikkopallosta” {(z,y) € R? : |zF + |y|P < 1}, kun

p=1/2.

0, D]

(1,0)
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Huomautus. Jokaisessa normiavaruudessa yksikkopallo By = {z € F :
|z || < 1} on konveksi, so. jos x,y € Bpg, niin tz + (1 —t)y € Bg
kaikilla 0 < ¢ < 1. Nimittéin, ||tz +(1—t)y | < t[|z ||+ (1 -ty || < 1.
Siispa myoskéén yo. kuvan mukaan || - ||, ei voi olla normi: vastaava
yksikkopallo ei ole konveksi.

(3) Kaikkien jonojen avaruus
s={(x,): zp € K jokaisella k € N }.

Avaruudessa s on summa ja skalaarilla kertominen mééaritelty kuten
(°:ssé, ja metriikka

kun x = (zy), (yx) € s. Voidaan osoittaa, ettd d on siirtovariantti

y =
metriikka (HT). Avaruus s on myo6s nukleaarinen Frechet'n avaruus.

LINEAARISET OPERAATTORIT

Olkoon E ja F' K-kertoimisia vektoriavaruuksia. Kuvaus 7' : £ — F on

lineaarinen jos
T(ax+ py) =aT(z)+ FT(y) Vr,y€ Ejaa,feK

Sanomme usein ettd 1" on lineaarinen operaattori. Usein myds merkitsemme
lyhyesti T'x, merkinnédn 7T'(z) sijaan.

Adrellisulotteisessa normiavaruudessa kaikki lineaariset kuvaukset ovat jat-
kuvia (todetaan mychemmin), mutta direttémén monen dimension avulla jat-
kuvuus on helppo rikkoa (annamme esimerkin hieman myéhemmin). Jos E, F'

ovat normiavaruuksia, on siis luonnollista kysy4a:
Koska lineaarinen kuvaus 7' : F — F on jatkuva 77

Vastausta varten tarvitsemme uuden késitteen, rajoitetut operaattorit.

2.24. Maaritelméa. Olkoot E ja F' normiavaruuksia sekd T : F — F lineaari-

nen. Sanomme, ettd 7' on rajoitettu, jos on olemassa vakio C' < oo jolle

|Tz||p < Cllz|g kaikilla = € E.

Yleisesti sanotaan ettd normiavaruuden osajoukko A C FE on rajoitettu,
jos sup{||z|| : * € A} < M < oo; yhtépitavésti (Miksi?), A:n halkaisija on
ddrellinen. Helposti ndhdédén, ettd lineaarinen kuvaus 7' on rajoitettu jos ja
vain jos se kuvaa E:n rajoitetut joukot F:n rajoitetuiksi joukoiksi.
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2.25. Esimerkki. Olkoon £ = F = (? jaT : E — F kuvaus T : (73)32, —
(3zk41)5%, kun z = (x4,)52, € 2. Tillsin T on lineaarinen (Miksi?) ja rajoitet-
tu:

/2

. 1/2 o 1/2 o 1
1Tz]l2 = <Z I3xk+1\2> =3 (Z !xk+1|2> <3 (Z !ku2> = 3|l
k=1 k=1 k=1

Huomaamme, ettd vaadituksi vakioksi voidaan ottaa C' = 3.
Operaattorin rajoittuneisuus voidaan testata seuraavan suureen avulla.

2.26. Lemma. Lineaarinen operaattori T : E — F on rajoitettu jos ja vain

jos
(2.27) |T|| :=sup{ ||Tz| : x € E, ||z|| <1} < o0.

Todistus. Jos T on rajoitettu, niin on olemassa sellainen vakio C' < oo, etté
|Tz|| < C|lz|| kaikilla x € E. Télloin selvisti ||T']| < C. Oletetaan kééntéen,
ettd ||T]| < oco. Koska Hﬁ” =1 jokaisella z € E, x # 0, ndhdéén etta

|72
fal

HT ( ’ )H <|T|  kaikilla z € E.

]l

Téastd saamme (jatkossa térkedn arvion!)
(2.28) 1Tz < [|T[{]
jokaisella x € E, eli T : E — F on rajoitettu. O

Niinkuin merkinté jo vihjaa, saatua suuretta ||7|| kutsutaan lineaarisen ku-
vauksen T normiksi (normin ominaisuudet todetaan myohemmin). Se mittaa
kuinka suureksi joukoksi T" kuvaa yksikkopallon By = {x € FE : |z| < 1}.
Olemme siis Lemmassa 2.26 tarkistaneet, ettéd operaattori 7' on rajoitettu jos
ja vain jos sen normi ||T|| < oo. Jos tarve vaatii, merkitsemme avaruudet E

ja F ndkyviin, so. [|T||g—F-

2.29. Esimerkkejé. (1) Olkoon E = (2 ja F' = (! seké
[e.e] 1 oe
Trx =T (xg)iey = (E:Uk)k:1

Onko T rajoitettu operaattorina ¢ — ¢1? Heti havaitaan ett

o0

1
Tl = 2ol

k=1
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Téssi arvio ey |2k < (Xaey |ack|2)1/2 ei ole yleisesti totta, vaan kiytdmme

sen sijaan Holderin epayhtélod kun p = ¢ = 2,

~ ~ 12/ o 1/2
1 1
Tl =Y el < (Z ﬁ) (Z kal2> = C|lz|2
k=1 k=1 k=1
missd C' = /Y 1, 1/k? < oo. (Itse asiassa, C' = /72/6). Néin ollen T : (> —

¢! on rajoitettu ja saamme normille arvion || T || < /7 /6.

(2) Rakennetaan seuraavaksi lineaarinen operaattori, joka ei ole rajoitettu.
Voimme vaikkapa tarkastella kaikkien polynomien muodostamaa avaruutta

n

P = {p(z):Zakzk: ap,...,a, € C, n e NU{0} },

k=0
ja varustetaan se normilla ||p|| = max{|ax|: k=0,...,n}.
Télloin (derivaatta)kuvaus T: >, arz® — >°1_ kag 2" on lineaarinen
(Miksi?), mutta se ei ole rajoitettu: Jos p,(z) = 2™, n € N, silloin

Ipnll =1, [ Tpull = l[npnall=n = sw{|Tpl:lpll=1peP} =

Palataan sitten alkuperéiseen kysymykseemme, milloin lineaarinen kuvaus
on jatkuva ? K&y ilmi, etté lineaarinen operaattori on jatkuva tésmaélleen silloin

kun se on rajoitettu !

2.30. Lause. Olkoot E, F' normiavaruuksia ja T: E — F lineaarikuvaus. Tdl-

loin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:

(i) T' on rajoitettu operaattori
(ii) T' on jatkuva (koko E:ssd)
(iii) T on jatkuva yhdessé pisteessd xo € E.

Todistus. (i) = (ii): jos z,y € F jae > 0=

T hn

Tz =Tyl I T@=y) | <ITI-[lz-yll<e kan |z

gyl < —
T

(ii) = (iii): ilmeinen

(iii) = (i): Olkoon T jatkuva pisteessi xq. Jos € > 0 annettu, voimme valita

sellaisen luvun ¢ > 0 etté aina

|z —a0|| <d=||Te —Tay|| <e
Josnyt x € Fja || x| < 0, saadaan

||T$|| ||T(x—|—x0) Tz || < e.
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Toisaalta, jos nyt © € Bg on mielivaltainen, niin || dx || = 0|z || < 0 ja siis
£
S| Tz || = ||T0z) | <e, eli ||Tz| < 5 Vz € Bpg.

Olemme néin nayttaneet: T on rajoitettu. [

Erityisesti, ndemme, ettd Esimerkki 2.29 (2) antaa lineaarisen operaattorin
T :P — P, joka ei ole jatkuva.

Niilla tiedoin voimme my0s aloittaa johdannossa esitetyn integraalioperaat-
torin tarkemman tarkastelun. Tulemme palaamaan teemaan useasti mydhem-

minkin.

2.31. Esimerkki. Olkoon K : [0,1] x [0, 1] — C jatkuva (ns. ydinfunktio). Kun
f € C(0,1), muunnamme sen uudeksi funktioksi 7'f, missé

(Tf)(x) = /0 K(xz,s)f(s)ds, z € [0,1].

Viite: néin saadaan jatkuva lineaarinen operaattori 7': C'(0,1) — C(0, 1).
Meidén siis on osoitettava kolme asiaa:

1. f+ Tf on lineaarinen,

2. T f on jatkuva funktio aina kun f on jatkuva vélilla [0, 1],

3. operaattorina T" on rajoitettu C(0,1) — C(0,1).

Jatetddan 1. vaite lukijan tehtavéiksi. Viite 2. kertoo ettéd todellakin
T(C(0,1)) C C(0,1). Sité varten arvioidaan

)@ =@l = | [ Kesreas— [ Kores

< / K (2,5) — K(y,5)| |f(s)ds.

Funktion T f:n jatkuvuus siis palautuu K:n ominaisuuksiin. Heti kuitenkin
huomataan, ettd pelkkd pisteittdinen K:n jatkuvuus ei riitd, vaan arvio pi-
tad tehdé tasaisesti s:n suhteen. Tarvitsemme siis hieman tietoja Topologian
kurssilta: Oletamme tunnetuksi, ettéd kompaktissa joukossa mééritelty jatkuva
funktio on tasaisesti jatkuva? .

Sovellamme téta ydinfunktioon (z,s) — K(z,s). Koska [0,1] x [0,1] on

kompakti, jokaisella € > 0 loyddmme sellaisen § > 0 etté jos

|z =yl = [(z,5) = (y,5)| <9,

2Funktio g : A — C on tasaisesti jatkuva jos jokaista ¢ > 0 kohti 16ytyy sellainen § =
d(e) > 0 ettd |z —y|| < = |g(x) — g(y)| < e. Olennaista tissi siis ettéi vaadittu ¢ riippuu

vain etdisyydesti ||z — y|, eikd siitd missé pisteet x,y sijaitsevat.
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niin silloin
(2.32) |K(z,s) — K(y,s)| <e kaikilla s € [0,1].

Erityisesti, vaaditun d:n suuruus ei riippunut pisteestd s. Saamme siksi

(2.33) KTﬁ@%—@ﬂ@HS€A!ﬂ$WSSdUWm kun |z —y| < 4.

Koska € oli mielivaltainen, olemme osoittaneet 7' f:n jatkuvuuden (véite 2).
Myos viite 3. kédyttédd topologista tulosta: Koska K on jatkuva kompaktissa
joukossa [0, 1] x [0,1], se saa siind suurimman arvonsa, ja erityisesti K on

rajoitettu. Siis eradlla vakiolla M < oo
|K(z,5)| < M < oo kaikilla z,s € [0, 1].

N&in voimme arvioida

(Th) ()| < / K (2,9)] | £(s)]ds < M| f [l

mikd antaa || Tf ||cc < M]|| f||co- Néin ollen 7" on rajoitettu operaattori; itse

asiassa voimme valita
M=|Kl|x= sup [|K(s)
(z,s)€[0,1]x[0,1]
ja saamme siis arvion || T'|| < || K ||oo-

Olemme siten todistaneet viimeisenkin vaitteen 3. [

2.34. Huomautus. Y14 esitetty integraalioperaattorin jatkuvuuden todistus an-
taa hieman enemménkin kuin mitd Esimerkki 2.31 tarvitsi: Havaitaan etta
T f:n jatkuus riippuu olennaisesti vain ytimestd K eiké niinkdéan funktiosta f.

Koska talld havainnolla on kdyttod myohemmin, formalisoidaan sitéd hieman,
kéyttden jatkuvuusmodulin késitettd: Olkoon meilld w : [0, 00) — [0, 00) jolle

t— w(t) jatkuva, aidosti kasvava ja w(t) =0<t=0

Sanomme silloin ettd w on jatkuvuusmoduli.

Nimittéin, jos A on normiavaruuden E osajoukko ja funktiolle g : A — C pétee

(2.35) 9(z) —g(y)| < w(llx —yll) kaikilla z,y € A,
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niin w kertoo "kuinka” jatkuva g on. [Tyypillinen esim: w(t) =t*, 0 < a < 1]
Jos ¢:lld on jatkuvuusmoduli w joukossa A, eli (2.35) pétee, se on selvis-

tikin tasaisesti jatkuva (Miksi?). Mutta pétee myos kéédntéen, ettd jokaisella

tasaisesti jatkuvalla funktiolla on jatkuvuusmoduli. Voimme nimittéin asettaa

wo(t) = sup{lg(x) —g(y)| - v,y € A, [[x —y|| <t}
Tasaisen jatkuvuuden nojalla wg on jatkuva ja wg(t) — 0 kun ¢ — 0. Aidosti
kasvava siitd saadaan maarittelemalla w(t) = wo(t) + t. Télle (2.35) selvésti
patee, ja siten g¢:114 on jatkuvuusmoduli w.

Jos palaamme Esimerkkiin 2.31, ytimelld K on ylldolevan nojalla jatkuvuus-
moduli wg. Liséksi, arviot (2.32), (2.33) antavat

(2.36) (Th)(@) = (TH ) < wr(|z = yDI f oo < wrll—yl)
mikili || f || < 1,¢li f € Bg, E = C(0,1). Toisin sanoen, oli f:n jatkuvuus

miten heikkoa tahansa, 7' f:n jatkuvuus on aina vahintéin luokkaa wg !



