4 Abelin ryhmat

Ensimmaiselld ryhméteorian kurssilla kdytiin ldpi 1dhinna syklisia ryhmia.
Talla kurssilla keskitymme epdkommutatiivisiin esimerkkeihin. On kuitenkin
niin, ettd darellisesti viritettyjen Abelin ryhmien teoria on syytd ndhdé aina-
kin kerran elaméssé ja se on suhteellisen helppo myos, joten kiykddmme se
tassé lyhyesti lapi. Taméan teorian perusteella saamme myos helposti luoki-
teltua loput ryhmét, joiden kertaluku on kahdeksan ja ndemme, ettd nadmé
kolme ovat epéisomorfisia.

4.1 Swuorat tulot ja summat
4.1.1 Ulkoinen suora tulo

Olkoot G4, ..., G, ryhmid. Muodostamme karteesisen tulon G := G x Gg X

- X Gy, ja tille joukolle méarittelemme kaksipaikkaisen operaation yksin-
kertaisesti (g1,...,9n)(h1,...,hn) = (g1h1, ..., guhy), eli jokaisessa kompo-
nentissa ¢ tulo noudattaa ryhmén G; tuloa.

Tehtava 23. Todista, ettd tdma on ryhma.

Kutsumme ryhméd G = G; X Gg X -+ X G,, ryhmien Gy, ..., G, (ulkoi-
seksi) suoraksi tuloksi. Huomaa, ettd komponenttien G; jarjestyksella ei ole
ryhmén méaritelmésséd mitdan valia.

Ryhmélla G = G x Gy x - -+ x (G, on seuraavat ominaisuudet

(i) Jokaista indeksié i kohden, on olemassa H; < G, ja H; = G, eli
Ho={(L....gn. . 1):g€Cl
Lisdksi huomaamme, etté

G/HigGlX“'XGi,IXGi+1X"'XGn.

(ii) Jokainen g € GG voidaan kirjoittaa yksikésitteisesti g = hy ... h,, jossa
jokainen h; € H;. Eli jos g = (g1,...,9n), niin h; = (1,...,g;,...,1)
jokaiselle i. Téstd seuraa, etté jos jokainen G; on dérellinen, niin |G| =

GL||Gs| ... |Gl

Tama konstruktio toimii mille tahansa ryhmille G;.
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4.1.2 Sisainen suora tulo

Olettakaamme nyt vuorostamme, ettd G on ryhmé, ja silla on aliryhmét
H,, ..., H, ja niilld ominaisuudet.

(i) H; < G, kaikillei =1,...,n.

(ii) Jokainen g € G voidaan yksikisitteisesti kirjoittaa muodossa g =
hy...h,, jossa jokainen h; € H;

Huomaamme, ettd naistd kahdesta seuraa

i) G = H ... H,.

(

(iv) H{(\Hy ... Hi_1H;y1 ... H, = 1 jokaiselle indeksille 1.

(v) Jos i # j, silloin H;n ja H;n alkiot kommutoivat keskenéén.
(

vi)Josg=hy...h,jag =hy...h), jossa h;, h, € H; jokaiselle i:lle, silloin
99" = (hahy) ... (hyhy,).

Huomaamme, ettd voimme maéritella yksikésitteisen isomorfismin 7 :
G — Hy X Hy X -+ X H,, jossa siis jokainen H; — 1 X --- x H; X --- x 1.

Kutsumme talloin ryhméé G:ta aliryhmiensa Hy, ..., H, (sisdiseksi) suo-
raksi tuloksi. Toisinaan merkitsemme myos G = H; x Hy x --- x H,,, vaikka
tdma onkin lievad merkintdtavan vaarinkayttoa.

Téasta seuraa lause

Lause 4.1 (Kiinalainen jisinnosluokkalause). Olkoon n = p& - - - pkm . Silloin
C, = Opllcl X oo X Cpfnm.

Todistus. Maéritelldéin kaikille 1 < i < m ryhmd P; = (z;) = Cjmi. Nyt
alkion (x1,...,%,) € Py X --- x P, kertaluku on p%* x --- x pfm = n, joten
P x---x P, = (C,, koska ryhmé on syklinen. [l

~

Korollaari 4.2. Jos m = pq, kahden erillisen alkuluvun tulo, on C,,
C, x Cy.

Esimerkiksi totesimme kertalukua kuusi olevien ryhmien luokittelussa,
etta 06 = 02 X 03.

Huomaa, ettd tdmé on sama kiinalainen jadnnosluokkalause kuin alkeel-
lisessa lukuteoriassa.
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Olkoot nq,...,n; pareittain suhteellisia alkulukuja. Silloin mille tahan-
sa kokonaisluvuille aq,...,a; on olemassa kokonaisluku x, joka toteuttaa
kongruenssiyhtéaloryhmaéan

a; mod ng

=as mod ns

Tz =a; mod ny.

Liséksi kaikki ratkaisut x ovat kongruentteja modulo N, missda N =
ning...Ng.
Tama siis syklisten ryhmien lauseessa todistaa, ettd kuvaus

C,—Cur X XC p
Py Pm

on surjektiivinen.

Teoreeman julkaisi ensimmadisen kerran kiinalainen matemaatikko Sun
Tzu kolmannella vuosisadalla. Alkuperdinen Sun Tsun ongelma kuuluu seu-
raavasti. Kuinka monta sotilasta on Han Xingin armeijassa? Jos sotilaat
marssivat kolmen riveissé, kaksi sotilasta jaa yli. Jos he marssivat viiden
riveissé, kolme jad yli, ja jos he marssivat seitsemén riveissa, kaksi jaa yli?

Ongelma voidaan ilmaista kongruenssiyhtaloryhmana:

r =2 mod3
r =3 mod?H
r =2 mod?7

Luvut 3, 5 ja 7 ovat pareittain keskendédn jaottomia, joten voimme soveltaa
kiinalaista jadnnoslausetta.

Ensimmaisestd yhtélosta saamme, ettd © = 3t+2, jollekin kokonaisluvulle
t. Sijoitamme tdmén toiseen yhtdloon ja saamme, 3t +2 = 3 mod 5. Téasté
seuraa, ettd t = 2 mod 5, joten t = Su+2, jasiis x = 3(bu+2)+2 = 15u+38,
jonka voimme sijoittaa viimeiseen yhtaléon 15u + 8 = 2 mod 7. Tamén
kongruenssin ratkaisu on v = 1 mod 7, joten v = Tv + 1, mikéd lopulta
tuottaa vastauksen z = 15(7v 4+ 1) + 8 = 105 + 23. Joten = 23 mod 105.
Sotilaiden méaara voi siis olla 23, 128, 233, 338 jne.

Tehtava 24. Ratkaise ryhmé

r=1 mod?5H
=2 mod6
=3 mod?7.
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Kiinalainen jadnnosluokkalause ei kuitenkaan auta Abelin ryhmien luo-
kittelussa kovinkaan pitkélle, silld tieddmme esimerkiksi, etté kaikki dérelliset
Abelin ryhmét eivit ole muotoa Cyn, esimerkiksi Cy 22 Cy X Cy. On siis kaksi
aarellistd Abelin ryhméa, joiden kertaluku on neljé.

Miten tésté eteenpédin luokittelun kanssa?

4.2 Ryhman virittajat

Syklinen ryhméssd C,, on alkio g, jonka kertaluku on n ja C, = (g). Kut-
summe alkiota g ryhmén C), virittajiksi. Voimme yleistaa virittajan késitetta
useampiin virittajiin.

Maaritelma 4.3. Olkoon S ryhmén G osajoukko. Joukon S virittdmé ali-

ryhma on
(S) = ﬂ H.
SCH<G

Jos (S) = G, kutsumme joukon S alkioita ryhmén G virittéjiksi tai generaat-
toreiksi. Jos virittdjdjoukko on dérellinen, kutsutaan ryhméi G ddrellisesti
viritetyksi.

Propositio 4.4. Ryhmdn G osajoukon S virittimd aliryhmd koostuu kaikista
tuloista

(S) ={s7's*...s/' 15, € S,e, =£1,1=1,2,...},
jos I = 0, mddarittelemme tyhjiksi tuloksi ykkosalkion.
Todistus. Merkitdan yhtalon oikeanpuoleista joukkoa H:lla. S C H ja koska
H < @G, saamme (S) C H. Toisaalta, jos M on miki tahansa aliryhma,

joka siséltaa joukon S, niin sisdltéad aliryhmé M kaikki tulot, jotka saadaan
muodostettua joukosta S, joten H < M, kaikille S C M < G. Niinpé

HC () H=(S).
SCM<LG

]

Esimerkki 4.5. Alkiot r ja a virittivit edellisen luvun esimerkissé ryhmén
Dg. Ryhmé Dg on siis kahden alkion virittdma.

Huomaa, ettd ryhmalld voi olla monta virittdjajoukkoa. Virittajajouk-
koa kutsutaan minimaaliseksi, jos jonkun alkion poisto tarkoittaa sita, etté
ryhmaé ei endd virity. Myoskddn minimaalinen virittdjajoukko ei ole yksika-
sitteinen. Minimaalinen ei tarkoita, etta alkioitten maara olisi minimaalinen.
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Tehtava 25. (i) Mitka alkiot virittavat darettoméan syklisen ryhmén Z7
(ii) Etsi ryhmén S5 minimaaliset virittdjdjoukot.

(iii) Osoita, ettd kumpikin joukko (12),(13),(14) ja (12),(1234) ovat ryh-
mén S, minimaalinen virittdjajoukko. Loydatko vield lisdd minimaalisia
virittajajoukkoja? Yleista tulos koskemaan kaikkia ryhmia S,,.

4.3 Vapaa Abelin ryhma

Olkoon G ryhméluokka (esimerkiksi kaikki ryhmét, Abelin ryhmét, ratkea-
vat ryhmét, dérelliset ryhmét). Olkoon G mikéd tahansa ryhmé luokassa G,
joka on joukon {a; : i € I} virittdméa. Ryhméaa F := (z; : i € I) kutsutaan
vapaaksi luokassa G jos jokainen virittajikuvaus z; +— a; laajenee ryhma-
homomorfismiksi i — G . Toisinaan ryhmééd F kutsutaan myos joukon
{z; : i € I} vapaasti virittdmaéksi. Indeksijoukon I mahtavuutta kutsutaan
vapaan ryhmén rankiksi. Rankki voi olla déarellinen tai &areton.

Intuitiivisesti ajatellen vapaa ryhmaé on siis sellainen ryhmé, jossa ei ole
yvhtédan relaatioita virittdjien vélilla. Koska jos, sanokaamme x;29 = 1 ryh-
méssd F, voi olla, ettd kuvaus x; — a; ei ole homomorfismi, jos ryhméssa G
aias # 1.

Kaikki ryhmaéluokat eivét sisdlla vapaata ryhmééa. Kaikkien ryhmien luok-
ka sisaltdd vapaan ryhmén, jota kasittelemme myohemmin téalla kurssilla.
Myos Abelin ryhmét siséltédviat vapaan ryhmén. Abelin ryhmissd yleensa
kiytetadn additiivista merkintdtapaa. Siksi yleensd merkitsemme &déreton-
td syklistd ryhméad nimella Z, emmekd C.. Edella kisitellyt suorat tulot
ymmarretaan talla merkintatavalla suoriksi summiksi. Huomaa, etté additii-
visessa merkinnédssd ¢" on muodossa ng, ja jokaista suoran summan alkiot
merkitddn a = Y ngay, eikd (ay?, ..., a"%).

Lemma 4.6. Olkoon G Abelin ryhmd. Oletamme, etti tekijairyhmda G/N
hajoaa ddarettomien syklisten ryhmien suoraksi summaksi

G/N = P (AN,

el
A; = (a;+ N). Silloin G on aliryhmiensi N ja A = (a; : i € I) suora summa.

Todistus. Ensiksikin huomaamme, ettd G = N + A. Oletetaan ristiriitaa
varten, ettd A[)V:ssa on epétriviaali alkio a. Talléin a = ) nga,, , koska
tdma alkio kuuluu A:n. Kun siirrytdén tekijaryhméan G /N saadaan

N:a+N:Z(nkaik+N),
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(koska @ € N) ja nyt seuraa suoran summan mééritelmésté, etta nya; +N =
N kaikilla k. Koska A;, /N on &éreton syklinen ryhmé, téstd seuraa, ettd
jokainen nj; = 0, mutta silloin @ = 0, mika on vaadittu ristiriita. O

Lause 4.7. Abelin ryhmien luokassa vapaat ryhmdt ovat tdsmdlleen ddretto-
mien syklisten ryhmien suoria summia.

Todistus. Olkoon G = @, ,(z;) dérettémien syklisten ryhmien (z;) suora
summa, ja olkoon A miké tahansa ryhmaé, jonka virittdjat ovat a;,i € I. Nyt
voimme luonnollisella tavalla laajentaa virittdjakuvauksen x; — a; ryhmée-
pimorfismiksi ) | ngx;, — Y nga;, . Olemme siis todistaneet, ettd G on vapaa
Abelin ryhmé, jonka rankki on dédrettomien syklisten ryhmien mé&ara.
Olkoon G nyt vapaa Abelin ryhmé ja {x; : i € I} vapaa virittdja-
joukko télle ryhmalle. Vapaan ryhmén méaritelmédn mukaan, on olemas-
sa epimorfismi 7 ryhmaéastd F darettomien syklisten ryhmien suoraan sum-
maan A = @,.,(a;), joka laajentaa virittdjikuvauksen z; — a; ryhmée-
pimorfismiksi. Ensimmaéisen isomorfialauseen perusteella F'//N = A, jossa
N = Ker(7), joten tekijaryhmé F/N hajoaa (i.e. on siséisesti isomorfinen)
adrettomien syklisten ryhmien (x; + N),i € I suoraksi summaksi. Edellisen
lemman perusteella ' = N @ B, jossa B = (z; : i € I). Kuitenkin aliryhmé
B on saman joukon {z; : i € I} virittdmé& kuin F, joten homomorfismin 7
ytimen N pitda olla nolla, joten homomorfismi 7 olikin isomorfismi. O]

Tamé todistus my0s osoittaa, ettd vapaan Abelin ryhmén rankki ei riipu
ryhmén kannasta. Ryhmén rankki riippuu vain siitd, miten monen aéretto-
mén syklisen ryhmén suora summa vapaa Abelin ryhmé on.

4.4 Adsrellisesti viritetyt Abelin ryhmit

Lause 4.8 (Abelin ryhmien peruslause). Olkoon F, wvapaa Abelin ryhmd,
jonka rankki n on ddrellinen, ja olkoon 0 # A < F,. Silloin A on vapaa, ja
ryhmilla A ja F, on kannat {a,...,ar} ja {f1,..., fn}, joilla on seuraavat
ominaisuudet: k < n, a; = m, f; kaitkille 1 <1 < k ja m; jakaa m;y1:n, kun
1<i<k-1.

Todistus. Todistus on induktio ryhmén F;, rankin suhteen. Jos n = 1, on
ryhmaé syklinen ja isomorfinen Z:n kanssa, joten véite on tosi. Olkoon n > 1.
Oletetaan nyt, ettd viite on totta vapaille Abelin ryhmille, joiden rankki on
n—1.

Huomaamme ensin, ettd jos {xi,...,x,} on mikd tahansa ryhmén F,
(jarjestetty) kanta, ja a miké tahansa F),:n alkio, silloin on olemassa yksiké-
sitteinen kokonaislukujen &nnakko (¢, ..., %,), joka maarittaa

a =121+ -+ tpn,
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tdmén kannan suhteen.

Valitaan nyt joku kanta ja a; € A, siten ettd, tdmén kannan d&nnakon
ensimmainen kerroin on positiivinen ja pienin mahdollinen, kutsutaan téta
nimelld my. Merkitaén tatd uutta kantaa {by,...,b,}, joten

ay = mlbl + tzbg +---+ tnbn

Haluamme todistaa, ettd m, jakaa kaikki kertoimet ¢;. Jakoyhtdlon pe-
rusteella, voimme kirjoittaa t; = ¢;my + r;, (0 < r; < my). Maéaritelladn uusi
kanta

{fi =b1+ qaba+ -+ @ubn, bay ..., by} (1)
Téaméan kannan suhteen a; = mq f1 +roby+- - - +1,b,. Koska olimme valinneet
my:n minimaaliseksi, jokainen r; = 0. Niinpa a; = mq f;.

Kirjoitetaan B = A() F,_1, jossa F,_1 = (bs,...,b,). Aiomme todistaa,
ettd A on aliryhmiensé (a;) ja B:n suora summa. Koska (a1) (| B = 0, riittaa
todistaa, ettd A = a; + B. Jos a = mf; +b € A missad b € F,_; ja taas
jakoyhtdkon perusteella m = gmy + 7, (0 < r < m;) . Tarkastelemme alkiota
a—qay =mfi+b—qar = (gmi+7r)fi +b—qlmifi) =rfi+b€ A joten
sillé on esitys kannassa (1). Jakoyhtékon perusteella kanta-alkion f; kerroin
on r < my, joten r = 0. Tésté seuraa, ettd b =a — qa; € A ja b € B. Koska
a oli mielivaltainen A:n alkio, saamme

A= (ay) ® B.

Induktiivisen hypoteesin perusteella aliryhmélld B ja ryhmalla F,,_; on
kannat {as,...ax} ja {fo,..., fu}, missd k < n, a; = m;f;, (2 < i < k) ja
m; | m;yq kaikille 2 < i < k. Luonnollisesti joukot {ay,...,a,}ja{f1,..., fu}
ovat kannat ryhmille A ja F),. Jotta ndmé kannat toteuttavat halutut omi-
naisuudet, riittdé todistaa, ettd my | mo.

Olkoon my = gmy + 7, 0 < r < my. Jos kirjoitamme alkion as —a; € A
uuden kannan {Gfs — f1, fo, ..., fn} mukaisesti, saamme

ag —ay = mi(qfa — f1) + 7 fa.

Koska fo:n kerroin on 7 < my, voimme paételld, kuten aina ennenkin, etta
7 =0, joten m; | my, kuten vaadittua. ]

Lause 4.9. Jokainen ddrellisesti viritetty Abelin ryhmd on syklisten aliryh-
mien suora summa. Bli se voidaan kirjoittaa muotoon

A=Con, PBC. P - PC.. PzPzH--- Pz

jossa 1 < my | mg | mg | -+ | mg # 0. Hajotelmassa m;:t on mddritelty
yksikdsitteisesti, kuten myos ddrettomien syklisten ryhmien Z. mddrd, jota
kutsutaan ddrettomdan Abelin ryhmdn torsio-vapaaksi rankiksi..
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Todistus. Olkoon G &érellisesti viritetty Abelin ryhmé, jonka virittdd n al-
kiota. Silloin G on isomorfinen jonkun vapaan ryhméan F, tekijaryhmén
F, /A kanssa. Edellisen lauseen perusteella, ryhmét F), ja A sisdltdvit kan-
nat fi,..., fn ja aq,...,ag, jolle patee a; = m;f; kaikille 1 < i < k. Koska
G = F, /A, lauseen todistukseen riittaé osoittaa, ettd F),/A on syklisten ali-
ryhmiensé < f; + A > suora summa.

Ensiksikin, on selvid, ettd F, /A on aliryhmien < f;+ A > virittdma. Seu-
raavaksi oletamme, ettd nolla-alkio tekijaryhméssia F,,/A voidaan kirjoittaa
muotoon A = Iy fi+- - -+, f,+A. Tasté seuraa, ettd [ f1+---+1,f, = a € A.
Kun kirjoitamme alkion a ylldolevan A:n kannan mukaan ja kidytdmme yh-
taloa a; = m, f;, voimme kirjoittaa seuraavat yhtalot

LWfi+ 4 lfo =501+ +spap = symif1 + -+ spgmy .

Koska jokainen alkio voidaan esittdéd yksikésitteisesti vapaitten generaatto-
rien f; avulla, saamme, ettd [; = s;m; (1 <i<k),[; =0,k <j<n.

Tamé kuitenkin tarkoittaa, ettd kaikki alkiot [;f; kuuluvat A:n, eli
l;fi+A = A. Tama antaa vaaditun yksikésitteisyyden nolla-alkion esitykselle
aliryhméan < f; + A > alkioitten summana. [

Esimerkki 4.10. Kuinka monta Abelin ryhmé& on, joiden kertaluku on
243 = 3°?7 Abelin ryhmien peruslauseen nojalla, kukin téllainen ryhmi A =
Co, B PCyy,, missi dy | dy | -+ | dg ja didy. .. ds, = 3°. Vaihtoehdot ovat

CsEP P s P s P cs
;PP s
Cs P P Co

Ryhmi4 on siis tasmaélleen yhté paljon kuin luvun 5 osituksia.
Tehtdva 26. 1. Luokittele Abelin ryhmét, joiden koko on 60.
2. Kuinka monta Abelin ryhméé on, joiden koko on 1777

3. Kuinka monta Abelin ryhméé on, joiden koko on 2197
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4.5 Vapaitten Abelin ryhmien aliryhméat

Adrettomalld sykliselld ryhmélld Z on vain yksi aliryhmé kutakin dérellisté
indeksié n, eli tietysti nZ. Kuinka monta aliryhmé# on Z?:ssa? Luokittelu ei
ddrettomien ryhmien tapauksessa ole jarkevii, tai mahdollista. Adrellisesti
viritetyissd ryhmissd voimme kuitenkin laskea aliryhmien mé#ran indeksin
mukaan.

Maaritelma 4.11. Maaritelldén funktio a,(G) kirjoittamaan muistiin nii-
den aliryhmien mééra, joiden indeksi on tdsmaélleen n.

Esimerkki 4.12. Ylldolevan nojalla a,,(Z) = 1 kaikille n > 1, koska jokaista
indeksia kohden on tdsmalleen yksi aliryhma.

Tarkastelemme Z P Z:m aliryhmid. Kuinka monta niitd on kutakin in-
deksia n? Ensimméinen epétriviaalitapaus on indeksi 2. Ainakin 2Z P Z ja
Z P 27 ovat kumpainenkin indeksiltdan kaksi. Onko muita? Itseasiassa on
viela kolmas aliryhmé, jonka indeksi on kaksi. Huomaa nimittéin, etté suo-
ran summan (tai tulon) kaikki aliryhmét eiviit ole yksinkertaisesti pelkés-
tddn jommankumman komponentin aliryhmid. Muistamme, etté esimerkissa
Cs x Cy loysimme yhteenséd kolme aliryhméa, jotka olivat indeksiltdén kaksi
ja isomorfisia Cy:n kanssa, eli (1,0),(0,1),(1,1) generoimat aliryhmét. Vain
kaksi ensimméista saadan suoraan komponenttien aliryhména. Tarvitsemme
jareampia tyckaluja.

Ensiksikin olemme todistaneet Lauseessa 4.8, etté jos A on vapaan Abelin
ryhmén Fj aliryhmé, on A:n kanta on rankiltaan pienempi tai yhtdsuuri
kuin k. Eli téassa tapauksessa Z € Z:n aliryhmén virittda korkeintaan kaksi
alkiota. Koska tarkastelemme aliryhmié, joiden indeksi on &irellinen luku
n, huomaamme, ettd yhden alkion virittama aliryhméa ei kelpaa, silld sen
tekijairyhmé on &éretén, Z @ Z/mZ ja néin ollen myos indeksi on déreton.
Adsrellistd indeksid olevan aliryhmén tulee siis kahden alkion virittama.

Voimme esittda tdméan kannan 2 X 2-matriisin lineaarisesti riippumattomi-
na riveind (ajattele taas vektoriavaruuksia ja aliavaruuksia), joten ongelma
kutistuu matriisien laskemiseen joukossa Mjy(Z). On toisaalta mahdollista,
ettd kaksi matriisia M ja N virittavat saman aliryhmén, mutta eri kannas-
sa. Tama tapahtuu tésmélleen silloin kun voimme riviredusoita (vastaa kan-
nan vaihtoa) kummankin matriisin samaksi yldkolmiomatriisiksi. Huomaa,
ettd riviredusoinnissa Z:n yli saa kertoa matriisin rivin vain £1:114 (tdmé on
edelleen kanta), vaihtaa rivien jérjestystd (uudelleenjérjestdd kannan) ja li-
sitd kokonaisluku-kertaa rivin toiseen riviin (osoita, ettd tamékin on kanta).
Kaikki namé operaatiot pitdvit matriisin determinantin vakiona, ja matrii-
sin determinantti maéraa tasmaéalleen aliryhmén indeksin. Nailla operaatioilla
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(erityisesti jakoyhtélod kiyttamalld), kukin matriisi saadaan ylidkolmiomuo-

toon
mi1 Mi2
( O 2o > ’

missd 0 < mys < masy. Joten téllaiset yldkolmiomatriisit siis esittavat kun-
kin aliryhméan yksikésitteisesti. Téallaisen matriisin determinantti on tie-
tysti myimeoo, joten indeksid kaksi olevat aliryhmét ovat sellaisia, joissa
miimes = 2. Jos valitsemme mq1 = 1, niin moy = 2, mikd jattaéd alkiolle
myo kaksi vaihtoehtoa. Jos my; = 2 ja mgy = 1, on myo = 0, joten on vain

yksi vaihtoehto. Yhteensa on kolme vaihtoehtoa.
Yleisemmin saamme kertoimeksi a,(n) = o(n).

Maaritelma 4.13. Olkoon n luonnollinen luku. Maérittelemme funktion
o(n) laskemaan niiden luonnollisten lukujen summan, jotka jakavat luvun n.
Esimerkiksi o(p) = p + 1 kaikille alkuluvuille p ja o(p™) =1+p+--- +p".
Toisaalta 0(6) =1+ 2+ 3+ 6 = 10.

Tehtédva 27. Osoita, ettd o on multiplikatiivinen, eli jos (n,m) = 1, silloin
o(nm) = o(n)o(m).

Tehtava 28. Numeroimalla sopivat kaksi kertaa kaksi ylakolmiomatriisit, to-
dista, ettd ryhmélle Z @ Z, funktio a,(n) = o(n). Helpointa on varmastikin
lahted pienisté erikoistapauksista liikkeelle.

4.5.1 Esseen aihe

Jos haluamme laskea aliryhmié yleisemmin Z%:ssé, on hyddyllistd médritelld
generoiva funktio

Cza(s) = Z anpn”?,
n=1

missd kertoimet a, ovat kuten madritelméssa 4.11, ja s € C. Taéma voidaan
aluksi mieltdd formaalina summana, mutta itseasiassa Abelin ryhmille td&mé&
funktio suppenee aina kun R(s) > d.

Esimerkki 4.14. Laskujemme nojalla

Gals) =) 0™ = ((s),

joka on siis Riemannin zeeta-funktio. Toisaalta

G(s) = 3 o(m)n ™ = C(s)C(s — 1),

n=1
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Todista, etta

Cza(s) = C(s)C(s = 1) ... C(s = (d = 1)).

Télle tulokselle on ainakin viisi todistusta. Osoita myds, ettd talla funktiol-
la on Eulerin tulo, sekd ryhméteoreettisesti, ettd lukuteoreettisesti. Maa-
rittele aliryhméin kasvu ja sen indeksi. Lahteeksi sopii esim. du Sautoy,
The quest for order vs flight from ennui. Artikkelin 16ytaéd verkosta sivul-
ta www.maths.ox.ac.uk/ dusautoy/newright.htm valikosta Preprints.
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