Lause 6.24 (Liebeck, O’Brien, Shalev, Tiep, 2008). Jokaisen epikommuta-
tirvisen dadrellisen yksinkertaisen ryhmdan jokainen alkio on vaihdannaistaja.

Yksinkertaisten &irellisten ryhmien luokittelu (Classification of finite
simple groups CFSG) on nykyéén térkeé tyokalu matemaatikoille. Jos haluaa
todistaa jonkun viitteen ryhmaéteoriasta, usein jossain vaiheessa todistusta
pitda kayda lapi, onko lause totta yksinkertaisille dédrellisille ryhmille.

6.4 Ryhmat, joiden kertaluku on pienempi kuin 60

Téssé kappaleessa osoitamme, ettd ryhmét, joiden kertaluku on aidosti pie-
nempi kuin 60, eivét voi olla yksinkertaisia, elleivit ne ole Abelin ryhmié.
Téasté lahtien sovimme, ettd yksinkertaisuus tarkoittaa sitd, ettd ryhmé on
ei-Abelin ryhmaé ja yksinkertainen.

Tarvitsemme muutaman lemman.

Lemma 6.25. Jos |G| = p", silloin G ei ole yksinkertainen.

Todistus. Todistimme rata-vakauttajalauseen avulla, ettd Z(G) # 1 kaikille
p-ryhmille, ja lisiksi olemme todistaneet, ettd Z(G) <G, kaikille ryhmilld G.
Nain ollen G sisaltda epatriviaalin normaalin aliryhmén. O]

Lemma 6.26. Jos ryhmdn kertaluku on pq, missia p ja q ovat erisuuria
alkulukuja, silloin ryhmd ev ole yksinkertainen.

Todistus. Voimme olettaa yleisyyttd menettdmaétta, ettd p > ¢, silloinn, =1
mod p ja n, | ¢. Tamé pakottaa n, = 1 ja siksi Sylowin p-aliryhmé on
normaali. O]

Lemma 6.27. Olkoon |G| = pr, missi p on alkuluku ja p > r # 1. Silloin
G ei ole yksinkertainen.

Todistus. Sylowin lauseen perusteella n, =1 mod p ja n, | r, joten n, = 1,
ja Sylowin p-aliryhmé& on normaali. O

Kirjoittakaamme my6s Poincaren lause meille hyddyllisemmésséd muodos-
sa.

Lemma 6.28. Jos G on yksinkertainen ryhma, ja H < G, silloin

G| ]G H]\.
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Niilla konstein pddsemme eroon jo ryhmistd, joiden kertaluku on joku
alkuluvun potenssi, kahden alkuluvun tulo tai muotoa pr.

Mika tarkoittaa sitd, ettd luvuista

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,
29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52,53,
54,55,56,57,58,59

Jaljelle jagavat

12,18,24,30,36,40,45,48,50,54,56.

Niistd 18 = 2-32, 50 = 2- 5% ja 54 = 2 - 32, joten kaikissa tapauksissa on
Sylowin p-aliryhmaé, jonka indeksi on kaksi, joten sen on pakko olla normaali.
Jaljelle jaavét:

12,24,30,36,40,45,48,56.

Sylowin lauseen perusteella padsemme eroon ryhmisté, joiden kertaluvut
ovat 40 ja 45. Naissd kummassakin Sylowin 5-aliryhmien méaéra on viisi, silla
ns =1 mod 5 ja ns | 8,9, mikd pakottaa ns = 1 kummassakin tapauksessa.

Jaljella ovat

12,24,30,36,48,56.

Nyt kiytamme Poincaren argumenttia ryhmiin, joiden kertaluku on
12,2448 tai 36. Oletetaan, ettd ndma ovat yksinkertaisia. Ensimméiset kol-
me sisdltavit Sylowin 2-aliryhmén, jonka indeksi on kolme. Yksinkertaisuu-
den perusteella |G| | 3!, mutta tdmé ei tietysti ole totta millekdén luvuista
12,24,48.

Jos |G| = 36, sisdltdd ryhmé Sylowin 3-aliryhmén, jonka indeksi on 4,
mutta 36 t 4! = 16.

Viimeiset kaksi kertalukua, 30 ja 56 vaativat erillisen argumentin.

Jos 30 alkion ryhmé on yksinkertainen, sisiltéa se 6 Sylowin 5-aliryhmééa
ja néin ollen siiné olisi 24 alkiota, joiden kertaluku on 5. Yksinkertaisuus
pakottaa sen sisdltdmaéadn myos 10 Sylowin 3-aliryhmaéé, joten kertalukua 3
olevien alkioitten maara on 20. Mutta nyt meilla on jo 44 alkiota ja ryhmén
kertaluku on 30. Tamé on selvisti mahdoton yhtalo.

Jos kertaluku on 56 ja ryhmé on yksinkertainen, sisiltdd se 8 Sylowin
7T-aliryvhmé&a. Naissd on yhteensa 48 alkiota, joiden kertaluku on 7. Loppu-
jen 56-48=8 alkion tulee siis muodostaa ryhmén ainoa Sylowin 2-aliryhmé&
(téllainen on olemassa Sylowin lauseen perusteella), miké ainoana olisi véiis-
taméattd normaali. Ristiriita.

Tehtava 48. Esseen aiheena voi jatkaa tésté ja miettid, miksi ei ole yhtéaan
yksinkertaista ryhméé, jonka kertaluku on 60 < |G| < 168.
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7 Ryhmalaajennukset: puolisuorat tulot ja
koynnostulot

Yksinkertaisista ryhmistd puhuessa todistettiin Jordan-Holderin lauseen, jo-
ta asetti yksinkertaiset ryhmaét tarkeddn asemaan déarellisten ryhmien raken-
nuspalikoina. Toisaalta ensimmaéisessa luvussa tarkasteltiin ryhmié, joiden
kertaluku on 2" ja todettiin, ettd naitten lukuméara kasvaa todella nopeasti
n:n kasvaessa. On selvid, ettd jokaisen ryhmén, jonka koko on 2" komposi-
tiojono sisdltad tekijaryhmind pelkistdan ryhmia C5 ja on néin ollen myos
ratkeava. Kahden alkion syklinen ryhmé on tietysti yksinkertaisesta ryhmisté
yksinkertaisin, ja silti siitd voidaan koota suuri maara monimutkaisia ryhmié.
On olemassa siis monta eri tapaa koota kahdesta ryhmésta kolmas. Tassé lu-
vussa tutustumme kahteen uuteen tapaan rakentaa uusia ryhmié vanhoista.

Abelin ryhmien kappaleessa tutuistuimme (ulkoisen) suoran tulon késit-
teeseen. Olkoot G, ...,G, ryhmid. Muodostamme karteesisen tulon G :=
G x Gy x --- x G, ja télle joukolle maarittelemme kaksipaikkaisen operaa-
tion yksinkertaisesti (g1, ..., gn)(h1,. .., hn) = (g1h1, - ., gnhy), €li jokaisessa
komponentissa ¢ tulo noudattaa ryhmén G; tuloa.

Esimerkki 7.1. Otetaan C3 ja Cy kaksi syklistd ryhméé. Niiden suora tulo
on ryhma C3 x Cy = C.

Tamé esimerkin taustalla on se, ettd kahden joukon Cj5 ja (5 kar-
teesiselle tulolle, voidaan antaa ryhmérakenne. Toisaalta samaisten kah-
den joukon karteesiselle tulolle voidaan antaa toinenkin ryhmé rakenne,
eli tietysti S3. Tarkastellaan tatéd alkioitten tasolla. Merkitddn Ch:n al-
kioita 1,a ja Csm alkioita 1,b,b%. Silloin karteesisen tulon alkiot ovat
(1,1),(b,1), (b*, 1), (1,a), (b,b), (b*, a). Jos miéirittelemme kertolaskun kom-
ponenttien mukaan, saamme vain suoran tulon, mutta voimme maéaaritella
kertolaskuun myo6s pienen kierron. Unohdetaan siis merkinnasté sulut ja pil-
kut. Tavoitteena on kertoa esim. b%a * ba = b%*a * aa"'ba = b*a~'ba. Jos
tamaé ei olisi ulkoinen konstruktio, tietdisimme, miten konjugoida alkiota b
alkiolla a. Nyt emme tiedé, miké itseasiassa antaa meille vapauden paattaa
itse, minne konjugaatio lahettdd tdméan alkion. Voimme siis méaritella a:n
tuottamaan tietyn C3:n automorfismin. Jos méarittelemme automorfismik-
si identiteetin, saamme suoran tulon. Jos taas méaritimme automorfismiksi
1+ 1,b b, b* — b, saamme uuden ryhmirakenteen, joka tuottaa seuraa-
van kertolaskutaulukon 9.

Kuten jo kurssin alussa totesimme, kuuden alkion joukolla on tdsmélleen
kaksi ryhméarakennetta. Téssé esimerkissa laajennettiin ryhméd Cs ryhmal-
14 C5, saatiin kaksi eri ryhmérakennetta, nimittdin Cy x C5 ja Ss. Jalkim-
méinen voidaan ylldolevan konstruktion perusteella esittda rakenteella, jota
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Taulukko 9: Kuuden alkion epdkommutatiivinen ryhma

* 1 a b ab b ab?
1 1 a b ab b ab?
a a 1 ab b ab®> b?
b

v 1

kutsutaan puolisuoraksi tuloksi. Tama ei ole ihan vieras késite. Huomaamme
jatkossa, ettd kaikki diedriryhmét Ds, ovat puolisuoria tuloja.

7.1 Puolisuorat tulot

Maaritelma 7.2. Ryhmaa G kutsutaan ryhmén K laajennukseksi ryhmallé
H, jos
K<aGjaG/K=H.

Ryhmain laajennus ei ole yksikésitteinen, kuten jo ylla olevasta esimer-
kistd huomasimme. Huomaa, ettd ryhmén laajennuksissa H:n ei vilttaméatta
tarvitse olla G:n aliryhma.

Voimme merkita tillaista laajennusta kétevasti lyhyella eksaktilla jonolla

1 K—-G—H—1.

Seuraava konsruktio yleistdd suoraa tuloa ja sitd kutsutaan ryhmien K
ja H puolisuoraksi tuloksi, silla se joukkojen K ja H karteesinen tulo.

Olkoot K ja H ryhmii, ja olkoon ¢ : H — Aut(K) homomorfismi.
Muotostamme joukon K x, H = {(k,h) : k € K,h € H} ja méédrittelemme
kahden alkion kertolaskun téssi ryhméssé (ki, hi)(ko, ho) = (kik$ (h1), hihs).
Erona suoraan tuloon on se, ettd ennen kertolaskua K':ssa, alkio ks kuvataan
joksikin toiseksi alkioksi automorfismilla ¢(hy).

Huomautus 7.3. Puolisuoraa tuloa maéaritellessé pitdd aina sopia homo-
morfismi ¢ : G — Aut(K), ja on hyvéiksi merkitd tdmé myos puolisuoran
tulon merkkiin.

Viimeksi osoitimme, ettd G = K x4, H on ryhmaé. Liitdnnaisyys on han-
kalin, mutta kylla sekin karsivallisyydella menee. Jos et ollut luennolla, tee
taméa harjoitustehtavana.
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Tehtava 49. Osoita , ettd aliryhmé K; = {(k,1) : k € K} on G:n normaali
aliryhmé, joka on isomorfinen K:n kanssa. Osoita myds, ettd Hy; = {(1,h) :
h € H} on isomorfinen H:n kanssa. Ja lopulta my0s, ettd K x4y H = K x H
jos ja vain jos h¢ = 1 kaikille h € H.

Yll& oleva konstruktio on ulkoiselle puolisuoralle tulolle. Sisédinen versio
tastd saadaan seuraavasti. Jos on niin, ettd K <{G ja H < GG sekd G = HK ja
HO K =1, kutsumme H:ta K:n komplementiksi G:ssi. Téssé tapauksessa
voimme kayttdad merkintda

G =K x H,

ja sanoa, ettd laajennus halkeaa. Huomaa, ettd pikkukolmion karki osoittaa
normaaliin aliryhmaén péin. Halkeavassa laajennuksessa, voimme Kkirjoittaa
jokaisen G'n alkion yksikasitteisesti hk, jossa h € H ja k € K. Tamai, silla
hlkl = hgkg johtaa siihen, etta h;lhl = kgkl_l = Hﬂ K =1

Esimerkki 7.4. Diedriryhmé D,,, = C), x4 Cs, missé Cy =<t > ja t indusoi
kuvauksen, joka kuvaa jokaisen a :n sen kddnteisalkioon ryhméssa C' : n
Voimme yleistdd taméan konstruktion tapaukseen, jossa C' : n on déreton
syklinen ryhma. Diedriryhmé D, = Z x4 C, missa Cy =<t > ja edelleen ¢
indusoi kuvauksen, joka kuvaa jokaisen a:n sen kadnteisalkioon ryhmassa Z.

Esimerkki 7.5. Tarkastellaan puolisuoraa tuloa A5 xCsy. Maéritelladn ensik-
si ryhmén Aj automorfismit. Kaikki sen automorfismit ovat sisdisid automor-
fismeja, joten ryhmé C5 indusoi sisdautomorfismin, ja toimii siis normaalisti
konjugoimalla. Voimme valita alkioksi ¢ € (5, minké tahansa involuution, eli
kakkosyklin, esimerkiksi (12). Koska puolisuorassa tulossa A;Cy = G ja tie-
damme, etté viitossykli ja kakkossykli generoivat ryhmén S5 on puolisuoran
tulon pakko olla isomorfinen ryhmén S5 kanssa.

7.2 Tapettikuviot

Kun miké tahansa kaksiulotteinen taso on jaettu osiin tai koristeltu, voidaan
sille antaa symmetriaryhmé. Usein symmetriaryhmé on vain triviaaliryhma,
mutta esimerkiksi tiiliseindn ryhmaé ei ole triviaali, jos tiiliseind on muurattu
jonkun sddnnollisen jarjestelméan mukaan. Tiiliseindn symmetriaryhma riip-
puu siitd, minkd muotoisia tiilet ovat, kuten myos siitéd, miten ne on aseteltu
limitt&in.

Voimme ryhméteorian avulla luokitella kaikki mahdolliset kaksiulotteiset
tapettikuviot. Jotta késite olisi jarkeva ryhméteoreettisesti oletamme aina,
ettd peitdmme tapettikuviolla ddrettoméan tason.

Maaritelladn ensin ryhméteoreettisia perusteita.
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Mairitelméa 7.6. Tason R? isometria on surjektiivinen kuvaus 7 : R? —
R2, joka sailyttad etiisyydet.

Esimerkkeja isometrioista ovat kierrot, siirrot, peilaukset seké liukupei-
laukset.

Siirto ja kierto sailyttavéit orientaation, peilaukset ja liukupeilaukset
kiddntavat sen.

Propositio 7.7. Jokainen R?:n aito (suunnat sdilyttivi) isometria on joko
kierto tai siirto. Jokainen epdaito isometria (eli suunnat kadntivi) on joko
peilaus tai hukupetlaus.

Tason R? kaikki isometriat muodostavat ryhmén. Voidaan ajatella naité
tiettyna 2 x 2-matriisien ryhména. Kuvan perusteella kahden aidon tai epéa-
aidon isometrian tulo on aina aito isometria, kun taas aito ja epaaito ovat
tulona epaaito.

Tapettikuvion perusajatus on, ettéd siind on joku kuvion perusyksikko,
joka toistuu jaksottain ja aadrettomésti kahdessa dimensiossa, kahden ei-
paralleelin akselin suuntaisesti. Oletamme, ettd tdmé peruskuvion toisto
tayttaa koko tason. Tamaé jaksoittainen, mutta epédjatkuva toistuminen tar-
koittaa siti, ettd kisittelemme R%m diskreetteji isometrioita.

Misritelma 7.8. R%:n isometriaryhmé G on diskreetti jos ja vain jos, jo-
kaista pistettd p € R? kohden on olemassa ympyra Y, jonka keskipiste on p
ja jokainen g € G joko kiinnittaa pisteen p tai siirtdéd sen pisteeseen gp, joka
on taman ympyréan Y, ulkopuolella.

Tapettikuvioryhmaé on erés diskreettin ryhméan muoto. Téssé tapauksessa
tasosymmetria ryhma.

Mairitelma 7.9. Tasosymmetriaryhmé on R%:m isometria ryhmén diskreet-
ti aliryhma, joka siséltda siirrot s, ¢ kahteen ei-paralleeliin suuntaan.

Olkoon G on tillainen ryhmé, ja olkoon p € R2. Silloin kun kiytimme
isometrioita st/ missi i, j € Z pisteeseen p, saamme tulokseksi ddrettoméin
hilan.

Jos valitsemme s, ¢:n pienimmiksi mahdollisiksi siirroiksi, tieddmme, et-
ti jokainen siirto on muotoa st/. Ja niiden ’vektorien’ viliin jadvid aluet-
ta kutsutaan hilan perusalueeksi (fundamental domain). Joka tapauksessa,
siirtojen ryhmé vaatii vain kaksi virittdjii ja se on isomorfinen ryhmén Z2
kanssa, koska siirrot ovat luonnollisesti vaihdannaisia.

Tehtava 50. Ylldolevan maaritelméan nojalla yksinkertaisin tasosymmetria-
ryhmi on Z2. Kuviossa ei siis ole ollenkaan kiertosymmetriaa. Etsi tillainen
jostain ympéristostési ja piirré tai ota siitéa kuva digi/kidnnykkékameralla, jos
omistat sellaisen.
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On kuitenkin olemassa myo0s tapettikuvioita, joissa on jonkunlaista
kierto- tai peilisymmetriaa.

Tarkastellaan siis seuraavaksi mahdollisia kiertoja. Oletetaan, ettd ¢ on
pienin siirto ja r kierto, jonka kulma on pienin mahdollinen 6 = 27”

Valitaan kolme pistetta ¢, ¢, ¢] niin, etté t siirtdd co:n c;:een, ja r siirtdé
pisteen ¢; pisteeseen ;. Nyt alkio ¢ = rtr—!, joka kuuluu ryhméén G, on
siirto, joka siirtdd pisteen cy pisteeseen c). Ja sitten alkio t't~! on siirto,
joka siirtda c;:n pisteeseen ¢}. Koska ¢ oli valittu pienimmaéksi mahdolliseksi,
nidemme, ettd etdisyys cic¢] ei voi olla lyhyempi kuin coc;. Témé tarkoittaa
sitd, ettd kulma ¢} on ainakin /3. Tésta seuraa, etta 27” > %, jotenn < 6.

Tehtavi 51. Osoita, ettd n = 5 ei myoskdén toimi.

Lause 7.10. Olkoon G tasosymmetriaryhmd. Silloin sithen kuuluvat kierrot
ovat kertalukua 1,2,3,4 tai 6.

Seuraavaksi tarkastelemme, minkilaisia hiloja tasosymmetriaryhmé voi
tuottaa. Tavoitteena on todistaa, ettd niittd on viitta eri perustyyppia.

Unohdetaan siirrot hetkeksi, ja tarkastellaan kiertojen tuottamaa hilaa.
Jokaisella hilalla on luonnollinen kiertosymmetria kulman 7 ympéri (jompi-
kumpi hilan luonnollinen akseli).

Tarkastellaan nyt kiertoa, jonka kertaluku on 3. On olemassa kaksi eri
tapausta riippuen siité, onko kierron keskipiste hilan piste vai ei. Itseasiassa
kumpikin néista tapauksesti antaa identtisen hilan, joka koostuu tasasivuisis-
ta kolmioista. Téllaisessa hilassa on myos kertalukua 6 oleva kierto jokaisen
hilan pisteen ympéri. Téallaista hilaa kutsutaan heksagonaaliseksi hilaksi.

Jos taas kierron kertaluku on 4, edelleen kierron keskipiste on joko hilan
piste tai ei. Joka tapauksessa, kumpikin antaa lopulta nelichilan.

Toiseksi tarkastelemme hiloja, joilla on peilisymmetria, jonkun suoran
suhteen. Huomaa, ettd tdma suora ei valttaméatta sisalla yhtdan hilan pistet-
td. Koska peilauksen pitaé toimia yhdessd kiertojen kanssa (déreton kuvia,
joka toistuu), peilisymmetriaa sisaltava hila ei voi olla heksagonaalinen. T4&l-
lainen hila on viistdméttd koottu joko nelikulmioista tai timanteista (tasasi-
vuinen suunnikas). Jos hilassa on liukupeilauksia, on se véistamatté koottu
timanteista, eli on keskitetyn nelikulmiohilan muotoinen.

On siis vain viitta eri hilatyyppié, joiden kuvat voit piirtaé alle.

Jatketaan hilan lokaalia tarkastelua, jonkun pisteen ympéristossa, silla
siirrot jo hallitsemme.

Maaritelma 7.11. Kaksiulotteinen kristallograafinen pisteryhma K on
R2:n sellaisten isometrioitten ryhmé, joka kiinnittdé pisteen p ja kuvaa 2-
dimensioisen hilan, joka sisaltda p:n itseensa.
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Téllaisessa ryhméssé ei voi olla siirtoja tai liukupeilauksia, silla kumpi-
kaan niistd ei kiinnitd mitaén pistettd p. Siispa kaikki K:n alkiot ovat joko
kiertoja tai puolet niistd ovat kiertoja ja puolet ovat peilauksia, joten kos-
ka kiertojen kertaluvut ovat 1,2,3,4,6 on ryhmé K isomorfinen joko C,, tai
Dy,:n kanssa kun n = 1,2, 3,4, 6.

Lopulta osoitamme, ettd tapettiryhmé koostuu seké siirtoryhmaésta, ettéa
pisteryhmésta ja itseasiassa on ndiden kahden puolisuora tulo, eli G = H x K.

Tarkemmin, osoitamme, ettd on olemassa homomorfismi ¢ : G — K ja
Ker¢=H jaG/H =2 K.

Valitaan piste O tasolta R2. Jos p on miki tahansa isometria, joka siirtii
pisteen O pisteeseen a, ja t on siirto, joka siirtdd pisteen a pisteeseen O,
silloin s = t~!p kiinnittdd pisteen O, miki tarkoittaa sitd, ettd s on joko
kierto pisteen O ympéri tai peilaus sellaisen viivan suhteen, joka menee O:n
lapi. Nyt voimme kirjoittaa isometrian p = ts.

Tieddmme, etta siirtoaliryhmé 7" on normaali aliryhma ryhméssa kaikkien
isometrioitten ryhmésséd E. Maaritellaan H = T N G, joka on siirtoaliryhmé
diskreetissd ryhmassa G. Silloin H <1 G.

Oletetaan, ettd g1 = t1s1 ja go = tas9 ovat kaksi ryhmén ¢ alkiota, jossa
t; on siirto ja s; kierto tai peilaus, kuten ylla. A priori, emme oleta, etté
si,t; € G. Nyt

9192 = t181 - tasy = t1 - S1lasy " - S189,
jossa 81t281_1 on siirto ja sise kiinnittdéd pisteen O (koska kumpainenkin, s,
ja so kiinnittaa sen).

Samalla tavalla voimme kirjoittaa alkion

g1 = (t1s1) ™"

muotoon
syt sisy
miss# s on kierto O:m ympiéri, ja s;'t;'s; on siirto.

Muistamme, etté s; oli alunperin alkio ¢! p, mutta nims# operaatiot osoit-
tavat, ettd itseasiassa téllaiset alkiot s; hajotelmissa g; = t;s; muodostavat
ryhmén K, joka kiinnittdé pisteen O.

Néin ollen kuvaus 6 : G — K, joka kuvaa 0(g1) = 6(t151) = s1 on sur-
jektio G:sta ryhmééan K. Sen ydin on Kerf = H. Jos nyt vield annamme H:n
alkioiden toimia pisteeseen O, huomaamme, ettd ndin saamme muodostettua
hilan L.

Oletetaan nimittain, ettd a € L, joten a = tO, jollekin sopivalle t € H.

Olkoon s € K. Silloin on olemassa g € G siten, ettd g = ¢35, jollekin sopivalle
t, € T. Koska

sa = stO =t;'gtO = t;'gtg 9O = t; ' gtg't,50.
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Mutta s kiinnittdd O:n ja gtg~' siirtdé hilan itseensi, joten sa = gtg=1O

on piste hilassa L, joten K = GG/H on pisteryhmé, joka kuvaa hilan, jonka
méaarittavat ryhmé H ja piste O itseensa.

Jotta siis saisimme luokiteltua ryhmét G jotka ovat tapettikuvioryhmié,
pitdd meidédn méaaritelld hila L, piste O ja pisteryhméa K. Téassd emme kay
luokittelua lapi, mutta toteamme, etta yllaolevan proseduurin mukaisesti té-
mé on taysin mahdollista.

Tarkastellaan paria esimerkkia kuvallisesti.

Yksinkertaisin tapettikuvioryhmi on Z2. Sen hila koostuu suunnikkais-
ta, joiden sivujen pituudet ovat erisuuret. Heksagonaalisessa hilalla voi olla
monta symmetriaryhméé, ja ne riippuvat koristeluista.

Yksi tapettikuvioryhmi on Z2 x Cy, jossa Cy toimii Z:ssa kiddntamalla
kunkin alkion. Témé&n ryhmén tapettikuvio on klassinen symmetrinen kéyn-
nos yhteen suuntaan.

Liukupeilaus saadaan vain keskitetyn nelichilan suhteen.

Tehtivi 52. Gradun aihe: Mikil on ryhmén Z? x Oy aliryhmiin kasvu? Miten
karakteroisit aliryhmi#? Vertaa titd aliryhmén kasvu funktiota ryhmén Z2
vastaavaan. Mitd huomaat?

7.3 Lampunvartijan ryhméa ja koynnostulot

Tapettikuvioryhmien luvussa késittelimme puolisuoran tulon késitettd. On
my6s hankalampi ryhmaé, jonka voimme luoda kahden ryhmén tulona. Tamé
on niin kutsuttu koynnéstulo.

Koynnostulo méaritelldén helpoiten ryhmén toimintojen avulla. Olkoot
siis H ja K ryhmié, joista H toimii joukossa |I'| = g ja K joukossa |A| = d.
Haluamme méaritelld ryhmén, joka toimii transitiivisesti joukossa 2 = I'x A.

Maéarittelemme koynnostulon kantaryhmaéksi ryhmaén, joka muodostuu
kuvauksista f : A — H. Ryhméoperaatio on pisteittdinen kertolasku, eli
f1f2(8) = f1(8)52(8). Tamén operaation suhteen F(A, H) = HY. Tami siis
tarkoittaa sité, ettd meilla on H:n kopioita yhteensa d kappaletta, ja ne on
numeroitu A:n alkioilla.

Kantaryhma toimii joukossa €2 seuraavasti

(7,0)f = (vf(5),9).

Kun taas ryhmé K toimii permutoimalla H:n kopiot

(7v,0)k = (v, k).

Maérittelemme ryhmén HurK = B x K = {fk : f € B,k € K}.
Puolisuorassa tulossa K:n toiminta B:sséd on juuri sellainen kuin odotamme,
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eli fikifaky = flfzkl_lkdk% missa

146) = f(ok)

Tutkikaamme pienintd mahdollista esimerkkia CywrCs, jotta saamme jo-
tain jiarked tdhin rakenteeseen. Ensiksikin ryhmén koko on 23, silld kanta-
ryhmé on Cy x (5, jossa Cy toimii vaihtamalla Cy:n kopiot. Ryhmé on siis
(Cqy x Cy) x Cy. Laadimme Cayleyn taulukon téstd ryhméstd. Merkitédén al-
kioita (aa)a, jossa a? = 1.

Taulukko 10: kertolaskutaulu ryhmélle CowrCly

(1)1 | 11 (1a)l (al)l (aa)l (11)a (la)a (al)a (aa)a
(la)l | (1a)1 (11)1 (aa)l (al)l (la)a (11l)a (aa)a (al)a
(al)l
(aa)l
(11)a
(la)a
(al)a
(aa)a

Tehtava 53. Taydenna ylldoleva taulukko ja paadttele, mikd ryhma on ky-
seessa. Luokittelimme viisi kertalukua kahdeksan olevaa ryhméa ensimmaéi-
sessé luvussa.

Tehtavi 54. Kuinka monta alkiota on ryhméssa SswrC3? Osoita, ettéa ryh-
méan S, Sylowin p-aliryhmé on kéynndstulo.

7.4 Lampunvartijan ryhma

Kutsumme koynnostuloa (Z/2Z)wrZ lampunvartijan ryhméksi, ja merkit-
semme sita kirjaimella L. Koynnostulon kantaryhmé B on

P z/2z.
nez

ja tdmén perusteella L/B on isomorfinen ryhmén Z kanssa.
Jos haluamme kuvailla ryhméaé virittdjien ja suhteitten avulla, vakio-
esitys lampunvartijan ryhmaélle annetaan kéynnostulon rakenteen kautta
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{a,t : [t"at™™ t"at™"],m,n € Z). Esitysti voidaan yksinkertaistaa (a,t :
(at™at=™)% n € Z). Naiden lisiksi a? = 1.

Ryhmén nimi tulee ryhmén hyoédyllisestd visualisoinnista. Voimme aja-
tella tdman ryhmén toimivan kumpaankiin suuntaan &arettomaéassa jonossa
katulamppuja ..., 1_o,1_1, 1o, 1, ls, ..., (huomaa, ettd ndmé on indeksoitu ylem-
mén ryhmén alkioilla). Jokainen néistd lampuista voi joko palaa tai olla sam-
mutettu. Lisdksi jonkun lampun, sanokaamme, [;:n alla seisoo lampunvartija.
Ryhmaén virittaja ¢t kehottaa lampunvartijaa kulkemaan seuraavalle lampul-
le (vastaavasti t~! kehottaa lampunvartijaa kulkemaan edelliselle lampulle),
kun taas virittdja a ilmoittaa, ettd lampun [; status muuttuu, eli jos lamppu
palaa, sammutetaan se, ja jos lamppu on sammuksissa, sytytetaéin se.

Lyhyesti, ryhmén alkio siis toimii a&rellisend jonona siirtoja. Lampun
vartija lahtee lampusta [, liikkeelle, kulkee tietyille lampuille, sammuttaa
tai sytyttdd ne, ja pysahtyy lampulle [,,. Taméan perusteella on helpompi
ymmartad virittdjia ja suhteita.

Voimme olettaa, ettd vain adrellinen méara lamppuja on sytytettynéd mi-
né tahansa hetkené, koska minké tahansa L:n alkion toiminta muuttaa kor-
keintaan &darellisen méaardn lamppuja. Tamé ei kuitenkaan estd sitd, etté
rajoittamaton maara lamppuja olisi sytytettyné.

Ryhmén toiminta on tdmén vuoksi samankaltainen/samanlainen Turin-
gin koneen toiminnan kanssa.

Tehtdva 55. Millainen on ryhmé ZwrCs? Miten se eroaa #dédrettomaésta
diedriryhmésté Z x4 Cs, jossa ¢ toimii kéénteisoperaationa.

Lopuksi tutkimme ryhmaa ZwrZ.

Téamén ryhmén alkiot ovat muotoa (f,n), jossa f : Z — Z, n € Z,
joten B = (II,,czZ) kanssa. Tamén alkiot ovat muotoa (f,0). Luonnollisesti
Zwr?Z, = B % 7, jossa Z toimii joukossa B luonnollisesti permutoimalla.
Kertolasku ryhméssé on mééritelty (f,n)(h,m) = (k,n + m), missi k(i) =
f(i)+h(i4n). Konjugointi alkiolla (0, 1) toimii seuraavasti: (f,n)®) = (g,n),
jossa g(i) = f(i+1), joten konjugointi siirtda kuvaa yhden pykéldn eteenpéin.

Tehtava 56. Olkoon

1 ,jos n on parillinen
f(n) = . .
—1 ,jos n on pariton.

Laske (f,0)@b.
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