6 As, alternoiva ryhma ja muita yksinkertaisia
ryhmia

Tutustukaamme ensin ryhméan Ss. Jos kdytamme syklinotaatiota, toteam-
me, ettd se sisiltédéd syklejé, jotka ovat muotoa (12), (123), (1234), (12345),
(12)(34), (123)(45). Kukin syklityyppi méérittad konjugaattiluokan. Jos ra-
joitamme vain parillisiin sykleihin, niin saamme alternoivan ryhmén As

Kuten totesimme edellisessa kappaleessa, ei syklityyppi maarita enda tay-
sin konjugaatioluokkia ryhméssi As. Viitossyklien luokka hajoaa kahteen yh-
tasuureen osaan.

Taulukko 8: Ryhmén As alkiot

Konjugaatioluokka | 1 2 3 4a 4b
edustaja 1 (12)(34) (123) (12345) (13524)
alkion kertaluku 1 2 3 5) 5
konjugaattien méaara | 1 15 20 12 12
keskittajan koko 60 4 3 5 )
Tehtava 36. 1. Kuinka monta nelossyklid on ryhméssa S, enté ryhmés-

s& 5,7

2. Kuinka monta alkiota, jonka syklityyppi on (123)(45) on ryhméssa Ss,
entd ryhmaéssa 5,7

3. Osoita, ettd jos H < .5, joko kaikki H:n alkiot ovat parillisia permu-
taatioita, tai tdsmélleen puolet ovat parillisia ja puolet parittomia.

Miaritelmi 6.1. Adrellistd ryhmés G kutsutaan yksinkertaiseksi, jos sen
ainoat normaalit aliryhmét ovat ryhma itse ja ykkdsalkio.

Esimerkki 6.2. 1. Jokainen syklinen ryhmé C;,, jonka kertaluku on joku
alkuluku p, on yksinkertainen.

2. Ryhmé& A, ei ole yksinkertainen, silla V; <1 Ay.

Pienin epétriviaali esimerkki yksinkertaisesta ryhmaéstd on As. Tamé on
erityisen tiarked myos todistuksessa, ettd viidennen asteen polynomille ei ole
olemassa ratkaisukaavaa. Todistamme hieman laajemmin.

Propositio 6.3. Alternoiwa ryhmd A, on yksinkertainen, kun n > 5.
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Huomautus 6.4. Todistamme my6hemmin, ettd jos G on yksinkertainen
ryhmé ja sen kertaluku on 60, on G = As.

Todistus. Jaamme todistuksen kolmeen osaan.
1. Jos H # 1 ja H <1 A, silloin H sisaltda kolmossyklin.
2. H siséltaa kaikki kolmossyklit.
3. kolmossyklit virittaviat A, :m.

Talloin H = A,,, joten A,, on yksinkertainen.

1. Olkoon H < A, ja olkoon h sellainen alkio, jonka kertaluku on joku
alkuluku p. Kirjoitamme h:n nyt alkiovieraina syklein, joista luonnollisesti
jokaisen pituuden pitaa olla p. Vaihtoehdot ovat
(a) o(h) =p>5jajos h=(ay,...,ap)...(ry,...,rp) voimme kirjoittaa

(alagag)h(agagal)h’l = (azasay),

joten H siséltaa 3-syklin.
(b) Jos o(h) = 3 ja h = (abc)(def) ... saamme

(abede)h(edcba)h™ = (bedef) € H.

Jos nyt kidytdmme kohtaa (a), saamme todistettua, ettd h siséltdd kolmos-
syklin.

(c) Jos o(h) = 2, silloin h = (ab)(cd) tai h = (ab)(cd)-(ef)(gh) ... jalkimmaéi-
sessa tietysti parillinen maéra transpositioita. Ensimmaisessa tapauksessa

(bde)h(edb)h = (aebdc) € H

ja nyt voimme taas 16ytaa (a)-kohdan perusteella kolmossyklin. Toisessa ta-
pauksessa

(bde)(h(edb)h = (afc)(bde)

ja voimme kiyttdd (b)-kohtaa kolmossyklin 16ytamiseen.

Joten jokaisessa tapauksessa H sisdltda kolmossyklin.

2. Haluamme todistaa, ettd jos H:ssa on yksi kolmossykli, ovat kaikki
kolmossyklit H:ssa.

Tieddamme, etté kaikki kolmossyklit ovat toistensa konjugaatteja ryhmaés-
sé 9, ja niitd on ja yhteensd néité on (”) 2 kappaletta.
Jos @ = (zyz) € H on kolmossykli ryhméssé S, saamme a:n keskittéa-

n -
jan koon laskettua rata-vakauttajalauseella. Silla |Orbg, | = |S, : Cg, ()| =
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w, mistéd seuraa, ettd |Cs, (a)| = 3(n — 3)!. Olemme kuitenkin kiin-

nostuneita konjugoinnista ryhméssé A, ja laskemalla Cy, («):n koon, saam-
me selville a:n konjugaattien méaéran.

Nyt Cs, () on symmetrisen ryhmén aliryhmé ja ylld olevan tehtévin
perusteella, joko kaikki sen alkiot ovat parillisia, tai tdsmaéalleen puolet ovat
parillisia ja puolet parittomia. Olemme selvistikin jalkimmaisessa tapaukses-
sa, silld (zyz)(lm) on pariton permutaatio, joka keskittdd a:n. Muista, ettéd
n > 5. Jos tarkastelemme siis parillisia permutaatioita tdssd ryhméssa, on

niitéd $3(n — 3)! = |Cy, (@)|. Rata-vakauttajalauseen perusteella
nn—1)(n—2
A O ()] = "D

joten kaikki S, :n kolmossyklit ovat konjugaatteja keskenadn. Koska H <1 A,,,
tasta seuraa, ettéd kaikki kolmossyklit kuuluvat H:n.

3. Haluamme osoittaa, ettd kolmossyklit generoivat A,:n. Jokainen A,:n
alkio voidaan kirjoittaa parillisena médrané transpositioita. Koska (ab)(bc) =
(abc) ja (ab)(ced) = (ab)(be)(be)(ad) = (abe)(bed), jokainen A, :n alkio voidaan
kirjoittaa kolmossyklien tulona.

O

Huomautus 6.5. Yksi esseen aihe on etsié ja esittdé joku toinen todistus sil-
le, ettd A,, on yksinkertainen, kun n > 5. Tamaé voi liittda myos dodekaedrin
ja ikosaedrin symmetriaryhmien kasittelyyn. Minulta saa materiaalia ainakin
sellaiseen todistukseen, jossa pyoritellddn viitossykleja. Vield yksi tuntemani
todistus kiyttda Sylowin teoriaa.

Yksinkertaiset ryhmét ovat kaikkien darellisten ryhmien rakennuspalikoi-
ta samaan tapaan kuin alkuluvut ovat kaikkien luonnollisten lukujen raken-
nuspalikoita. Rakennuspalikoiden méaéaritelmé kaipaa tarkempaa tutkimista.

Masritelma 6.6. Airellisen ryhmén G hajoamisjono (kompositiojono) on
ketju
1=G,<1G,.1<4...94G, <Gy =G,

jossa jokainen G < G; ja G;/G;yq on yksinkertainen ryhmé. Kutsumme
ryhmié G;/G, 1 hajoamistekijoiksi.

Esimerkki 6.7. 1. Jos G on yksinkertainen.
2. S

3. V4. Talla on kolme hajoamisjonoa.
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Propositio 6.8. Jokaisella dadrellisella epdtriviaalilla ryhmdlla on hajoamis-
jono.

Todistus. Olkoon G # 1 aérellinen ryhmé. Jos G on yksinkertainen, on ha-
joamisjono 1 < . Tama on induktion perustapaus.

Oletetaan, etta kaikille ryhmilld H, jotka ovat 1 < |H| < |G| on olemassa
hajoamisjono. Haluamme tietysti nyt konstruoida hajoamisjonon G:lle. Va-
litaan kaikista G:n aidoista normaaleista aliryhmistd maksimaalinen, ja kut-
sutaan tatd N:ksi. Tama siis tarkoittaa, sité, ettd jos N < M < G ja M <G,
silloin M = N tai M = G. Nyt kolmannen isomorfialauseen perusteella G /N
on yksinkertainen.

Induktion perusteella, N:11& on hajoamisjono, ja nyt saamme hajoamis-
jonon G:lle luonnollisella tavalla. O

Tehtava 37. Olkoon H; <1 G ja G| < G. Todista, ettd H G, <1 G sekd Hy N
G, <G.

Lause 6.9 (Jordan-Hoélderin lause). Olkoon G ddrellinen epdtriviaali ryhmda
ja olkoot

1=G,<G,1<...<4G Gy =G (2)
ja

l1=H,<H, 1<..<H <1Hy=G (3)
kaksi G hajoamissarjaa. Silloin m = n ja kummankin sarjan tekijaryhmdt

ovat samat (emme vaadi samaa jarjestysti). Tassd tapauksessa kompositio-
jonoja kutsutaan isomorfisiksi.

Todistus. Oletetaan, ettd meille on annettu kaksi jonoa, kuten ylla. Jos G; =
H,, silloin saamme kaksi kompositiojonoa G,,_;:lle

1=G,<1G,_1<4...19Gy

ja

1l=H,<H,1<...<H =0G.
Nyt induktion perusteella, ndmé kaksi kompositiojonoa ovat isomorfiset ja
siksi GG:n kompositiojonot ovat isomorfiset.

Toinen tapaus on, kun G; # H;. Kompositiojonon méaritelmén perus-
teella tiedamme, ettd Hy <G ja G < G. Siispa H1G1 <G sekd Hi NG, < G.
Todistamme, ettd H1G; = G. Tami seuraa siité, ettd G; < H1G; < G ja
koska GG; on G:n maksimaalinen normaali aliryhmé&. Nyt voimme kayttaa
toista isomorfialausetta

G/H1 = Gl/HI mC;l
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ja
G/G, = H,/H,NG;.
Olkoon nyt
1:Kl<]Kl,1<]...QK1:HlﬂG1

kompositiojono ryhmiélle H; N G;. Téman perusteella saamme kaksi uutta
kompositiojonoa ryhmaille G.

1=K <K_ 1 <..Ki<H <G (4)

1=K<K_1<..K1<G <G (5)

Nyt ensimmaéisen osan perusteella (2) = (4) ja (3) = (5) ja (4) = (5), kos-
ka niilld on samat kompositiotekijat, vain ensimmaiset kaksi on vaihdettu
keskenaan. Siksi (2) = (3). O

Tehtava 38. Laske ryhmén S; hajoamissarja. Laske ryhmén Dy4 hajoa-
missarja. Onko nailld samat hajoamistekijat? Entd ryhmaélla Cyy. Mikd on
ryhmén S,, hajoamissarja?

Olemme todistaneet, ettd ryhmé As on yksinkertainen. Seuraava tavoit-
teemme on todistaa, ettd pienin kertaluku, jolloin ryhmé on yksinkertainen,
on 60 ja ettd jos ryhmén kertaluku on 60 ja se on yksinkertainen, on ryh-
mé isomorfinen ryhmén As kanssa. Téarked tyokalu téssa todistuksessa ovat
Sylowin lauseet.

6.1 Sylowin lauseet

Muistamme, ettd Lagrangen lause ja Cauchyn lause kertoivat ryhmén raken-
teesta jotain pelkdstdan ryhmén kertaluvun perustella. Vield hieman Cauc-
hyn lausetta tarkempi taméantyyppinen lause ovat Sylowin lauseet. Sylowin
lauseita voidaan kayttaa myos yksinkertaisuuden tutkimiseen.

Sylowin lauseet edustavat myOs matemaattisessa ajattelussa yleistd
lokaali-globaali-periaatetta. Lukuteoriassa alkuluvut palvelevat samaa tar-
koitusta. Mitd voimme sanoa ryhmésté, jos keskitymme kuhunkin alkulukuun
kerrallaan. Samaan tapaan kuin lukuteoria ratkaisee yhtéloitd (mod p).

Lause 6.10 (Sylow). Olkoon G ddrellinen ryhmd, kertalukua p™r, jossa p ei
jaa r:ad. Tdlloin

(i) G sisdltia Sylowin p-aliryhmdin P, jonka kertaluku on p™.

(i) Mitkd tahansa kaksi Sylowin p-aliryhmdd ovat keskenddn konjugaatteja.
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(11i) Sylowin p-aliryhmien lukumddrd n,, on n, =1 (mod p) ja jakaa luvun
m.

Todistus. Todistamme lauseen ryhmén toimintojen avulla.
(i) Olkoon 2 ={M C G : |[M| = p"}. Méérittelemme G:n toimimaan téssé
joukossa oikeanpuolisella kertolaskulla

Msxg={mg:me M}.

Tarkista, ettd tdmé on toiminta. Tarkastelemme G-ratoja. Olkoon X téllai-
nen. Silloin ¥ = {M, Mgy, Mgs ..., Mgi}. Huomaamme, ettd >:n alkiot kat-
tavat koko G:n. Nimittain, olkoon m € M, jos g on mika tahansa G:n alkio,
voimme kirjoittaa ¢ = m* m~1g € Mm™'g € ¥. Tésti seuraa, ettd k > r.
Jaamme tarkastelun kahteen tapaukseen.

Tapaus 1. & = r. Téssd tapauksessa G on X:n alkioiden pistevie-
ras yhdiste. Alkion M vakauttaja ryhméssé G on kertalukua p" (rata-
vakauttajalauseen nojalla), ja koska vakauttaja on aliryhmé, on se véisté-
méattad kertaluvun perusteella myos Sylowin p-aliryhma.

Péattelemme, ettd jokainen vastaava G-rata koostuu yksikésitteisesta Sy-
lowin p-aliryhmastéa ja tdmaén oikeista sivuluokista.

Tapaus 2. k # r, siispd £ > r. Koska rata-vakauttajalauseen nojalla
k| |G| = p"r, tisté seuraa, ettd p | k.

Nyt jokainen rata, jonka koko on r sisdltaa yksikésitteisen Sylowin aliryh-
maén, ja kaikkien muiden ratojen koko on jaollinen p:lld. Tésta seuraa

pr _
Q| = (p") :npr+2\2\ =n,r mod p.

pl%]

3

joiten kertaluku on p"r, joten se ei voi riippua n,:sta. Syklisessé ryhmassa
Cpnp on vain yksi aliryhma, jonka koko on p" ja siksi n, = 1. Tama todis-
taa kongruenssin) ja koska p t r, téstd seuraa n, = 1 mod p. Erityisesti
huomaamme, ettd Sylowin aliryhmien lukumééra ei ole nolla.

(il) Konjugaatio seuraa seuraavasta aputuloksesta, joka osoittaa, ettd jo-
kainen G:n p-aliryhmé kuuluu johonkin Sylowin p-aliryhmaén.

Toisaalta (i)n’") = r mod p (Y14 oleva tulos on voimassa kaikille ryhmille,

Lemma 6.11. Jos Q on G:n p-ryhma ja P on Sylowin p-aliryhmd. Silloin
jollekin g € G pitee Q C g~ ' Pg.

Todistus. Toimikoon () oikeanpuoleisen kertolaskun avulla P:n sivuluokkien
joukossa (G : P). Sivuluokkia on m kappaletta, ja sivuluokat hajoavat ra-
doiksi Oy, . .., O, joitten yhteenlaskettu mahtavuus on |Oq]+ -+ +|O| = 7.
Rata-vakauttajalauseen perustella, kunkin radan koko jakaa ):n koon, eli
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on joko 1 tai p. Koska p 1 r, kaikki radat eivéit voi olla kokoa p, joten tés-
sé ()-toiminnassa on valttamatta rata, jonka mahtavuus on 1, sanokaamme,
ettd tdmé on {Pg}. Mikéd tarkoittaa sitéd, etta Pg * Q) C Pg, mistd seuraa
gQg~! C P janiin ollen Q C g~ Pg. O

Jos nyt valitsemme @):n Sylowin p-aliryhmaéksi, tulos seuraa.

(iii) Olemme jo todistaneet, ettd n, =1 mod p. Jéljelld on todistaa, ettd
n, jakaa mn. Ylla todistimme, ettd Sylowin aliryhmien joukko muodostaa
yvhden radan alkion g konjugaatiotoiminnan kautta. Rata-vakauttajalauseen
perusteella n, | |G|. Koska p ei jaa n,:td, téstd seuraa, ettd n, jakaa rn. O

Tarkastelemme seuraavassa pienié yksinkertaisia ryhmid Sylowin lauseen
avulla. Ensin kuitenkin todistamme hyodyllisen lemman.

Lemma 6.12 (Poincaré). Olkoon H < G, ja |G : H| = n. Olkoon K =
Ngecg *Hyg. Silloin K < G, ja K < H ja kaiken lisiksi

n||G: K||n!

Todistus. Olkoon Q =( G : H). Kun G toimii niissé sivuluokissa oikealla
kertolaskulla, on toiminnan ydin tdsmaélleen K, silla jokaisen sivuluokan Hg
vakauttaja on ¢g~'Hg. Tamén lisiksi K on normaali aliryhmé (koska se on
homomorfismin ydin, tai koska se on sulkettu konjugaatiotoiminnan suhteen).
Lisaksi K < H, silla voimme valita my6s alkion 1 konjugoimaan H:ta ja loppu
on leikkausta tdmén suhteen. Muista, ettd toiminta indusoi homomorfismin
G — Sym(Q), joten ensimméisen isomorfialauseen perusteella G/K on
isomorfinen Sym():n (transitiivisen) aliryhmén kanssa. Tésté seuraa, ettd
|G : K || nl. Koska K < H, saamme myos n = |G : H| | |G : K|. O

Tehtava 39. Osoita, ettd ryhmaé, jonka kertaluku on kahden alkuluvun tu-
lo pq, ei ole yksinkertainen. Voit kiyttdda tdhén Sylowin lauseita. Edelleen
paéttele, ettd jos G on yksinkertainen ryhmaé, joka ei ole Abelin ryhmé, niin
|G| > 60.

Lause 6.13. Jos G on yksinkertainen, ja sen kertaluku on 60, on G = As.

Todistus. Tarkastellaan ryhméd G Sylowin lauseiden avulla. Ensiksikin 60 =
22 . 3.5, joten ryhmiissi on Sylowin 5-aliryhmi, jonka on generoinut alkio,
jonka kertaluku on 5. Cauchyn lauseen perusteella téillainen alkio on ole-
massa. Sylowin lauseen kolmannen kohdan perusteella Sylowin 5-aliryhmien
lukumééra on ns; = 1 mod 5. Koska ryhmé on yksinkertainen, on Sylowin
5-aliryhmiéd enemmén kuin yksi (Sylowin lauseen toisen kohdan perusteella
kaikki Sylowin 5-aliryhmét ovat toistensa konjugaatteja, joten jos niitd on
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vain yksi, on se véistdméttd normaali, mikd on ristiriidassa yksinkertaisuu-
den kanssa). Tamaén liséksi n; | 12, joten ainoastaan ns = 6 on mahdollinen.
Olkoon P siis Sylowin 5-aliryhmi ja Q = {g7'Pg : g € G}. Ymmirrettivis-
ti |©2] = 6. Ryhmé& G toimii joukossa 2 konjutaatiotoiminnalla, joka indusoi
kuvauksen p : G — Sg. Tamé homomorfismi on injektio, silld G on yk-
sinkertainen. Olkoon H < Sg tdman homomorfismin kuva. H = G ja siis
yksinkertainen. Nyt H N Ag << H (koska leikkaus on aliryhmé, jonka indeksi
on kaksi) ja koska H on yksinkertainen (H = G) on H < Ag.

Olkoon T' := cos(Ag : H). Nyt || = 36!/60 = 6, joten kun Ag toimii
joukossa I'; saamme homomorfismin o : Ag — Sg. Itseasiassa o on ryhmén
Ag automorfismi. Ensinnékin se on injektio, silld Ag on yksinkertainen ja sen
kuvan pitdé olla Ag:n aliryhméd. Homomorfismi o kuvaa H:n vakauttajan,
vakauttajaksi ryhméssé Ag, joka on As, joten olemme osoittaneet, ettd G =
H >~ As. O

Tehtava 40. Jos pidimme tunnettuna lauseen "Jos G on yksinkertainen ja
G:n kertaluku on 2% -3 -5, on a = 2 ja G = Aj", osoita, ettd jos ryhma G
on yksinkertainen ja sen kertaluku on korkeintaan 300, on ryhmén kertaluku
joko 60 tai 168.

Tehtava 41. Kirjoita essee yksinkertaisesta ryhmastéa, jonka kertaluku on
168. Taméa on ryhméa PSLy(7).

6.2 Ratkeavat ryhmat

Téarked luokka ryhmié, jotka eivit varmasti ole yksinkertaisia, ovat ratkeavat
ryhmat. Niitd kiymme tutkimaan seuraavaksi.

Maaritelma 6.14. Kahden alkion g,h € G vaihdannaistaja on alkio
lg,h] = g 'h~lgh. Vaihdannaistajien virittdmii aliryhmiia G' = [G, G| =
{g7'h~tgh : g,h € G} kutsutaan vaihdannaistaja-aliryhmiksi. Jos G’ = G,
kutsumme ryhméaé G taydelliseksi.

Huomaa, ettéd Abelin ryhméssé pétee aina [g, h] = 1, joten jos A on Abelin
ryhmé, on A" = 1.

Tehtédva 42. Osoita, ettd kaikille (dérellisille) ryhmille G, vaihdannaistaja-
aliryhmé [G, G| on normaali, ja ettd G/[G,G] on Abelin ryhmé. Edelleen
osoita, ettd G/H on Abelin ryhmé jos ja vain jos [G,G] < H.

Maéritelmé 6.15. Ryhméad G/[G, G] kutsutaan ryhmén G Abelistukseksi.
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Maaritelma 6.16. Ryhmaa kutsutaan ratkeavaksi, jos se hajoaa ketjuksi
aliryhmié
1=G,<G,1<...19G <Gy =G,

jossa kaikki G;/G; ;1 ovat syklisid yksinkertaisia ryhmié (eli niiden kertaluku
on alkuluku). Ketju voi olla joko normaali tai alinormaali.

Esimerkki 6.17.
1<Cy<Cy < Dy,

joten Dg on ratkeava ryhmaé, silla kaikki tekijaryhmét ovat isomorfisia Cy:n
kanssa.

Mairitelmi 6.18. Ryhmi G on ratkeava, jos ketju, jossa GV =[G, G] ja
G = [G=D GV padttyy triviaaliin aliryhméén. Kutsumme tité ketjua
vaihdannaistajajonoksi. Pienin n, jolle tima G™ = 1 on nimeltdin ryhméin
G vaihdannaistajapituus.

Myochemmin todistamme, ettd tdmé on yhtapitavi ensimméisen maari-
telmén kanssa.

Lemma 6.19. Kaikille ryhmille G, on G®) < G jokaiselle k.

Todistus. Induktio k:n suhteen. Jos k& = 0, silloin G < G, mikd on selvésti
totta. Oletetaan, etti G*) < G ja tarkastellaan G+ virittédjia. Virittajit
ovat médritelmidn mukaan muotoa [g, h], jossa g,h € G®). Nyt jos = € G,
silloin [g, h]® = [¢%, h*] € G**V silld g%, h* € G®| koska G <1 G. Tsti
seuraa, ettd GHHD 9 @ O

Tehtava 43. Osoita, ettd seuraavat ryhmét ovat ratkeavia.
1. S5 laskemalla vaihdannaistajat ja vaihdannaistajajono.

2. S, konstruoimalla alinormaali sarja, jonka tekijaryhmét ovat on
Abelin ryhmia tekijaryhmaét.
Osoita, ettd ryhméa S, ei ole ratkeava, kun n > 5.

Tehtavi 44. Osoita, etté jos G on ratkeava, on jokainen H < G ratkeava. Ja
edelleen, jos N <G, silloin G/N on ratkeava. (Vinkki: tekijaryhmén kohdalla
todista, ettd (G/N)* = GF¥N/N, tarkastelemalla minki muotoisia alkoita
kummallakin puolella on.)

Ratkeavat ryhmét on ensimmaéinen ryhméluokka, joka on suljettu, niin
laajennusten kuin aliryhmienkin suhteen.
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Lause 6.20. Olkoon G ryhmd ja N < G. Silloin G on ratkeava jos ja vain
jos seki N ettd G/N ovat ratkeavia.

Todistus. Jos G on ratkeava, ylldolevasta tehtavéstd seuraa, ettd N < G ja
G /N ovat ratkeavia. Olkoon N:n vaihdannaistajapituus &k ja G /N:n vaihdan-
naistajapituus . Silloin edellisen tehtiivin perusteella (G/N)D = GON/N =
N/N, jalkimmé&inen yhtésuuruus ratkeavuuden perusteella, silla N/N on ryh-
min G/N triviaali aliryhmi. Téstd seuraa ensin GON = N ja edelleen, etti
G® < N. Nyt aliryvhmén perusteella G+ < N’ ja induktiivisesti edeten
GU+k) < N®) = 1 koska N oli ratkeava ja sen vaihdannaistajapituus oli k.
Olemme siis todistaneet, ettd GG on ratkeava ja sen vaihdannaistajapituus on
[+ k. O

Huomaa, ettd jos sekd N ettd G/N ovat Abelin ryhmié, ryhmé G on
ratkeava (toisinaan sitd kutsutaan myOs meta-abelin ryhméksi), mutta ei
valttamatta Abelinen. Abelin ryhmaét eivat siis ole suljettu ryhméaluokka.

Tehtava 45. Osoita, ettd G x H on ratkeava silloin, kun G ja H ovat rat-
keavia.

Nimitys ratkeava ryhma tulee siita, ettd alunperin ryhméteoria syntyi yh-
talon ratkaisukaavojen etsinnésté. Viidennen asteen yhtéldlle ei ole ratkaisu-
kaavaa, ja se johtuu siitd, ettd ryhméa As on yksinkertainen, eiké siis ratkeava
— kuten ei myoskaan téalla perusteella Ss. Nimittdin, polynomiyhtélo ratkeaa
radikaalien avulla tdsmélleen silloin kun sen yhtéloon liitetty Galois'n ryhma
on ratkeava.

Tehtava 46. Kirjoita essee ryhmén ratkeavuuden yhteydesté yhtéloitten rat-
keavuuteen ratkaisukaavojen avulla. Esseen tarkoituksena on pintapuolisesti
kiyda lapi Galois'n teorian padpiirteet. Joitain todistuksia ja teknisyyksia
voi ohittaa. Voit kysya naistd tarkemmin minulta.

6.3 Adsrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelu

Olemme tarkastelleet ryhmié A,,, ja osoitimme niiden yksinkertaisuuden, kun
n > 6. Alternoivien ryhmien perhe on yksi esimerkki yksinkertaisista dérel-
lisistd ryhmista. Yksi ryhméteorian suurimpia saavutuksia 1900-luvulla oli
aarellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelu. Naméa ovat Jordan-Holderin
lauseen perusteella kaikkien dérellisten ryhmien rakennuspalikoita.

Yksi lopullisen luokitteluhankkeen liikkeellesaattajista oli Feitin ja
Thompsonin kuuluisa parittoman kertaluvun lause (the odd order theorem),
joka on huima yleistys klassiselle Burnsiden lauseelle.
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Lause 6.21 (Burnside). Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku on p*q®.
Silloin G' on ratkeava.

Lause 6.22 (Feit-Thompson). Paritonta kertalukua oleva ddrellinen ryhmd
on ratkeava.

Téssé tapauksessa siis ryhmén kertaluku jo maééarittelee, milloin ryhméa
on ratkeava, eika siis taatusti yksinkertainen. Tésté seuraa helposti.

Korollaari 6.23. Adrellisen yksinkertaisen ryhmdn kertaluku on jaollinen
kahdella, lukuunottamatta yksinkertaisia Abelin ryhmid.

Olemme jo moneen kertaan itsekin havainneet, ettd jos ryhmén kertaluku
on parillinen, siséltdd ryhma alkion, jonka kertaluku on kaksi, eli involuution.
Tama havainto on térked yksinkertaisten ryhmien luokittelussakin.

Luokittelussa on lisdksi nelja muuta daretontéa perhetté, jotka kaikki kuu-
luvat yksinkertaisiin Lien tyypin ryhmiin. Naitd ovat matriisiryhmét projek-
tiivinen spesiaalinen lineaariryhmaé, unitaariset, symplektiset ja ortogonaa-
liset transformaatiot aérellisen kunnan ylitse. Néiden lisdksi on myos poik-
keukselliset Lien ryhmét ovat G, Fy, Fg, E7, ja Eg, jotka eivét siis ole &a-
rettomien perheitten jésenié.

Naiden lisdksi on 26 sporadista yksinkertaista ryhméaé. Ensimmaiset niis-
té olivat viisi Mathieun ryhmaé, jotka 16ysi Emile Mathieu 1860-luvulla. Lo-
put 21 ryhmaéé 16ydettiin 1965-1975. Uusien aarellisten yksinkertaisten ryh-
mien loytamisestd kiytiin kovaa kilpailua. Yksi tarkeimmistd matemaatikois-
ta alalla on John Conway. Hianen mukaansa on nimetty Conwayn ryhmét.
Suurimman kertaluvun yksinkertainen ryhmé on hirviéryhma. Se siséltaa 20
muuta sporadista ryhméaa.

Tehtava 47. Kirjoita essee joko symplektisisté, ortogonaalisista tai unitaa-
risista ryhmista.

Vaikka &arellisistd yksinkertaiset ryhmét luokiteltiinkin jo viimeistdadan
1980-luvulla, ei yksinkertaisten ryhmien tutkimus tdhéan loppunut. Ne tuot-
tavat edelleen uutta tutkimusta. Téassd esimerkiksi helposti ymmaérrettava,
mutta vaikea lause taltd vuodelta.

Muista, ettd ryhmén G vaihdannaistaja-aliryhmé on [G, G]. Kutsumme
ryhméé tdydelliseksi, jos patee G = [G, G]. Ennen kaikkea huomaamme, et-
ta taydelliset ryhmét eivit ole ratkeavia, koska niiden vaihdannaistajasarja
jumiutuu heti ensimmaiseen askeleeseen, eiké siis koskaan saavuta triviaalia
ryhméé. Seuraava uusi tulos kertoo jotain &érellisistd yksinkertaisista ryh-
mista.

Oren konjektuuri (1960-luvulta).
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Lause 6.24 (Liebeck, O’Brien, Shalev, Tiep, 2008). Jokaisen epikommuta-
tirvisen dadrellisen yksinkertaisen ryhmdan jokainen alkio on vaihdannaistaja.

Yksinkertaisten &irellisten ryhmien luokittelu (Classification of finite
simple groups CFSG) on nykyéén térkeé tyokalu matemaatikoille. Jos haluaa
todistaa jonkun viitteen ryhmaéteoriasta, usein jossain vaiheessa todistusta
pitda kayda lapi, onko lause totta yksinkertaisille dédrellisille ryhmille.
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