5 Platonin kappaleet ja niiden symmetriaryh-

oo

mat

Ensimmaisissa luvussa kasittelimme ryhméteorian peruskonsepteja niin kuin
ne on 1800- ja 1900-luvuilla maaritelty. Nyt palaamme ajassa taaksepéin, ja
tutkimme, mitéd antiikin kreikkalaiset tiesivéit symmetriasta.

Pythagoras tunsi kolme sdédnnollistd kolmiulotteista kappaletta. Kuutio
ja tetraedri olivat hyvin tuttuja, ja ndiden perusteella hin my6hemmin kon-
struoi myos dodekaedrin.

Platon tai hénen oppilaansa lisdsivat joukkoon oktaedrin ja ikosaedrin,
seké todistivat, ettd ndma ovat ainoat sdannolliset monitahokkaat kolmessa
ulottuvuudessa. On tavallaan mielenkiintoista, ettd Pythagoras ei konstruoi-
nut oktaedria, silld se on kuitenkin kuution duaalikappale.

Maaritelma 5.1. Platonin kappale on sdénnéllinen monitahokas, jonka tah-
kot ovat keskend#n yhtenevia sadnnollisia monikulmioita, ja jonka jokaisesta
kérjesta lahtee yhtd monta sarméa.

Lause 5.2. Platonin kappaleita on korkeintaan viisi.

Todistus. Oletetaan, ettd sdannollinen monikulmio on n-kulmio, ja jokaises-
ta kirjestd liahtee k sdrméd. Todistamme, ettd mahdollisia pareja (n, k) on
korkeintaan viisi.

Merkitaan sdannollisen n-kulmion sisdkulmaa a:lla, ja tdmén komple-
menttikulmaa (:lla. Talloin 8 = 27”, joten o =7 — [ =7(1— %)

Jokaisesta kdrjestd ldhtee k sdrméd. Koska namé sdrmét eivit kohtaa
tasossa, saamme epayhtalon ka < 2w, josta seuraa

2
km(1 — ﬁ) <27
k(n —2) < 2n

(k—2)(n—2) < 4.

Koska monitahokas on kolmiulotteinen, k,n > 3. Ainoat koko-
naislukuparit  (n,k), jotka toteuttavat ylldolevan epéyhtdlon ovat
(3,3),(3,4),(4,3),(3,5),(5,3). O]

Merkitdan K monitahokkaan kirkien méaérda, S sdrmien lukumééraé ja
T tahkojen lukuméarad. Kokoamme taulukkoon ylldolevat viisi lukuparia,
seka karkien, sdrmien ja tahkojen méara kullekin monitahokkaalle.
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Taulukko 5: Platonin kappaleet

nimi K|S |T
tetraedri 4 |6 |4
kuutio 8 12 | 6

oktaedri 6 12 | 8
dodekaedri | 20 | 30 | 12
ikosaedri 121 30 | 20

LW = W W =w

LW Ut W = W B

Huomautus 5.3. Platonin kappaleet toteuttavat Eulerin kaavan K — S +
T = 2. Taméan ndkee helpohkosti projisoimalla kunkin kappaleen tasoon
planaariverkoksi.

Koska Platonin kappaleet elévét kolmiuloitteisessa avaruudessa on niiden
symmetriaryhmé dérellinen GL3(R):m aliryhmé. Symmetriaryhmé ei myos-
kiddn saa muuttaa etédisyyksia joten ainoastaan alkiot, joiden determinant-
ti on 1 kelpaavat. Jos rajoitamme etsintdmme vain kiertosymmetrioihin,
voimme tutkia vain SLs(R):n &érellisid aliryhmiin. Helpoiten hahmotamme
nama ryhmat kuitenkin ryhmén toimintojen ja ratojen avulla kuten alkusa-
noissa mainittiin. Joten ennen kuin padsemme késiksi ryhmiin, tarvitsemme
lisda teoriaa. Jotkut teistd varmasti oppivat ndméa asiat jo Algebra Il:ssa,
mutta kertaus ei liene pahitteeksi.

Esimerkkiné toiminnasta katsokaamme sdannéllisia monitahokkaita seu-
raavasta nakokulmasta. Huomaamme yleisesti, ettd miké tahansa symmetria,
jonka determinantti on 1, on kierto jonkun suoran L. ympéri. Jos symmetria
on epatriviaali, tdmé suora L leikkaa Platonin kappaleen pinnan tésmélleen
kahdessa pisteessa P ja (). Mita vaihtoehtoja on pisteelle P?

Oletetaan ettd P on jollain tietylld sivutahkolla. Silloin se voi olla kérjes-
sd, sarmalld tai tahkon sisédpinnassa. Jos P on sdrmalld, mutta ei kirjessé,
huomaamme ensin, ettad kiertosymmetria kiinnittaa seka pisteen P etté sér-
mén, jolla P sijaitsee, mutta se vaihtaa sdrmén péissé olevat kirjet (muussa
tapauksessa symmetria ei ole kierto), joten P:n pitda olla sdrmén keskipis-
teessa.

Samalla tavalla voimme argumentoida, ettd jos P on tahkon sisépinnalla,
on sen pakko olla tahkon keskipisteessa.

Maaritelma 5.4. Olkoon G ryhma ja €2 joukko. Ryhméa G toimii joukossa
(2, jos on olemassa kuvaus 2 x G — €, jossa (w, g) — w * g joka toteuttaa
seuraavat ehdot: (i)

wkxl=w
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(i)
w# (gh) = (wxg)*xh

Téta kutsutaan vasemmaksi toiminnaksi, koska kohdassa (ii) vasemman-
puoleinen alkio toimii ensin. Oikeanpuoleinen toiminta maéritellaén vastaa-
valla tavalla.

Lemma 5.5. Toimikoon G joukossa ). Tdlloin jokainen g € G indusoi
kuvauksen

oy Q—

ar— Qaxg

joka mdarittid joukon 0 permutaation.
Tdmdn lisdksi, kuvaus

¢: G— Sym(9)
g O
on ryhmdhomomorfismi. Tdtd kutsutaan myos G:n permutaatioesitykseksi.*

Todistus. On selvai, ettd kuvauksen ¢, kidnteiskuvaus on ¢,-1, koska jokai-
selle a € () pétee

a(¢g¢g_1):(a*g)*gilzﬂ*g*gilza*lza.

Olemme todistaneet, ettd kuvaus ¢, : 2 — € on bijektio, ja néin ollen se
on permutaation maaritelméan mukaan {2:n permutaatio. Ryhmén toiminnan
méadritelméin kohdasta (i) seuraa, etté

¢(9192) = ¢9192 = ¢91¢92 = ¢(gl>¢(92)’
joten ¢ : G — Sym(2) on homomorfismi. O

Tehtdava 29. 1. Olkoon G ryhmé, G toimii itsesséddn konjugaation kaut-
ta. Tarkemmin, kiinnitetdidn h € G, nyt jokaiselle g € G toiminta maa-
ritellién g — h~'gh kautta. Osoita, ettd tdmé on toiminta. Onko timé
vasen vai oikea? Jos haluamme mééritella vastakkaistoiminnan, miké
on oikea madritelma?

Permutaatioesitykset ovat térkeiti esitysteoriassa. Valitettavasti tillid kurssilla meilld
ei ole aikaa perehtyd ryhmien esitysteoriaan. Jos joku haluaa, voi téstd aiheesta laatia
esseen.
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2. Olkoon GL,(R) kidntyvien n x n-matriisien ryhméa. Maérittele
GL,(R):lle luonnollinen toiminta avaruudessa R"™ ja osoita, ettd té-
mé on toiminta. Miten toimii ortogonaalisten matriisien ryhmé O,,(R)
avaruudessa R".

3. G toimii omissa sivuluokissaan. Tarkemmin, olkoon H < @, ja olkoon
(G : H) oikeitten sivuluokkien joukko. Mé&érittelemme toiminnan

Hxxg= Hzg.
Osoita, ettd tdmé on toiminta.

4. Olkoon Dy, diedriryhmé. Osoita, ettd tdmaéa toimii sdannollisen n-
kulmion symmetriaryhmana.

Monet ryhméteorian lauseet on helppo todistaa toimintojen avulla. Téssé
yksi esimerkki klassisesta lauseesta.

Lause 5.6 (Cayley). Jokainen ddarellinen ryhmd G, jonka kertaluku on pie-
nempi tai yhtdsuurs kuin n, on ryhmdn S, aliryhmd.

Todistus. Jos k < n, on Sy < .5,. Todistukseen riittda, ettd oletamme G:n
kertaluvun olevan tasan n. Nyt meidadn taytyy endd osoittaa, ettd ryhmé,
jonka kertaluku on n on symmetrisen ryhmén S, aliryhméa. Voimme maéri-
telld G-toiminnan triviaalin aliryhmén {1} sivuluokissa. N&ité sivuluokkia on
luonnollisesti n kappaletta ja ne vastaavat G:n alkioita. Y1la olevan lemman
perusteella toiminta maéarittelee homomorfismin ¢ : G — S,,. Homomorfis-
min ytimeen kuuluvat sellaiset G:n alkiot, jotka kiinnittévat jokaisen sivu-
luokan. Néin ollen vain ykkosalkio kuuluu ytimeen ja kuvaus ¢ on injektio.
Tasta seuraa ensimmaisen isomorfialauseen perusteella

G=GH{1}=G/Kerg = Img < S,.
[

Olkoon H < G. Jos G toimii joukossa {2, myos H maarittdd toiminnan
joukossa ). Tama aliryvhmén toiminta hajottaa joskus {2:n palasiksi. Kut-
summe tata toimintaa H-toiminnaksi.

Maaritelma 5.7. Olkoon G ryhmaé, ja toimikoon se joukossa (2. Olkoon
H < G. Kun w € (), silloin w:n rata H-toiminnassa on

orbg(w)={wxg:g€ H}
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Propositio 5.8. Kun G toimii joukossa ) ja H < G, joukko ) hajoaa H -
ratojen pistevieraaksi unioniksi.

Todistus. Tehtéva. Kaytiin luennolla lépi. O]

Maaritelma 5.9. Kutsumme ryhmén G toimintaa joukossa () transitiivi-
seksi, jos jokaiselle wi,ws € €2, on olemassa g € G ja wy * g = wo.

Jos jokaiselle parille pétee sama kuin ylld, kutsumme toimintaa 2-
transitiiviseksi, ja edelleen n-transitiiviseksi.

Maaritelma 5.10. Toimikoon ryhmé G joukossa €2, ja olkoon w € 2. Alkion
w vakauttaja on joukko

G,={9€G:wxg=w}.

Maaritelma 5.11. Ryhmén G toimintaa joukossa 2 kutsutaan uskolliseksi,
jos ainoa alkio g € G, jolle pétee w *x g = w kaikille w € Q on g = 1.

Tehtavia 30. 1. Osoita, ettd G, on G:n aliryhmé.

2. Olkoon w = «a % g, kun G toimii {2:ssa. Osoita, ettd G, ja G, ovat
toistensa konjugaatteja.

3. Toimikoon G joukossa 2 = G konjugoimalla. Osoita, ettd alkion w
vakauttaja on alkion keskittaja.

4. Osoita, ettd G:n toiminta oikeissa sivuluokissaan on transitiivinen, ja
madrittele sivuluokkien H ja Hg vakauttajat.

Maaéritelméa 5.12. Toiminnan ydin on G(q) = NaeaGa.

Tehtidva 31. Osoita, ettd toiminta on uskollinen, jos toiminnan ydin on
triviaali.

Yksi hyodyllisimmisté lausesta ryhméteoriassa on rata-vakauttajalause.

Lause 5.13. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja  ddrellinen joukko. Kun G
toimii €:ssa, jokaiselle o € €2, on vormassa

|Orbe(a)| = |G : Stabe (o).

Maaritellaan ensin morfismi kahden toiminnan valilla.
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Maaritelma 5.14. Kun ryhmé G toimii joukoissa 2 ja A kuvaus
Y — A

on G-morfismi, jos
(a *Q g)w = Oé’QZ) *A G,
kaikille a € Q,¢g € G. Kuvausta ¢ kutsutaan G-isomorfismiksi, jos se on
bijektiivinen.
Taman jalkeen rata-vakauttajalause seuraa seuraavasta lemmasta.

Lemma 5.15. Jos G toimii transitiivisesti 2:ssa ja w € ). Pisteen w va-
kauttajaa merkitian G. Silloin G:n toiminta €2:ssa ja G:n toiminta G, :n
sivuluokissa (G : Gy,) ovat isomorfisia.

Todistus. Maéritelladan kuvaus ¢ : Q@ — (G : G,,) ldhettamalld wr — G x.
Taméa kuvaus on hyvinmaéritelty ja injektiivinen, silla

WT = Wy & WwTiTy ' = w < 1125 € Gy & Gury = G,

Kuvaus on myés selvasti surjektiivinen. Lopuksi tarkistetaan, ettd se on G-
morfismi:

(wz) * g) = (w*xg)y = Gurg = (Gox)g = (Wx) * g
kaikille pisteille wzx € €. O]
Todistetaan nyt rata-vakauttajalause.

Todistus. Olkoon « € €2, ja toimikoon G joukossa Orbg(a). Tamé toiminta
on luonnollisesti transitiivinen, silla mikd tahansa radan alkio ag; voidaan
kuvata mihin tahansa toiseen saman radan alkioon ago:n kayttamalla alkiota
g1 "g2. Nyt edellisen lemman perusteella G:n toiminnat radalla Orbg(a) ja
G, sivuluokissa ovat isomorfiset, joten ndiden kahden joukon vélilld on
bijektiivinen kuvaus. Tésta seuraa

|Orb(a) =[G : G,).
[

Yksi sovellutus rata-vakauttajalauseelle on Cauchyn lause. Taméa voidaan
niahda erdanlaisena Lagrangen lauseen kddnteistuloksena.

Lause 5.16 (Cauchyn lause). Jakakoon p ryhmdn kertaluvun |G|. Tdlloin G
sisdltad alkion, jonka kertaluku on p.
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Todistus. Méaéritellaan Q = {(z1,...,xp) 1 z; € Gjaxizy...x, = 1}. Olkoon
H = (o) = C,, missé o toimii (2:ssa

o (x1,...,xp) = (T, ..., 2p, 21).

Rata-vakauttajalause sanoo, ettd H-radan mahtavuus jakaa H:n kertaluvun.
Niinpé saamme, ettd H-radan mahtavuus on joko 1 tai p. Liséksi |Q] =
|G|P~1, koska voimme valita ensimmiiset p — 1 alkiota vapaasti. Nyt p jakaa
|G|:n, jakaa p myds ||:n. Siispa Q on H-ratojen pistevieras unioni, ja kukin
radoista on joko kokoa p tai 1. Huomaa, ettd (1,1,...,1) muodostaa oman
ratansa, joten ainakin yksi rata on mahtavuutta yksi. Olkoon kokoa yksi
olevien ratojen mééré a ja kokoa p olevien ratojen lukumaééra b. Silloin |Q| =
a-1+b-p. Koska p jakaa |Q|:n, jakaa p my6s a:n. Niinpé on olemassa ainakin
p rataa, joiden koko on 1. Jotta a:n rata olisi kokoa 1, tdytyy olla niin, etté
Ty =Ty = - = x, # 1. Mutta zy25---2, = 1, joten ¥ = 1 ja olemme
loytaneet alkion, jonka kertaluku on p. O

Maaritelma 5.17. Ryhmén G keskus on joukko
{g € G:gh=hgVh e G}.

Téastda huomaamme heti, etta ykkosalkio kuuluu ryhmén keskukseen. Toi-
sinaan ryhmaéan keskus on kuitenkin ykkosalkiota suurempi.

Tehtédva 32. (i) Osoita, ettéd keskus on normaali aliryhma.

(ii) Imitoimalla yllaolevaa todistusta, osoita, ettd p-ryhmén keskus on epét-
riviaali (suurempi kuin ykkosalkio). Téssé tarvittava toiminta on kon-
jugaatiotoiminta.

Rata-vakauttajalauseen avulla pystymme nyt tutkimaan Platonin kappa-
leiden symmetriaryhmié tarkemmin.

5.1 Ryhma S4

Tutkimme ryhméé S;. Tadma on neljan alkion joukon permutaatioryhméa. Nel-
jé alkiota voidaan permutoida yhteensé 4! = 24 eri tavalla. Niinpé joukossa
S, on yhteensa 24 alkiota. Symmetriselle ryhmaélle on olemassa erityinen ta-
pa merkité alkioita, eli syklinotaatio, jossa alkiot esitetaédn erillisten syklien
tulona.

Esimerkki 5.18. Permutaatiot

1 2 3 4 1 2 3 4
341 2 )°\3 2 41
voidaan syklinotaatiossa kirjoittaa muotoon (13)(24) ja (134).
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Kutsumme syklid, jonka pituus on kaksi, transpositioksi. Voimme hajot-
taa jokaisen n:n pituisen syklin aina transpositioiden (ei vélttamatta erillis-
ten) tuloksi. Jos transpositiohajotelmassa on parillinen mééra termejé, kut-
summe permutaatiota parilliseksi, muussa tapauksessa parittomaksi. Molem-
mat ylldolevat permutaatiot ovat parillisia, silla (134) = (13)(34).

Maaritelma 5.19. Symmetrisen ryhmén alkion syklityyppi mééardytyy sen
alkiovieraan syklihajotelman perusteella. Syklityyppi listaa yksinkertaisesti
eripituisten syklien maarat.

Esimerkki 5.20. Alkion (14) syklityyppi on 2, kun taas alkion
(125)(346)(78)(9) syklityyppi on 32,2, 1, huomaa, etti 3+3+2+1=9. Monesti
ykkossykleja ei kirjoiteta ollenkaan.

Lause 5.21. Kaksi symmetrisen ryhmdn S, alkiota ovat toistensa konju-
gaatteja, jos ja vain jos nilld on sama syklityyppr.

Todistus. Olkoon (aj...a,,) m-sykli ja p € S,, silloin p~'(a;...an)p =
(a1p...amp) (vakuutu téstd esimerkkien avulla).
Olkoon nyt 7 = 775 ... 7, syklihajotelma. Silloin

plrp=ptmmp=p tmpp T rap. . p T,

missé jokainen p~'7;p on sykli, jonka pituus on sama kuin 7;:n pituus. Niinpi
p~trp~tlla ja T:lla on sama syklityyppi.

Jos taas 7:lla ja o:lla on sama syklityyppi, meidédn taytyy konstruoida p,
joka konjugoi namaé alkiot keskenaén. Kirjoitetaan 7 ja o sellaiseen jarjestyk-
seen, ettd samanpituiset syklit ovat samassa jarjestyksessa.

o =(a1...am)(@ms1---ar)(argi1...)()
T = (blbm)<bm+1bT>(b7’+1)<)

Nyt luomme alkion p kuvaamaan a; — b; mukaan lukien ykkossyklit. Téllai-
nen p permutoi {1,...,n} ja on siis ryhmén S, alkio, kuten vaadittua. [

Tehtava 33. Osoita, ettd ryhméan S, parilliset permutaatiot muodostavat
normaalin aliryhmén A,,, jota kutsutaan alternoivaksi ryhmiksi. 2 Osoita,
ettd tasan puolet S,:n alkioista on parillisia, ja pééttele, ettd A,:n indeksi
on kaksi.

Huomautus 5.22. Syklityyppi ei méadritad konjugaatiota alternoivassa ryh-
massa. Joskus 5,:n konjugaatioluokat, voivat hajota, kun konjugoimme niita
ryhméssa A,,.

2Minun mielesténi parempi termi olisi kutsua sitd vuorottelevaksi ryhmaksi. Tai vuo-
rotteluryhméksi.
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Tehtava 34. Etsi alkion (123) konjugaatit ryhméssa A,.

Kokoamme taulukkoon Sy:n alkiot konjugaatioluokkien mukaan

Taulukko 6: Ryhmén S, alkiot

Konjugaatioluokka 1 2 3 4 5
edustaja 1 (12) (12)(34) (123) (1234)
alkion kertaluku 1 2 2 3 4
konjugaattien maara | 1 6 3 8 6
keskittajan koko 24 4 8 3 4

Koska syklityyppi maarittaa konjugaatioluokan, on luonnollista, ettd nor-
maalit aliryhmét ovat konjugaatioluokkien yhdisteita. S;:ssé on kaksi nor-
maalia aliryhméaé. V, on konjuvaatioluokkien 1 ja 3 yhdiste ja alternoiva
ryhmé A, on konjugaatioluokkien 1,3 ja 4 yhdiste.

Kokoamme my6s ryhmén A, vastaavat tiedot taulukkoon.

Taulukko 7: Ryhmén A, alkiot

Konjugaatioluokka | 1 2 3a 3b
edustaja 1 (12)(34) (123) (134)
alkion kertaluku 1 2 3 3
konjugaattien maara | 1 3 4 4
keskittajan koko 12 4 3 3

5.2 Platonin kappaleiden symmetriaryhmat

Lause 5.23. Kuution kiertosymmetriaryhmd on Sy.
Todistus. Etsimme siis ryhméa
G={9€S03):g:0— Q},

missé

Q={(a,b,¢):a,b,ce{l,—1}}.

Jaamme todistuksen kolmeen eri osaan.
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1. Aloitamme tarkastelemalla symmetriaryhmén kokoa. Koska symmet-
riaryhmé toimii transitiivisesti kuution Kkérjissd, ja jokaisen kérjen
vakauttaa kolme alkiota, saamme rata-vakauttajalauseen perusteella
ryhmén kooksi 24. Kérjen vakauttavat tasmélleen ne kierrot, joitten
symmetria-akseli menee kirjen ldpi, ja diagonaalisesti toiseen kérkeen.
Tédmén akselin ympéri voimme kiertda kuutiota joko 27/3 tai 47 /3:n
verran siilyttden kuution symmetrian.

2. Toiseksi todistamme, ettd on olemassa homomorfismi ¢ : G — Sj.
Merkitagn S:11a kuution paadiagonaalien joukkoa

S = {(A4)), (BB, (CC"),(DD")}.

Miké tahansa kuution symmetriaryhméaégn kuuluva g € G permutoi
naitd neljad diagonaalia. Joten G indusoi toiminnan joukossa S joka
tuottaa homomorfismin ¢ : G — S;. Ensimmaéisen isomorfialauseen

perusteella Im¢ = G/ Kerg.

3. Viimeksi todistamme, ettd Ker¢ = 1, silla silloin homomorfismi on
injektio, ja koska |G| = |S4|, tdsté seuraa, ettéd se on isomorfismi.

Olkoon g € Ker¢. Tama tarkoittaa sitd, ettd g toimii triviaalisti jou-
kossa S, esimerkiksi se kuvaa {A, A’} — {A, A’}. Oletamme, etté
g # 1 ja menettaméttd mitdan, voimme tarkemmin olettaa, ettd g ku-
vaa A:n A’:ksi. Nyt tarkastelemme B:téa. B on kérki, joka on yhden séar-
méan péadssi A:sta, joten g:n pitda kuvata B johonkin sellaiseen kérkeen,
joka yhdistyy sarmélla A'm. Muistamme, ettd g : {B, B’} — {B, B'},
joten g kuvaa B:n B’":ksi. Samalla tavalla ¢ kuvaa C:n C":ksi ja D:n
D’:ksi.

Nyt muistamme, ettd g € SO(3), jonka alkioita voidaan ajatella myos
3 x 3-matriiseina. Sellainen 1-dimensioinen R3:n aliavaruus, joka sisil-
taa pisteet A ja A’ on jonkun g:n ominaisvektorin virittdma. Lisaksi téa-
méan ominaisvektorin ominaisarvo on —1. Sama on totta tietysti B, B’,
C,C" ja D, D"lle. Kaikenkaikkiaan siis ¢:114 on kolme lineaarisesti riip-
pumatonta ominaisvektoria, joiden kaikkien ominaisarvo on —1. Tama
tarkoittaa sité, ettd g:n determinantti on —1, miké on tietysti ristirii-
ta, silld SO(3):n alkioiden determinanttien pitéé olla 1. Kuvaus on siis
injektio, kuten haluttua.

Korollaari 5.24. Oktaedrin kiertosymmetriaryhmd on Sy.
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Todistus seuraa siité, ettd oktaedri on kuution duaalikappale. Eli voim-
me kayttda ylldolevaa todistusta suoraan, mutta nyt tarkastelemme kunkin
sivutahkon vakauttajaa, kun symmetria-akseli menee sivutahkokolmion kes-
kipisteen lavitse.

Lause 5.25. Tetraedrin kiertosymmetriaryhmda on Ay.

Todistus. Tetraedrilla on nelja kirkeé, ja tetraedrin symmetriaryhmén tulee
toimia transitiivisesta néissd kérjissd. Kunkin kirjen vakauttaja on kierto,
jonka akseli menee yhdesta karjesta vastakkaisen sivutahkon keskelle. Tahan
ryhmaén kuuluu kolme alkiota, joten rata-vakauttajalauseen nojalla ryhmén
koko on 12. Tamé on ryhmén A, koko. Nyt tehtédvéiksi jaa todistaa, ettd
tetraedrin symmetriaryhmé on isomorfinen ryhmén A, kanssa. O]

Ryhmaén As rakenteen selvitdmme seuraavassa luvussa tarkemmin. Téssé
vain toteamme seuraavat lauseet.

Lause 5.26. Dodekaedrin kiertosymmetriaryhmd on As.
Korollaari 5.27. Ilkosaedrin kiertosymmetriaryhmd on As.

Todistus. Lasketaan symmetriaryhmén koko rata-vakauttajalauseen perus-
teella. Dodekaedrissa on 12 tahkoa ja kunkin tahkon vakauttaja on viitos-
sykli, jonka akseli menee tahkon viisikulmion kérjen lépi. Nain ollen symmet-
riaryhmén koko on 5 x 12 = 60. O

Palaamme nyt toimintojen teoreettisempaan puoleen, jotta voimme esit-
tdd mainion ja hyodyllisen lauseen, jota myos ei-Burnsiden lauseeksi kutsu-
taan. Lauseen nimi kaivannee hieman selittamista. Noin 1960-luvulta ldhtien
monet matemaatikot ovat kutsuneet lausetta Burnsiden lauseeksi, ja se kyl-
1a esiintyy William Burnsiden ryhméateorian opuksessa vuodelta 1897, joten
Burnside kylla tunsi lauseen, kuten my6s muut hénen aikalaisensa. Lause it-
se on vanhempi ja esiintyy ainakin Cauchyn paperissa 1845 ja nykymuodossa
Frobeniuksen paperissa 1887 (luultavasti karakteeriateorian yhteydessé). Ta-
vallaan on reilua kutsua lausetta ei-Burnsiden lauseeksi, silla ldhes kaikki
muut tuon ajan ryhméteorian lauseista olivat Burnsiden késialaa.

Maaritelma 5.28. Ryhméa G toimii joukossa 2. Alkion ¢ kiinnittdmien al-
kioitten joukko on

x(g)={weQ:wxg=w}?

3Merkitsemme téati joukkoa kreikkalaisella kirjaimella y, koska télld joukolla on yhteys
karakteeriteoriaan, josta ehka jollain mychemmalld kurssilla.
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Huomautus 5.29. Témai ei ole sama joukko kuin alkion vakauttaja
Stabg(w) =G, ={g € G:wxg=w}.
Erityisesti, x(g) on Q:n osajoukko, eikd G:n aliryhma.

Lause 5.30 (ei-Burnsiden lause). Toimikoon G joukossa 2. Silloin G:n ra-
tojen lukumddrd €2:ssa on
1
il > Ixlg)l.

geG

Todistus. Olkoon S jarjestettyjen parien joukko {(w,g) : g € G,w € Q,w *
g = w}. Lasketaan joukon S mahtavuus kahdella eri tavalla. Ensiksi laske-
taan tdmd G:n alkioiden mukaan. Niin saamme tésmélleen Y ., [x(g)|. Las-
ketaan joukko nyt (2:n alkioiden mukaan. {2 hajoaa G-radoiksi €21, €2o,... 2.
Voimme edelleen laskea jokaisen €2; alkiot erikseen.

Olkoon w € €, jotta pari (w,g) € S vaaditaan, ettd w * ¢ = w, toi-
sin sanoen sopivien alkioiden g lukumé&éré on tdsmaélleen |Stabg(w)|. Rata-
vakauttajalauseen perusteella |G| = [Q;||Stabg(w)|. Téastd seuraa |S| =
|G| x ratojen luku. O

5.3 Platonin kappaleiden varitysongelmat

Ei-Burnsiden lause on hyodyllinen erilaisissa kombinatorisissa laskutehtavis-
sd. Esimerkiksi, voimme kysyé, kuinka monta erilaista tapaa on varittaa tet-
raedri kolmella eri varilla. Maarittelemme kaksi tetraedrin varitysté samaksi,
jos on olemassa kiertosymmetria, jonka avulla varitykset nayttévit samalta.

Koska vireja on kolme, vaikkapa sininen, valkoinen ja punainen, voidaan
jokainen tahko varittda 3 tavalla ja koska tahkoja on nelji, on varityksia yh-
teensi 3% = 81. Nyt tutkimme, mitki viritykset niistd ovat samoja, eli niyt-
tavat samalta kiertosymmetrian suhteen. Olkoon €2 néiden 81 eri tavalla véri-
tetyn tetraedrin joukko, jonka alkiot ovat siis 11,75, ..., Tg;. G on tetraedrin
kiertosymmetrioiden ryhmé, joka on siis A4. G toimii 2:ssa luonnollisella ta-
valla, eli kuvaa jokaisen T7,...,Tg; joksikin toiseksi tetraedriksi 77, ..., T%;.
Kaksi tetraedria S ja T' ovat varityksen suhteen sama tetraedri, jos on ole-
massa g € G, joka Sxg = T. Téasta seuraa, ettéd tetraedrin varitykset voidaan
laskea laskemalla kuinka monta G-rataa on joukossa 2. Nimittdin jokaiseen
rataan on keratty tdsmalleen sellaiset tetraedrit, jotka ovat varitykseltaén
samat.

Voimme kayttdd ratojen lukumédrin laskemiseen ei-Burnsiden lausetta.
Jotta voimme soveltaa sité, on tarkasteltava kunkin G:n alkion kiinnittdmé&a
joukkoa.
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1. Ykkosalkio kiinnittéé kaiken, eli x(1) = 81.

2. Kolmossyklin # akseli on tetraedrin yksi kirki ja siitd suora vastakkai-
sen tahkon keskipisteeseen. @ kiinnittda varityksen, jos sivutahkot ovat
kaikki samanvérisid. Téllaisia varityksia on yhteensé 9, koska on kolme
varia, joilla voimme véarittda sivutahkot samanvarisiksi. Pohja voi olla
tamén lisdksi minka virinen tahansa.

3. Alkio ¢, jonka kertaluku on kaksi, toimii kuten (12)(34) tahkojen suh-
teen. Joten, jos halutaan sen kiinnittavan virityksen, vaadimme, etta
tahkot 1 ja 2 ovat samaa véirid, kuten myo6s tahkot 3 ja 4. Erilaisia
varityksid saamme jdlleen 9.

Ryhmiéssd A, on yhteensd kahdeksan kolmossyklid, ja kaikille néille
x(0) = 9. Kertalukua kaksi olevia alkioita on yhteensé kolme, ja kaikille
niille x(¢) = 9. Nyt ei-Burnsiden lause sanoo, etté vérityksia on

1 1
o > Ix()l = 5(81+8:9+3-9) =15,
geEAY

Tehtava 35. 1. Kuinka monta eri tapaa on varittda kuutio keltaisella ja
sinisella?

2. Kuinka monta eri tapaa on luoda helminauha, jonka pituus on 14 hel-
med, kiyttdmalld hopeisia, kultaisia sekd norsunluisia helmi&?

3. Osoita, ettd on 9099 tapaa véarittda dodekaedri kolmella varilla.
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