8 Vapaa ryhma

Kolmosluvussa maéarittelimme vapaan Abelin ryhmén. Se oli vapaa Abelin
ryhmien kategoriassa. Edellisessd luvussa tutustuimme ratkeavien ryhmien
kategoriaan. Nyt maarittelemme vapaan ryhmén kaikkien ryhmien katego-
riassa.

Intuitiivisesti, vapaa ryhméa on se ryhmé, josta on mahdollista tuottaa
kaikki ryhmét. Samaan tapaan kuin kaikki dérelliset ryhmét ovat symmet-
risen ryhmén aliryhmié, ovat kaikki ryhmét vapaan ryhmén tekijaryhmia.
Tarkastelemalla ryhmid vapaan ryhmén tekijaryhmind, saamme myos uuden
tavan esittda ryhmié, johon olemme pari kertaa jo télla kurssilla torméanneet..
Jo ryhmaéteorian alkeissa huomataan, ettei ryhmén kertolaskutaulukko (Cay-
leyn taulukko) ole kaikkein kéitevin tapa hahmottaa ryhmaa, sillid se kasvaa
tavattoman suureksi tavattoman nopeasti, jo kahdeksan alkion ryhméssé oli
tyolasta laatia Cayleyn taulukko. Téman kappaleen tirkeintd materiaalia on
ryhmén esittdminen virittdjien ja suhteiden avulla. Tdhan olemme jo hieman
viitanneet aikaisemminkin.

Vapaan ryhméan maéaritelmé on kategoriateoreettinen.

Mairitelma 8.1. Olkoon X = {X;},c; joukko. Vapaa ryhméi joukolle X
koostuu ryhmésta F' = Fx ja kuvauksesta i: X — F' | jolle péatee kaikille
ryhmille G ja kuvauksille j: X — G on olemassa yksikésitteinen homomor-
fismi p: F — G, joka kommutoi poi = j.

Kategoriateoreettisen holynpolyn avulla on selvaa, ettd tdméa ryhma on
olemassa, mutta sen konstruointi ei ollut tdysin yksinkertaista.

Késittelemme nyt algebrallista konstruktiota. Olkoon X symmetrinen
aakkosto. Symmetrinen tarkoittaa sitd, ettd jos € X on myds 7! € X.
Aakkoston voi yleisemmin ymmaértéaé virittdjajoukoksi.

Esimerkiksi, olkoon X = {a, b}, ja olkoon e tyhja sana. Aakkostosta voi-
daan muodostaa sanoja a, b, ab, ba, aaabbbaaababababaa. Jos ymmérretaan
aakkoset ryhmén virittdjinéd, on kukin sana tietysti ryhmén alkio. Muistam-
me kuitenkin, ettd virittdjit oli saatettu valita niin, ettéd a® = 1, jolloin sana
aaabbbaaababababaa = abbbabababab, joten kaksi eri sanaa esittdvit ryhmén
alkiota. Maarittelemme seuraavaksi vapaan tulon ja supistetut sanat, jotta
saamme vapaan ryhmaéan konstruoitua.

Olkoot v ja w kaksi sanaa aakkostossa X. Silloin vw on sana, jossa v ja
w on kirjoitettu yhdeksi sanaksi. Jos sana v paattyy kirjaimeen z ja sana
w alkaa kirjaimella 27!, supistetaan namé kirjaimet. Kun kaikki mahdolliset
supistukset on tehty, saadaan supistettu sana.

Propositio 8.2. Olkoon X aakkosto. Supistetut sanat muodostavat vapaan
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ryhmdn aakkostossa (virittdjistossi) X. Ryhmdn kertolaskuna on sanojen
kirjoittaminen vierekkdin.

Todistus. On selvad, ettd tdma operaatio muodostaa ryhmén. Tarkistamme,
ettd ryhméa on vapaa. O

8.1 Ryhman esitys virittajien ja suhteitten avulla

Lause 8.3. Jokainen ryhmd on vapaan ryhmdan tekijiryhmd.

Todistus. Todistamme aérellisesti viritetyn tapauksen. Vapaan ryhman méa-
ritelmédn mukaan jokainen virittdjakuvaus ¢ : X — A laajenee ryhmého-
momorfismiksi ¢ : F' — G. Tdméa ryhméhomomorfismi on surjektiivinen va-
paan ryhmaén universaaliominaisuuden perusteella. Niinpa ensimméisen iso-
morfialauseen perusteella G = F'/Kerg. n

Huomaa, ettd Ker¢ koostuu niistd sanoista ryhmaéssa F', jotka ovat tri-
viaaleja sanoja ryhmaéssa (. Néita triviaalia sanoja kutsutaan suhteiksi.

Esimerkki 8.4. Téssé joitain tuttujen ryhmien esityksia. Mitka naiden ryh-
mien nimet ovat?

1.

a:a”=1)
2. {a,b:a*=0b*=1,ab= ba)

{
{
3. {a,t:a* =t* = 1,tat = a™1).
{
{

4. (81,852,838 =1,(8152)% = (8953)° = (s183)> = 1)

5. {a,b,c:a tba =b*b"tcb = * clac = a?)
Tehtiva 57.
Mikd ryhmé saadaan, kun virittajind ovat kaikki suomen kielen luonnolliset
aakkoset, a,b,c,...,,, ja relaatioina kaikki suomenkieliset sanat. Eli auto =

1,talo = 1 jne? Muuttuuko tulos, jos sallimme taivutusmuodot? Enté, jos
otamme pois vierasperéiset kirjaimet?

Olkoon ryhmén virittdjat nyt aakkoset a,b,c,...,x,y, z, eli englannin ak-
kosto. Mikd ryhmé saadaan, kun suhteina ovat kaikki homonyymit, eli sa-
nat, jotka Kkirjoitetaan eri tavalla, mutta lausutaan samalla tavalla. Esim.
pear = pair ja hear = here.
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Tehtava 58. Ovatko seuraavat ryhmat isomorfiset?
(a,b:a®>=b*=1,(ab)* =1, (ab*)* = 1)

ja
{a,b,c:a®>=b*=c*=1,ab = bc,acbc = 1).

Tehtiva 59. Olkoon (k,I,m : k3 = [* = m® = 1,mkl = lk,m3k?* = I3,)
supista sanaa mklk?[>mkmk niin paljon kuin mahdolista. Onko timi sana
ykkosalkio?

Yksi ryhmén esitysten ongelma on, ettd niiden perusteella on hyvin han-
kala sanoa, onko joku tietty sana yksikkoalkio. Itseasiassa, tdmé ongelma
on paattdmaton (undecidable). Kuten myos se, milloin kaksi ryhméé ovat
isomorfisia tai kaksi alkiota ovat toistensa konjugaatteja. Namé ongelmat
tunnetaan nimilld sanaongelma, isomorfismiongelma ja konjugaatio-ongelma.
Yleisté ratkaisua néille ongelmille ei ole, mutta niitd voidaan tutkia tietyissa
ryhmétyypeissa, ja joissain ne voidaan paattaa. Sanaongelma on ratkeava esi-
merkiksi hyperbolisissa ryhmissé ja peilausryhmissé. (Rips, Sela, Tits. Tits
on viime vuoden Abelin palkinnon voittaja)

Sanaongelmia voidaan hahmottaa Cayleyn verkon ja sen geometristen
ominaisuuksien avulla. (Itseasiassa hyperbolisen ryhmén méaaritelméssa kéy-
tetddn Cayleyn verkkoa.)

Oletetaan, ettd ryhmélld G on &érellinen virittdjajoukko X |J X!, Cay-
leyn verkon solmut ovat ryhmén G alkiot. Solmut a ja b yhdistetdén, jos on
olemassa sellainen x € X, ettd ax = b. Joten jokainen ryhmén kaari vastaa
siis virittdjajoukon alkiota.

Esimerkki 8.5. Tarkastelemme ryhmén kahden alkion virittdmén vapaan
ryhmén Cayleyn verkkoa. Olkoot x ja y ryhmén F; virittdjat. Koska haluam-
me tarkastella symmetristd virittdjijoukkoa, virittijit ovat x,z~ !, y, vt
Aloitamme konstruoinnin ykkdosalkiosta. Ykkosalkiosta lahtee yhteensé nelja
kaarta, alkioihin z, 27!, y,y~!. Alkiosta z lihtee kaari takaisin ykkosalkioon,
ja tdmin lisiksi alkioihin 22, zy, xy~!. Kukin verkon solmu on siis redusoitu
sana aakkostossa x,y, kuten pitdakin. Lisdksi huomaamme, ettd verkossa ei
ole sykleja, silla sykli vastaa suhdetta, ja vapaassa ryhmaéssé ei ole suhteita.
Cayleyn verkko on siis yksinkertaisesti dareton 4-valentti puu.

Tehtava 60. Mikd on Z:n Cayleyn verkko? Minkélainen on Z x Z:m Cay-
leyn verkko? Piirrd Cayleyn verkko ryhmaélle S3, kun sen virittdjat ovat
(12),(13),(23). Piirré vastaava verkko virittédjille (12), (123). Miten viritta-
jien valinta vaikuttaa verkkoon?
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Verkon ominaisuuksien perusteella voimme méaritelld ryhmien ominai-
suuksia. Esimerkiksi hyperboliset ryhmaét viittaavat ryhmiin, joiden verkko
muistuttaa hyperbolista avaruutta. Tama verkko ei riipu virittajajoukon va-
linnasta.

Cayleyn verkolle voidaan helposti antaa luonnollinen metriikka toteamal-
la, etta jokaisen sivun pituus on yksi, tdtd metriikaa kutsutaan sanametrii-
kaksi. Avoin pallo, jonka sidde on ¢ on origosta ldhtien kaikkien niiden sano-
jen joukko, joiden pituus on korkeintaan £. Jos méarittelemme kunkin verkon
kaaren pituudeksi 1, saamme geometrisen merkityksen télle méaritelmélle.

Sanojen kasvulla puolestaan tarkoitetaan sité, kuinka monta ryhmén al-
kiota voidaan esittdd korkeintaan n:n pituisena sanana. Geometrisesti aja-
tellen tama tarkoittaa sitd, miten monta alkiota siséltyy n-pallon sisélle
tassa metriikassa. Joskus tdméa pallo kasvaa lineaarisesti, joskus polynomi-
sesti, joskus eksponenttisesti. On myo6s joitain ryhmié, joille kasvu on ali-
eksponenttinen. Namé ryhmét ovat oksaryhmié, jotka voidaan maéaaritelld
tiettyjen puiden automorfismiryhmina.
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