3 Ryhmateorian peruskasitteet ja pienet ryh-
méit, CQ

Olen valinnut kunkin luvun teemaksi yhden ryhmé&n. Ensimméisen luvun
teema on pienin epatriviaali ryhmaé, eli ryhma, jossa on kaksi alkiota. Mer-
kitsen sitd Cy. Tama voidaan ndhda mustelédiskiatestin symmetriaryhména ja
on syklinen. Toisaalta, jos lahdemme rakentelemaan téasta kahden alkion ryh-
méstd monimutkaisempia ryhmié, rakenne muuttuukin pian vaikeaksi, kuten
luvun loppupuolella havaitsemme. Rehellisyyden vuoksi minun on téssa vai-
heessa jo sanottava, ettd ryhmastd (5 rakennettujen ryhmien luokittelu on
erittdin vaikea avoin ongelma.

3.1 Peruskasitteet

Maaritelma 3.1. Ryhma on joukko G, jossa on bindarioperaatio *, joka
toteuttaa seuraavat ehdot

(i) jos g1,92 € G niin g; * go € G (operaatio on suljettu)
(ii) g* (hx k) = (g * h) x k, (operaatio on liitdnnéinen)

(iii) on olemassa e € G, joka toteuttaa g x e = e x g = g kaikille g € G, (on
olemassa ykkosalkio, yleensé 0 tai 1)

(iv) jokaiselle g € G on olemassa g~! € G, joka toteuttaa gxg~! = g lxg =¢
(on olemassa kidnteisalkio).

Esimerkki 3.2. Otetaan joukko {0, 1} ja operaatioksi yhteenlasku siten, et-
td 14+ 1 = 0. Tdma on ryhma, silld se on suljettu em. sd&annon nojalla. Ykko-
salkio on nolla, ja koska 1+ 1 = 0, on alkiolla 1 my0s yksiselitteinen ka#ntei-
salkio. Koska yhteenlasku on liitdnnéinen, on my6s tdméan ryhmaéan operaatio
liitdnnéinen. Jos otamme joukoksi 1,a ja tarkastelemme bindarioperaatio-
na kertolaskua siten, ettd a> = 1, saamme tiysin saman ryhmérakenteen.
Keksitko lisda esimerkkejé kahden alkion ryhmésta?

Esimerkki 3.3. Kolmen alkion permutaatioryhmé on helpoin esimerkki
epakommutatiivisesta ryhmésta. Tamé ryhmé koostuu kaikista bijektioista
7:{1,2,3} — {1,2,3}. Naité bijektioita on yhteensé kuusi
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Jos merkitsemme tasasivuisen kolmion kulmia 1, 2,3, voimme visualisoida
tdman ryhmaén tasasivuisen kolmion symmetriaryhménd. Ryhmén kertolasku
on néiden bijektioiden kompositio. (12)(13) = (123) tai

1 2 3 123\ (123

213 3 21) \(231)
Tehtdva 1. Laske (12)(23), (123)(132) ja (12)(123). Loydéa sellainen pari,
ettd ab # ba.

Tehtava 2. Osoita, ettd ykkosalkio on yksikésitteinen. Osoita myos, etté
kddnteisalkio on yksikésitteinen.

Maaritelma 3.4. Ryhmén G aliryhmé H on G:n osajoukko, joka on suljettu
ryhméoperaation suhteen. Algebrallisesti kirjoittaen, 1 € H, jos a € H, on
myos a~' € H ja jos a,b € H on my6s ab € H.

Maaritelma 3.5. Ryhmaéan kertaluku on ryhmén alkioiden maéaara, eli ryh-
mén G koko. Merkitsemme tata |G|.

Kertaluku voi olla aarellinen tai aareton, jopa ylinumeroituva.

Maaritelma 3.6. Alkion kertaluku on pienin sellainen n > 1, jolle ¢g" = 1.
Té&lloin alkion kertaluku on o(g) = n.

Ykkosalkion kertaluku on yksi, muitten alkioitten kertaluku on suurempi
kuin yksi. Huomaa, ettd myos alkion kertaluku voi olla adérellinen tai dére-
ton. Jos alkion kertaluku on &érellinen, toisinaan kutsumme sitd torsioal-
kioksi. Jos ryhmén jokaisen alkion kertaluku on déareton, kutsumme ryhmaé
torsiovapaaksi (torsiottomaksi).

Maaritelma 3.7. Olkoon G ryhmé ja H sen aliryhmé. Merkitsemme |G :
H| = % ja kutsumme tétd lukua H:n indeksiksi G:ssé.

Adrellisen ryvhmén aliryvhmisin indeksi on aina kokonaisluku Lagrangen
lauseen perusteella, jonka todistamme seuraavalla sivulla.

Varsinkin ddrettomien ryhmien tapauksessa, indeksi on tarkea invariantti.
Aliryhmét, joiden indeksi on &dérellinen, poikkeavat rakenteeltaan huomatta-
vasti aliryhmistd, joiden indeksi on déreton. Samaan tapaan kuin kuntalaa-
jennuksissa.

Tehtava 3. Osoita, etté

(i) Luonnolliset luvut mod 5 muodostavat ryhmén yhteenlaskun suhteen.



(ii) Luonnolliset luvut mod 8 eivit muodosta ryhméé kertolaskun suh-
teen.

(iii) Miten kéy, kun poistamme edellisestd kohdasta alkion 07

(iv) Onko mahdollista konstruoida luonnollisten lukujen mod 8 osajoukko,
niin, ettd se muodostaa ryhmén kertolaskun suhteen? Kuinka monta
téallaista osajoukkoa 16ydat? Ovatko jotkut naista toistensa aliryhmia?
Maarittele nama aliryvhmét ja niiden indeksit.

(v) Onko {#£1,+i} ryhmé normaalin kompleksilukujen kertolaskun suh-
teen? Mitkd ovat sen alkioitten kertaluvut? Onko mahdollista valita
yksi alkio niin, ettd koko ryhmé& on tdmén alkion potensseista koostu-
va.

(vi) Osoita, ettd 2 x 2 kddntyvien matriisien joukko muodostaa ryhmén ker-
tolaskun suhteen minké tahansa kunnan £ yli. Merkitsemme téata ryh-
mééd GLa(k). Onko sama totta mille tahansa renkaalle? Miksi?

(vii) Tarkastellaan kéd&dntyvid matriiseja kuten ylld, nyt p:n alkion kunnan
yli. Taméa ryhmé on luonnollisesti aérellinen, silld on olemassa vain
p? erilaista matriisia tdm#n kunnan yli. Kuinka monta niistd kuuluu
kddntyvien matriisien ryhméaén?

(viii) Nyt vaadimme, etté kdéntyvien matriisien determinantti on yksi. Osoi-
ta, ettd tdmé on kddntyvien matriisien ryhmén aliryhméa. Merkitsemme
tatd ryhméé SLo(p). Montako alkiota téssé ryhméssi on, kun kunnan
koko on edelleen p? Miké on tdmén aliryvhméan indeksi?

Maaritelma 3.8. Ryhmaéa kutsutaan Abelin ryhméksi tai kommutatiivisek-
si, jos kaikille alkioille a,b € G pétee ab = ba.

Tehtava 4. Mitka ylldolevista ryhmisté ovat Abelin ryhmia?

Tehtavia 5. Osoita, ettd G:n ollessa Abelin ryhmé, péatee kaikille n € 7Z
identiteetti (ab)™ = a"b™. Olkoon G ryhmi, jossa pitee (ab)? = a®b?* kaikille
a,b € G. Osoita, ettd tillainen G' on Abelin ryhmaé.

Maaritelma 3.9. Kutsumme kahta ryhmén G alkiota hy ja ho toistensa kon-

jugaateiksi, jos on olemassa sellainen alkio g € G, joka toteuttaa identiteetin
-1

g hig = ha.

Tehtava 6. Osoita, ettd matriisit ( (1) (2) ) ja ( (2) (1) ) ovat toistensa kon-

jugaatteja ryhmaéssa GLy(Z).



Tehtéva 7. Osoita, ettd alkiot (12), (13), (23) ovat keskenédén konjugaatteja
ryhméssd Ss, kuten myos (123), (132).

Maaritelma 3.10. Kaikkia niitd ryhmén G alkioita, jotka ovat keskendén
konjugaatteja, kutsutaan G:n konjugaattiluokaksi.

Y14 olevan esimerkin nojalla on ryhmassa Ss kolme konjugaattiluokkaa:
ykkosalkio, kakkossyklit ja kolmossyklit. On yleisemmin totta, ettd symmet-
risen ryhmén 5,, konjugaattiluokan maérittelee yksikésitteisesti alkion sykli-

tyyppi.
Tiettyjen konjugaattiluokkien unioni on myos toisinaan mielenkiintoinen
aliryhma.

Maaritelma 3.11. Ryhmén G normaali aliryhmé& N on aliryhmaé, jolle patee
g 'Ng = N kaikille g € G.

Normaalin aliryhmén maéaaritelméassa siis tarkastelemme konjugaatiota
joukon suhteen. Aliryhmén N tulee olla suljettu konjugaation suhteen, mut-
ta emme vaadi, ettd kullekin n € N pitee g 'ng = n. Huomaa, ettd Abelin
ryhmaésséa jokainen aliryhmé on normaali.

Tehtava 8. Miksi joukko {1, (123), (132)} = A3 muodostaa ryhmén S3 nor-
maalin aliryhmén, mutta joukko {1, (12), (13),(23)} ei?

Tehtavi 9. Osoita, ettd jos A <G ja B <G, silloin AB <1 G, missd AB =
{ab: a € A b € B}. Huomaa, ettd on hyvinkin mahdollista, ettd A < B ja
B <, ja A< C. Normaalin aliryhmén ominaisuus ei siis ole transitiivinen.

Maaritelma 3.12. Olkoon G ryhmé ja H aliryhmé. Kutsumme joukkoa
gH ={gh:he H}
H:n (vasemmaksi) sivuluokaksi.
Oikea sivuluokka méaritelladan vastaavasti
Hg={hg:he H}.
Tehtéva 10. Osoita, ettd H on G:n normaali aliryhmé, jos |G : H| = 2.

Tehtava 11. Olemme osoittaneet, ettd As <1 Ss;. Sivuluokat ovat A; =
{1,(123), (132)} ja (12)A3 = {(12),(13),(23)} (miksi?). Osoita, etté
(12)As = (13)A3 = (23)As, eli ei ole vilid, minkd alkion valitsemme esit-
tamadn sivuluokkaa.



Lause 3.13 (Lagrange). Olkoon G ryhmd ja H aliryhmda. Silloin H:n ker-
taluku jakaa G:n kertaluvun.

Todistus. Olkoon H aliryhmaé, ja sen sivuluokat g; H. Jokainen sivuluokka on
yhtésuuri, ja koska H on itsessdédn sivuluokka, voimme olettaa, ettd |g;H| =
|H| jokaiselle g; € G. Sivuluokat ovat erillisid, mutta toisaalta myos kattavat
G'n alkiot |, ¢;H = G. Tésté seuraa, ettd i X |H| = |G|. Joten |H| | |G|]. O

Korollaari 3.14. Olkoon g € G. Silloin g:n kertaluku jakaa G :n kertaluvun.

Todistus. Tarkastellaan alkion g potensseja. Namé virittavit aliryhmén (g)
(tehtéval). Nyt tulos seuraa Lagrangen lauseesta, silld o(g) = |(g)|. O

Lause 3.15. Jos G on ryhmd, ja N on sen normaali aliryhmd, myos N :n
siwuluokat muodostavat ryhmdn, jota kutsutaan tekijiryhmdakst ja merkitddan

G/N.
Todistus. Tehtava. Tarkastele aksioomia. O]

Maaritelma 3.16. Olkoot G ja H kaksi ryhméa. Kuvaus
¢o:G—H
on homomorfismi, jos kaikille g1, go € G pétee ¢(g192) = &(g1)P(g2).

Homomorfismi on siis kuvaus, joka kuvaa seké alkiot, ettéd sailyttda ryh-
maoperaation.

Esimerkki 3.17. Perusesimerkkejd homomorfismeista ovat:

(i) Kuvaus ¢ : G — 1 on homomorfismi, mille tahansa ryhmélle G. Tété
kutsutaan triviaaliksi homomorfiksi.

(ii) Kuvaus det : GLy(R) — R* on homomorfismi.
(iii) ¢ : G — G/N, missi N < G on homomorfismi.
Maaritelma 3.18. Homomorfismin ¢ : G — H ydin on joukko
Ker(¢) :={g € G:¢(g) =1},

ja homomorfismin kuva, joukko

Im(9) == {h € H : §(g) = h}.
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Tehtéivi 12. Tarkastellaan homomorfismia py, : Z — C* jossa n s e2™/k,

Tésséd Z on ryhmé yhteenlaskun suhteen ja C*:ssa operaatio on normaali
kertolasku. Osoita, ettd tdmé on homomorfismi. Miké on sen ydin ja miké
kuva? Miten kuva ja ydin riippuvat k:sta.

Tehtava 13. Osoita, ettd minkd tahansa homomorfismin
op:G—H
ydin on G:n normaali aliryhma ja ettd kuva on H:n aliryhma.

Maaritelma 3.19. Ryhmien vilista bijektiota, joka on my6s homomorfismi,
kutsutaan isomorfismiksi.

Lause 3.20 (Ensimméinen isomorfialause). Olkoot G ja H ryhmid, ja ¢
epimorfismi,

¢:G— H.
Olkoon N homomorfismin ydin. Silloin G/N = H.

Yleisesti, jos kyseessé ei ole epimorfismi, G/Ker(¢) = Im(¢).

Lause 3.21 (Toinen isomorfialause). Kun H < G ja K <G, silloin HK < G
ja HN K < K sekd

HE/K = H/(H( ) K).
Tamaéan isomorfialauseen muistisaantona toimii suunnikas.

Lause 3.22 (Kolmas isomorfialause). Jos N < G ja N < M < G, silloin
M/N <1 G/N ja
(G/N)/(M/N) = G/M.

Tehtiva 14. S3 on kolmen kirjaimen permutaatioryhmé. Se koostuu 3! = 6
alkiosta. Jos kiiytdmme syklinotaatiota, voimme merkita sen alkiota 1, (12),
(23), (13), (123), (132). Téssd kahden pituiset syklit ovat involuutioita (eli
niiden kertaluku on 2), ja syklit (123) ja (132) ovat toistensa kéénteisalkioita.
Osoita, etta

1. S3 sisdltdd kolme aliryhmaé, joitten kertaluku on 2, ja yhden, jonka
kertaluku on 3. Osoita, ettd kertalukua kolme oleva ryhmé on syklinen
ja normaali Ss:ssa. Kutsumme tatd ryhméad nimelld As.

2. Osoita, ettd S3/A3 = Co. Miltd tdmén ryhmén alkiot nayttavit?
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3. Madritelladn permutaatio parilliseksi, jos se voidaan kirjoittaa parilli-
sena médrana involuutioita, esimerkiksi (12)(13) = (123), joten (123)
on parillinen permutaatio. Kun taas alkio (13) on pariton permutaatio.
Maéritelladn kuvaus

Sy — {1,—1},

misséd ¥ (a) = 1 jos a on parillinen ja —1 jos a on pariton. Osoita, ettd
tamé kuvaus on homomorfismi, kun joukon {£1} ryhméoperaatio on
normaali kertolasku, ja totea edellisen kohdan isomorfismi téta kautta.

Tehtava 15. Olkoon Dg kolmion symmetriaryhmé. Kuvaile ryhmé geomet-
risesti. Osoita konstruoimalla sopiva kuvaus, ettd S3 on isomorfinen ryhmén
Dg kanssa.

3.2 Kertalukua 6 olevien ryhmien luokittelu

Jo vuonna 1854 Cayley madritteli kaikki ryhmaét, joitten kertaluku on kor-
keintaan kuusi. Seuratkaamme hénen jalanjéljissdén ja tutkikaamme néitéa
ryhmié.

Madrittelimme edellisessé kappaleessa alkion kertaluvun. Olkoon g alkio,
jonka kertaluku on m, silloin

(9) ={L.g.9% ....g" '}

Tehtiva 16. Osoita, ettd (g) on ryhmé. Kutsumme ryhméé (g) syklisek-
si ryhméksi. Osoita, ettd (g) on Abelin ryhmé. Jokainen syklisen ryhmén
aliryhméa on myos syklinen.

Tarkastelemme ryhmié, joiden kertaluku on alkuluku p. Olkoon g téllaisen
ryhmén alkio, joka ei ole ykkosalkio. Koska alkion kertaluku jakaa ryhmén
koon, tistd seuraa, ettdi g = 1, ja koska ¢g' # 1, on alkion g kertaluku p
ja ndin ollen G = (g). Itseasiassa kaikki ykkosalkiosta eroavat alkiot ovat
kertalukua p. Tama ryhmaé on syklinen. Kertalukua 2,3,5,7 olevia ryhmié on
nain ollen kutakin vain yksi. Jéaljelle jaavat kertaluvut 4,6.

Propositio 3.23. Kertalukua nelji oleva ryhmd on Abelin ryhmd.

Todistus. Ainakin yksi alkio on kertalukua kaksi, silla jos paritamme alkiot
aina niiden ka#nteisalkioitten kanssa, jaa yksi pariton, joka on siis kertalukua
kaksi. Merkitdan tata alkiota a. Ja merkitddn kahta muuta ei-triviaalia alkio-
ta b ja c. Koska a ja b eivét ole toistensa kidnteisalkioita, eivitka ykkosalkioi-
ta, taytyy olla ab = ¢, mutta sama pétee myos tulolle ba = c. Téasta seuraa,
ettd a ja b kommutoivat. Toisaalta vaihtamalla b:n tilalle c:n, seuraa myoés,
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ettd a ja ¢ kommutoivat. Lopuksi ndytdmme, ettd b ja ¢ kommutoivat. Nyt
b ja c ovat joko toistensa kadnteisalkioita, missd tapauksessa bc = c¢b = 1, tai
kummankin kertaluku on kaksi. Téassé tapauksessa vaistaméatta bc = a = cb.
Joten ryhmaé, jonka alkiot ovat 1,a,b, c on viistaméttd Abelin ryhma.

m

Kertalukua nelja oleva ryhmé on joko C tai Cy x (.

Ylla totesimme, ettd a on kertalukua kaksi. Jos b ja ¢ ovat kertalukua
kaksi, saamme ryhmaksi Cy x Cy. Téatd ryhméa kutsutaan toisinaan myos
nimella Klein Viergruppe, V. Jos b ja c ovat toistensa kdanteisalkioita, ryhmé
on 04.

Tehtdva 17. Kirjoita Cayleyn taulukot néille ryhmille ja vakuutu siité, etta
pelkastaan kertalukua kaksi olevien alkioiden méara erottaa ryhmét toisis-
taan.

On siis jéljelld vain kertaluku kuusi.

Propositio 3.24. Kertalukua 6 oleva ryhmd sisdltia aliryhmdn, jonka ker-
taluku on kaksi, sekd aliryhmdn, jonka kertaluku on kolme.

Todistus. Yl1la kuvatulla alkioiden parituksella saamme selville, ettd on ole-
massa alkio, jonka kertaluku on kaksi. Tama alkio virittaéd syklisen kahden
alkion aliryhmén. Todistamme, ettd on olemassa alkio, jonka kertaluku on
kolme, ja tama virittda kolmen alkion syklisen ryhmaé. Jos ryhméssé on alkio
a, jonka kertaluku on kuusi, virittd alkio a? vaaditun aliryhméin. Voimme
siis lopullista ristiriitaa varten olettaa, etté jokaisen alkion kertaluku on kak-
si. Merkitadn alkioita 1,a,b,c,d,e. Voimme valita alkiot niin, ettd ab = c,
tasta seuraa, ettd bec = a ja ac = b, koska kaikki alkiot ovat kertalukua kaksi,
ovat ne itsensd kddnteisalkioita. Nyt ad = e ja ae = d, koska kyseesséd on
ryhmé. Toisaalta ba = ¢ ja bc = a, joten bd = e (koska b # 1) ja be = d.
Nyt bd = ad = e, misté seuraa supistussaannon nojalla, ettd a = b, mikéd on
ristiriita. [

Kuuden alkion ryhmallé on siis kaksi syklistd aliryhméaéd C5 ja Cf, joiden
leikkaus on tdmélleen ykkosalkio. Jos ryhmé on Abelin ryhmé, ovat kaikki
aliryhmét normaaleja ja talloin se on isomorfinen Cy x C'5 kanssa. Tarkaste-
lemme tapausta, jossa ryhma ei ole Abelin ryhmé, erikseen. Merkitaén ryh-
mén tihin mennessi méiiriteltyja alkiota a, b, b> = e. Koska ryhmi ei ole
Abelin ryhmi, on ab = ¢ ja ba = d. Téasti seuraa, ettd a’b = ac = b ja
ba? = da = b. Nyt myds cd = abba = aea = b, ja dc = baab = b* = ¢ jne.

Némé voidaan koota Cayleyn taulukkoon 1.

Taméa paattaa kertalukua kuusi olevien ryhmien luokittelun. Tarkista,
ettd tdmén ryhmén Cayleyn taulukko on sama kuin S3:n Cayleyn taulukko.
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Taulukko 1: Kuuden alkion epdkommutatiivinen ryhma
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3.3 2-ryhmait

Asrellisia ryhmis, joiden kertaluku on joku kakkosen potenssi kutsutaan 2-
ryhmiksi. Helpoimmat epétriviaalit 2-ryhmét olivat ryhméan C lisdksi Klei-
nin neliryhmé V} ja neljan alkion syklinen ryhmé Cy, molemmat Abelin ryh-
mia.

Kertalukua kahdeksan olevia ryhmié on yhteensé viisi. Kolme Abelin ryh-
mad Cg, Cy x Cy ja Cy x Oy x Cy, sekd epdkommutatiiviset diedriryhmé
ja kvarternioniryhmé. Abelin ryhmien lukumaééra ja luokittelu kdydaan lapi
seuraavassa luvussa kokonaan, joten emme paneudu siihen talla erda. Esitte-
lemme kuitenkin diedriryhmén ja kvarternioni ryhmén ja todistamme, etta
naméi ovat ainoat vaihtoehdot.

Huomaamme myo0s, ettd jos ryhmé on epidkommutatiivinen, siina ei voi
olla alkiota, jonka kertaluku on kahdeksan, silld jos néin olisi, olisi ryhmé
syklinen kahdeksan alkion ryhmé ja siis kommutatiivinen. Alkioitten kerta-
luvut ovat siis joko nelja tai kaksi.

Tehtavi 18. Osoita, ettd jos jokaisen alkion kertaluku on kaksi, on ryhmé
kommutatiivinen.

Nain ollen ryhmaéssa on alkio, jonka kertaluku on neljd. Koska ryhmén
kertaluku on parillinen, on ryhméssd myos ainakin yksi involuutio. Voimme
laskea nyt involuutioitten ja alkioitten, joiden kertaluku on neljé, lukuméa-
ran. Jos alkion a kertaluku on neljd, on myds alkion a® kertaluku nelji, ja
kumpikin virittdd saman syklisen aliryhmén Cj. Kertalukua nelja olevien
alkioitten méaéré on siis parillinen. Niitd on joko kaksi, nelja tai kuusi. Vas-
taavasti involuutioiden méarat ovat viisi, kolme tai yksi. Kaksi neljan alkion
syklistd aliryhmaé leikkaavat joko triviaalisti tai niiden leikkaus on Cs

Tehtava 19. Osoita, ettéd jos kahdeksan alkion joukko, jossa on tésmélleen
nelja alkiota, joiden kertaluku on nelja, ja kolme, joiden kertaluku on kak-
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si, ei voi olla ryhma. Vihje: kirjoita Cayleyn taulukko, jonka ensimmaéisessa
kulmassa on neljin alkion syklinen ryhmé 1, a, a?, a®, merkitse muita alkioita
b,b%, b ja c ja johda ristiriita.

Todistamme nyt laskun avulla, ettd kumpikin jélkimmaé&inen vaihtoehto
antaa vain yhden mahdollisen ryhmarakenteen. Parempien tyckalujen puut-
teessa, kiymme lapi taas Cayleyn taulukkoa.

Ensin késitelladn tapaus, ettd ryhmésséa on kaksi alkiota, joiden kertaluku
on nelja, ja viisi involuutiota. Olkoon alkio, jonka kertaluku on 4, nimeltdan
a, talloin toinen alkio, jonka kertaluku on nelji on a®. Merkitiin sellaista
involuutiota, joka ei ole muotoa a? nimelld 7, loput kolme alkiota voivat olla
nimeltddn ar, a®r ja a®r, ja myds nimi ovat involuutioita.

Taulukko 2: kertolaskutaulu kahdeksan alkion epakommutatiiviselle ryhmaélle

* 1 a a* & r ar a*r o
1 1 a a® a ar a’*r a’r
a a a®> a® 1 ar d*r dr v
a> | a®> o 1 a d*r dr v ar
ad | e 1 a a® o r  ar d’r
T T 1

ar | ar a

a’r | a’r a’

a’r | a®r a?

2 3

Koska arar = 1, a*ra’*r = 1 ja a’ra’r = 1, seuraa lopputaulukko yksiki-
sitteisesti.

Muussa tapauksessa ryhméssa on yksi involuutio ja kuusi alkiota, joiden
kertaluku on neljd. Tadma& ryhmé on viistdméttd isomorfinen kvarternioni-
ryhmén

{£1, +i, £+, £k}

kanssa, jossa pétevét kvarternionien (tdmé on yksi kompleksilukujen yleistys,
Hamiltonin kiisialaa) normaalit laskusidinnot i = j2 = k* = ijk = —1 ja
1) =k, ik =1i,ki=j.

Tehtava 20. Taydenna paattely ja taulukko 3.

Maaritelma 3.25. Maaritellddn ryhmén keskus

Z(G):={g € G:gh=hgVh e G}.
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Taulukko 3: kertolaskutaulu kvarternioniryhmaélle
11114 9 ko-k

111 1 1 4 3 9 k k
1011 4 i 4 3§ k k

Ykkosalkio kuuluu aina ryhmén keskukseen, joten keskus on epétyhja.
Huomaa myos, ettd Abelin ryhmaélle pétee, ettd Z(G) = G.

Tehtava 21. Osoita, ettd Z(G) < G.
Vaite 1. Kertalukua kahdeksan olevan ryhmdan keskus on epdtriviaali.
Tehtava 22. Todista viite laskemalle naiden ryhmien keskus.

Olemme nyt luokitelleet kaikki ryhmét, joitten kertaluku on 8. Miten vai-
keata olisi jatkaa vield pidemmille? Askettéiin Besche, Eick ja O’Brien luokit-
telivat kaikki ryhmét kertalukuun 2000 saakka. Téstéa johtuen he kutsuivat
projektiaan erddnlaiseksi Millennium-projektiksi.

Maaritelma 3.26. Ryhmaéa, jonka jokaisen alkion kertaluku on maaratyn
alkuluvun p potenssi, kutsutaan p-ryhméksi. Taméa maaritelma on ekviva-
lentti sen kanssa, etta adérellisen ryhmén kertaluku on p™.

Heidén luokittelustaan seuraa, ettd suurin osa ryhmistd on 2-ryhmié.
Hankalin osa luokittelusta, oli laskea kaikki 49 487 365 422 ryhméa, joi-
den kertaluku on 2!°. Muita ryhmié, joiden kertaluku on alle 2000, oli timin
jéalkeen jaljella vain 423 164 062.

Tama taulukko on otettu artikkelista

The groups of order at most 2000 Hans Ulrich Besche; Bettina Eick; E.
A. O’Brien Electron. Res. Announc. Amer. Math. Soc. 7 (2001), 1-4.

3.4 Arviot p-ryhmien lukumaarasta

Higman ja Sims jo kuusikymmenluvulla laskivat asymptoottisen arvion sille,
miten monta p-ryhmééa kertalukua p™ on olemassa. Heidédn arvionsa on, etta
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Taulukko 4: Kymmenen hankalinta kertalukua luokittelun kannalta

Kertaluku Lukumaéara
210 49 487 365 422
29.3 408 641 062
29 10 494 213
28.5 1116 461
28.3 1 090 235
28 .7 1 083 553
27.3 5 241 004
27 .32 157 877
28 956 092
26.33 47 937
kertalukua p™ olevia ryhmié on noin p>™*/27+0(m™®) Tjigiksi on huomatta-

va, ettd jos laskemme ryhmié, joitten kertaluku on joku yhdistetty luku n,
ndiden lukumé&éra riippuu n alkulukuhajotelmasta. Jos e(n) on suurin ekspo-
nentti alkulukuhajotelmassa, tiedamme Pyberin todistaneen, etta kertalukua
n olevien ryhmien kokonaisméara on enintédan. n(zzto)e(m)?,

p-ryhmien luokittelu on avoin matemaattinen ongelma. Itseasiassa mate-
maatikot eivit edes haaveile lopullisesta luokittelusta, silld néitd ryhmia on
yvksinkertaisesti liikaa.
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