2 Alkusanat

Ryhmaéteoria voidaan tiivistdd sanomalla, ettd se on symmetrioiden mate-
maattista tutkimista. T&lla ei tarkoiteta yksinomaan kadunmiehen kéasitysté
siitd, ettd joku esine on symmetrinen, jos sille voidaan piirtda symmetria-
akseli niin, ettd kumpikin puoli niyttaa toistensa peilikuvilta, kuten nyt esi-
merkiksi mustelaikkatestin kuvat. Peilisymmetria on tietysti yksi symmetrian
laji, mutta ei ainoa symmetriatyyppi. Esimerkiksi lumihiutale on symmetri-
nen. On totta, etta siind on kuusi symmetria-akselia, joiden ympéri lumihiu-
tale voidaan peilata itselleen, mutta koska lumihiutale on tédydellinen saan-
nollinen kuusikulmio, on silld myos kiertosymmetrioita, itseasiassa yhteensé
kuusi kappaletta. Kuusi? Miten niin kuusi? Sita voidaan kiertaa n x 7 /3 radi-
aania, n = 1,...5,6, mutta 67/3 = 27 eiki se oikeastaan ole kierto. Sovimme
kuitenkin, ettd tdmé& on neutraalikierto, ja ekvivalentti sen kanssa, etta lu-
mihiutale nostetaan tasosta (ja toivotaan ettei se sula téssd kasittelyssi) ja
lasketaan tasolle samaan asentoon. Oikeastaan ryhméteoria ei itsessdan ole
symmetrioita, vaan se kuvaa symmetrisia toimintoja. Mustelaikian tapaukses-
sa, se kuvasi peilaustoimintaa. Ja lumihiutaleen tapauksessa nostoja ja kier-
toja peilausten liséksi. Ryhméteoriassa ryhma itse ja sen toiminnat — ylla
olevassa tapauksessa kaksiuloitteisessa avaruudessa — ovat erottamattomasti
yhteydessa toisiinsa. Kahdessa ulottuvuudessa ja toisinaan kolmessakin, pys-
tymme vield ndkemaén, ellemme itse ryhmaéé, ainakin sen toiminnat, esimer-
kiksi lineaarikuvaukset tasolla. Kun ulottuvuuksia on enemmén kuin kolme,
on syytd turvautua algebralliseen merkintdtapaan, silla ihmismieli ei pys-
ty endd hahmottamaan naitd symmetrioita geometrisesti. Symmetrioita on
siis nakyvid ettd abstrakteja ndkymaéattomia. Vaikka ryhméateoria tuntuisikin
kuivalta algebralta, joka seuraa neljasta tylsésta aksioomasta, se ei ole sita.
Jotenkin ryhméteoria on samantyyppinen kuin esimerkiksi elliptiset kayrat.
Jostain syysta genus ykkosen kayrilla on tavattoman rikas teoria, jota ei ole
muun genuksen kiyrilld. Samaan tapaan my6s monistot kolmessa ulottuvuu-
dessa ovat valtavan paljon mielenkiintoisempia kuin monistot kahdessa, tai
neljai korkeammissa ulottuvuuksissa. Ryhmilla on siis tarpeeksi rakennetta
olla mielenkiintoisia tavalla, jota yhtéélta esimerkiksi puoliryhmét (joukko,
jossa on liitdnnéinen operaatio) tai monoidi (joukko, jossa on liitdnnéinen
operaatio sekéd ykkosalkio) eiviit ole. Yksinkertaisesti liian viahét aksioomat
tuottavat tylsyytta. Toisaalta kuntien teoria on hyvin paljon paremmin ym-
mérretty kuin ryhmien. Kunnan mééaritelméssd on enemmén aksioomia ja
ne tuottavat rajoitetumpia rakenteita — vaikka on kunnissa myos hyvin vil-
leja lukuteoreetikkojen tuottamia esimerkkejé. Toisaalta nama villit kunnat
tuottavat myos villeja ryhmié, joten ehkd ryhméteoreetikot olivat tassikin
yvhteydessé asialla ensin. Témé yhteys tulee tietysti Galois'n teorian kautta.



Talla kurssilla saatamme paédsté Galois’n teorian kautta tutkimaan proéa-
rellisia ryhmié, jos osanottajat hallitsevat Galois'n teorian perusteet, mutta
kuten jokaisella ryhméteorian peruskurssilla, aloitamme pienistéd dérellisistéa
ryhmistd ja erityisesti tutustumme esimerkkeihin, jotka ovat epadkommuta-
tiivisia. Kun ryhmén kertaluku on pieni, seuraa néisté neljastd aksioomas-
ta jo sangen helppo luokittelu ryhmille. Tutkimme tarkemmin kertalukua
kuusi ja kahdeksan olevia ryhmié. Toisinaan myos pelkké kertaluku rajoittaa
ryhmén rakennetta radikaalisti. Todistamme esimerkiksi, etté pelkéastaan Sy-
lowin lauseesta seuraa, etté voi olla olemassa vain kaksi yksinkertaista (epé-
kommutatiivista) ddrellistd ryhméa, joiden kertaluku on alle kolmesataa. Ta-
vallaan ryhméteorian hienous on siiné, etta olioita voidaan luokitella.

Ryhmaéteoria on edelleen hyvin aktiivinen matematiikan tutkimuksen ala,
joka edelleen jakautuu useisiin alahaaroihin. Talla kurssilla tutustumme muu-
tamiin hyvin tuoreisiinkin tuloksiin (emme kuitenkaan yleisesti ottaen niiden
todistuksiin, silld kuten on lukuteorian tapauksessa, jotkut ryhméteoreetti-
set lauseet on helppo esittdd, mutta erittdin hankala todistaa). Opetuksen
periaate ei ole kuivan teorian laajentaminen, vaan yritdn tehda ryhméteori-
aa eldviksi matematiikan alaksi. Sitd varten olen valinnut noin kymmenen
suosikkiryhmaéni. Ne ovat sangen konkreettisia esimerkkejd, joiden kautta
voimme oppia teoriaa ja ymmartad, miksi jokin teoreettinen maaritelméa on
hyodyllinen tai jarkeva. Esimerkit on valittu hyvin erilaisilta matematiikan ja
ryhméteorian aloilta, jotta saamme hieman makua siitd, miten monipuolis-
ta ryhmaéteoria on. Tarkastelemme my6s ryhméteorian yhteyksié eri puolille
puhdasta matematiikkaa.

Vaikka aloitamme &déarellisistd ryhmistd, on hyva pitdd mieles-
sd ettd aarelliset ryhmatkin voivat olla todella suuria. Jopa yk-
sinkertaiset ryhmét, joita voidaan pitdd kaikkien &érellisten ryhmien
rakennuspalikoina, voivat olla valtavia. Suurin nk. sporadinen ryh-
ma tassd luokittelussa, jota myos Hirvioksi kutsutaan, on kertalukua
808017424794512875886459904961710757005754368000000000 = 246.320.59.
76.112-13%-17-19-23-29- 31 -41 - 47 - 59 - 71, miki tarkoittaa ryhmin
alkioiden maaraa.

Yksinkertaiset ryhmét maérittelemme myohemmin talla kurssilla. Hir-
vion tarkempi maaritelméa vaatisi kokonaisen kurssin. Palatkaamme siis al-
keisiin.



