Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II, kurssikoe 16.12.2009: Ratkaisut ja arvostelukommentit
(Jouni Luukkainen), 3 s. Tédma tiedote on my6s kurssin kotisivulla.
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(a) Maéaritd A:mn riviavaruus ja sen dimensio.

1. Olkoon A = [

(b) Maéritd A:n sarakeavaruus ja sen dimensio.
(a) Maéarita A:n nolla-avaruus ja sen dimensio.
Ratk. (a) Matriisin A riviavaruus row(A) on A:n rivivektoreiden [1 0 0] ja [0 1 0] virittdmé ava-

ruuden RY*3 = R3 aliavaruus. Koska matriisi A on (jopa pelkistetyssi) porrasmuodossa ilman nollarivej,
muodostavat sen rivivektorit riviavaruuden kannan. Tédma ndhddan myos suoraan. Siis

row(A) =span{[1 0 0],[0 1 0]}={[z y 0] €R®|xycR}

ja dim(row(A4)) = 2.

(b) Matriisin A sarakeavaruus col(4) on Am sarakevektoreiden [1 0]7,[0 1]" ja [0 0]” virittéméi ava-
ruuden R? = R2X! aliavaruus. Koska matriisi A on (jopa pelkistetyssi) porrasmuodossa johtavin kertoimin
paikoissa (1,1) ja (2,2), muodostavat sen 1. ja 2. sarakevektori sarakeavaruuden kannan. Tdmé nahd&én
my0s suoraan. Siis

col(A) =span{[1 0]7,[0 1]"}=R?,

ja dim(col(A4)) = 2.

(c) Matriisin A nolla-avaruus on null(A) = {x € R3 | Ax = 0}. Jos x = [21 x5 3]" € R®, niin
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Siis
null(A) = span{[0 0 1]} ={(0,0,2) e R® | z € R},
ja dim(null(A4)) = 1. (Yhteensopivasti: dim(null(A4)) = A:n sarakkeiden lkm — dim(row(A4)) =3 -2=1.)

Arvostelusta. 2p+2p+2p. Vastauksiksi riitti kannan tai span-muodon ilmoittaminen. Mutta kannan ja
span-muodon keskenaén sekoittamisesta sakotin 1p.

2. Olkoon A matriisi kokoa n x m. Madritelldidn A kuvajoukko Im(A) niiden vektorien y € R™ joukkona,
joille on olemassa sellainen x € R™, ettd Ax =y.

(a) Osoita aliavaruuden méadritelmaé kéyttéen, ettd Im(A) on R™:n aliavaruus.

(b) Todista, ettd dim(Im(A)) = Rank(A).

(c) Olkoon matriisi A kuten tehtévéssa 1. M&arita Im(A).

Ratk. (a) (i) Jos y1,y2 € Im(A), niin on olemassa sellaiset x1,x3 € R™, ettd Ax; = y1 ja AX2 =y, joten

v1+y2 = Axy + Axs = A(x1 + x3) € Im(A).
(ii) Jos y € Im(A) ja ¢ € R, niin on olemassa sellainen x € R™, ettd Ax =y, joten
cy = cAx = A(cx) € Im(A).

(iii) 0, = A0,, € Im(A).
Ehtojen (i)—(iii) mukaan Im(A4) on R™:n aliavaruus.



(b) Olkoot ay,...,a, € R™ matriisin A sarakevektorit. Talloin, jos x = (21,...,2m,) € R™, niin Ax =
ria; + ...+ xpma,,. Siis

(1) Im(A)={Ax|x e R} ={r1a1 + ... + zpamn | 1,... ,2,m € R} =span{ai,... ,a,} = col(A).

Téten dim(Im(A4)) = dim(col(A4)) = Rank(A).
(c) Olkoon A kuten tehtivissd 1. Tilloin (1):n ja tehtéivin 1(b) nojalla on Im(A) = col(A) = R2.
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Suoraan: Jos x = (71,79, 73) € R?, niin Ax = [
{[z1 x2]" | 21,20 € R} = R2.

Kolmas tapa: (a)-kohdan mukaan Im(A) on R%:n aliavaruus. Toisaalta (b)-kohdan tuloksen ja tehtivin 1
(a)- tai (b)-kohtien mukaan on dim(Im(4)) = Rank(A) = 2. Siis Im(4) = R2.

Arvostelusta. (a)-kohta: 1p+1p+1p=3p.

(b)-kohta: 1p+1p=2p. Oli osoitettava ensin (1); sitten vasta saattoi saada pisteen dim-laskusta. On huo-
mattava, ettd vaikka riviekvivalenteilla matriiseilla on sama riviavaruus, niilld on yleensé eri kuvajoukko;
kukaan ei saanutkaan pisteitd A:n rivien kaytosté.

(c)-kohta: 1p. Vastauksen tuli olla aliavaruus, siis joukko, jolloin R?:n sijasta hyviksyin muodot {[z1 2 ]T |
21,25 € R} ja span{[1 0]7,[0 1]"}. Mutta vastauksen ilmoittaminen vektorina [z x5]  ei vield
tuottanut pistettikéaan; valitan.
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(a) Etsi A:n ominaisarvot karakteristista polynomia kéiyttaen.

3. Olkoon A = [_1 2].

(b) Etsi A:n ominaisvektorit. Tarkasta tuloksesi kertolaskulla.
(c) Kirjoita A muotoon A = PDP~1, jossa D on diagonaalinen, ja laske 42099
Ratk. (a) Ratkaistaan A:n karakteristinen yht&lo:

det(A):det(A—AI):‘_l_g 1_§‘ =(-1-N1-XN)-0-2=X-1=0&\==+1.
Siis A:n ominaisarvot ovat A =1 ja A = —1. (Tadm4 ndhddén myds yldkolmiomatriisista A suoraan.)

(b) Etsitiiéin ominaisarvoon A = 1 liittyvit A:n ominaisvektorit u = (u1,u2) € R? \ {0}:

—_92 9 —2u; +2uz =0 1
(A—I)u—[ 0 O]U—O {O:O @uQ—u1®U—t[1] (t e R\0).
, . a1 21 [y 14201 [-142] 1]
Tarkastus (kun valitaan ¢ = 1): Au—[ 0 1] [1}—{ 01411 }_[04—1]_{1]_1&
Etsitdin ominaisarvoon A = —1 liittyviit Am ominaisvektorit u = (uy,us) € R? \ {0}:

(A= (~1)T)u = [0 2}11:0@{2”220 @uQ:()(:)u:tLﬂ (teR~0).

0 2 QUQ =0
Tarkastus (kun valitaan ¢t = 1): Au = [_(1) ﬂ [(1)} = {(_01)1 _1~_—~1_ 200} = [_01} =— Ll)} =(-1Du
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0 _01] diagonaalin alkioina A:n ominaisarvot 1 ja —1. Mé&éaritel-

(c) Mééritellaan diagonaalimatriisi D = [
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ominaisvektorit (1,1) ja (1,0). Talléin teorian nojalla P on kddntyva ja pétee
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laan matriisi P = [ ] sarakevektoreina naihin ominaisarvoihin vastaavassa jarjestyksessa liittyvat eraat
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Arvostelusta. (a)-kohta: 1p.
(b)-kohta: 3p. Oikeat ominaisvektorit 1p+1p. Néiden virheeton tarkastus 1p. Jos oli késittédnyt tehtdvin
vadrin niin (ja toi sen myos selvésti esille), ettéa pitikin (yhtapitavéstil) tarkastaa yhtdlo AP = PD, sai 1p.
(c)-kohta: 2p. Oikeat (ja yhteensopivat) D ja P tuottivat 1p. En vaatinut, etti olisi laskettu myos P~! =

1 -1
itse) tuotti 1p.

[0 1] . Matriisin A2°%° laskeminen loppuun asti (vaikkakaan ei tarvinnut huomata, etti tulos on juuri A
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4. Olkoon A [0 2}

(a) Mik&d on ominaisarvon 2 algebrallinen kertaluku?

(b) Mé&érita kaikki ominaisarvoa 2 vastaavat ominaisvektorit. Mikéd on ominaosarvon 2 geometrinen kerta-
luku?

(c) Kirjoita A muotoon A = PJP~!, jossa J on Jordanin muoto.

Ratk. (a) Matriisin A karakteristinen polynomi on

det(A — AI) =

}2” fl--2pn

0 2—-X

joten A = 2 on sen kaksinkertainen nollakohta. Téten 2 on A:n ominaisarvo, jonka algebrallinen kertaluku
on 2.

(b) Etsitdén ominaisarvoon A = 2 liittyvit Am ominaisvektorit v = (v1,v2) € R? \ {0}:

1 Lo =0
(A—zf)v:{g 6]v=o@{3“_20 @vgzo@vﬂm (teR~0).

Siis ominaisavaruus null(A — AI) = span([1 0]") on l-ulotteinen. Titen ominaisarvon 2 geometrinen
kertaluku on 1.

(c) Valitaan ominaisvektori v = (1,0). Etsitdin vektori w = (w1, ws) € R?, jolla (A — 21)w = v:

Ly, =1 1 0 0
4’LU2 _ s _ .
0-0 ©w2—4<:>w—L]—s[&—i—h}—sv—kh] (s € R);

valitaan s = 0, jolloin saadaan (yleistetty ominais)vektori w = (0,4). Selvésti pari (v,w) = ((1,0),(0,4))
0
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J = {)\ 1] = {2 1]; talloin luentojen mukaan on
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Arvostelusta. (a)-kohta: 1p.

(b)-kohta: 2p. Ominaisavaruudesta 1p ja geometrisesta kertaluvusta 1p.

(c)-kohta: 3p. Kustakin seuraavasta 1p: w, P ja J. Pari (v, w) on automaattisesti vapaa. Siksi en vaatinut
sita erikseen todistettavaksi. Taméan osoittaa seuraava tulos, joka ilmeisesti luennoilla ohitettiin:

Lemma. Jos A on (2 x 2)-matriisi, A\ € R, v,w € R?, Av = \v, v # 0 ja (A — \I)w = v, niin pari (v, w)
on vapaa.

Tod. Koska v # 0, niin muuten on w = ¢v jollain ¢ € R, jolloin v = (A — A)w = ¢(A — AI)v = ¢0 = 0;
ristiriita. W

(A—QI)w:v@{

on vapaa. Muodostetaan matriisi P = [v w]| = } , joka talléin on kadntyvé, ja A:n Jordanin muoto



