LINEAARIALGEBRA JA MATRIISILASKU II
4. HARJOITUSTEHTAVASARJAN MALLIRATKAISUITA
SEKA RATKAISUHAHMOTELMIA (E.V.)

1. Olkoon A neliématriisi. Osoita:

a) Jos matriisissa A on nollarivi tai -sarake, niin det A = 0.

b) Muodostetaan matriisi B kertomalla jonkin matriisin A rivin elementit
vakiolla k. Silloin det B = k det A.

c) Muodostetaan matriisi B lisidmaélla jokin matriisin A rivi johonkin
toiseen matriisin A riviin vakiolla & kerrottuna. Silloin det B = det A.

Ratkaisu. a) Kehitetddn matriisin A determinantti kyseisen nollarivin tai
-sarakkeen suhteen, jolloin saadussa summassa jokaisessa termissa esiintyy
tulontekijana nolla.

b) Kehitetddn matriisin B determinantti sen rivin suhteen jonka elemen-
tit kerrottiin vakiolla. Nain saatu lauseke on sama kuin matriisin A deter-
minantin lauseke kehitettyné vastaavan rivin suhteen, paitsi ettd jokaisessa
termissa on yliméaraisena tekijana k.

c) Lisdtddn matriisin A rivi i € {1, 2,... ,n} sen riviin j € {1, 2,... ,n}\
{z} vakiolla k£ € R kerrottuna. Olkoon C' se matriisi joka saadaan kun matrii-
sin A rivi j korvataan sen rivilld ¢. T&lloin matriisilla C' on kaksi yhtésuurta
rivid ja siis det C' = 0. Toisaalta

det B —det A =FkdetC =0.

2. Olkoon B mielivaltainen n x n-matriisi ja £’ n x n-alkeismatriisi. Todista,
ettd det(EB) = det E - det B.

Ratkaisu. Jos matriisi £ vaihtaa matriisin B kaksi rivid keskend#n, niin
det E = —1 ja
det EB = —B =det £ - det B.

Jos E kertoo matriisin B jonkin rivin elementit vakiolla & € R, niin
det E = k ja edellisen tehtavén b)-kohdan nojalla

det EB = kdet B = det E - det B.

Lopuksi, olkoon matriisi & sellainen alkeismatriisi, ettd kerrottaessa silla
matriisi B vasemmalta puolelta se lisdd matriisin B jonkin rivin johonkin
toiseen matriisin B riviin jollakin vakiolla kerrottuna. Télloin det E = 1.
Toisaalta edellisen tehtévén c)-kohdan nojalla

det EB =det B =det £ - det B.



3. Olkoon A ylakolmiomatriisi
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a) Néyta, ettd det A = adf.
b) Osoita, ettd matriisin A lavistdjielementit ovat sen ominaisarvot.

Ratkaisu. a) Kehitetddn matriisin A determinantti ensimmaéisen sarakkeen
suhteen, jolloin saadaan suoraan

detA:a-‘

b) Matriisin A ominaisarvot saadaan yhtalosta

a— A b c
0 d— A e =0,
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joka a)-kohdan nojalla sievenee muotoon (a — A)(d — A)(f — A) = 0. Tamén
ratkaisut ovat tdsmaélleen \ € {a, d, f }
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ominaisarvot etsimalld karakteristisen polynomin juuret. Anna kanta jokaisen
ominaisarvon ominaisavaruudelle.

4. Maaraa matriisin

Ratkaisu. Matriisin A karakteristinen polynomi on

2\ 4 ,
=\ —2)\—24.
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Tamén nollakohdat, eli matriisin A ominaisarvot, ovat A € { 6, —4}.
Ominaisarvoa 6 vastaavat matriisin A ominaisvektorit (z,y) € R? saa-

daan yhtéaloista
6x| |2 4||z| |2x+4y
6y| |6 Of|y| 6 '

Vertailemalla ensimmaisia koordinaatteja saadaan ehto x = y. Toisaalta vek-
torit (¢,¢), missé t € R* on mielivaltainen, varmasti ovat matriisin A ominais-
vektoreita. Siis ominaisarvoa 6 vastaavan ominaisavaruuden kannaksi voidaan
valita vaikkapa vektori (1, 1).



Samalla tavalla ominaisarvoa —4 vastaavat matriisin A ominaisvektorit
(z,y) € R? saadaan yhtilista

e vl e

Vertailemalla ensimmaisid koordinaatteja saadaan vaatimus 3x = —2y. Toi-
saalta varmasti vektorit (2t, —3t) ovat matriisin A ominaisarvoa —4 vastaavia
ominaisvektoreita kaikilla ¢ € R*. Siispd matriisin A ominaisarvoa —4 vas-
taavan ominaisavaruuden kannaksi voidaan valita vaikkapa vektori (2, —3).

5. Osoita, ettd A ja B eivit ole similaariset, kun

3 1] . 2 1
A“[—5 7} ) B“{—4 6}’

Ratkaisu. Matriisin A ominaisarvot saadaan yhtalosta

33— -1
-5 T-=2A

joka sievenee toisen asteen yhtiloksi A2 — 10\ +16 = 0. Témin ratkaisut ovat
A€ {2, 8}. Toisaalta matriisin B ominaisarvot saadaan yhtalosta

2—X 1
‘—4 6—A‘Q
joka taas sievenee muotoon A\ —8\+16 = 0. Tamin ainoa ratkaisu on A = 4.
Siis matriisilla B on ominaisarvo, joka ei ole matriisin A ominaisarvo.
Olkoon z € R? matriisin B ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori. |Esi-
merkiksi vektori x = (1,2) kelpaa.| Jos A ja B olisivat similaariset, 16ytyisi
kidntyvi 2 x 2-reaalimatriisi C, jolle A = C~'BC. Erityisesti olisi

AC'2 =C'BCC ' = C 7 'Br = C™! (42) = 4C ',

ja luku 4 olisi matriisin A ominaisarvo.

5 2
A {2 5} |
a) Etsi matriisin A ominaisarvot.

b) Etsi matriisin A ominaisvektorit.
c) Kirjoita matriisi A muotoon A = PDP~! missi D on lavistajdmatriisi

6. Olkoon



Ratkaisu. a) Matriisin A ominaisarvot saadaan yhtalostéa

S5—A 2
2 5—A

=0,

joka sievenee toisen asteen yhtiloksi A2 —10A+21 = 0. Tamén ratkaisut ovat
Ae {3,7}.
b) Matriisin A ominaisarvoa 3 vastaavat ominaisvektorit (x,y) € R? saa-

daan yhtéaloista
3x| |5 2||xz|  |5x+2y
3yl |2 5||ly| |2z+5y|’

Namaé sieventyvét yksinkertaiseen muotoon x = —y. Siis matriisin A omi-
naisarvoa 3 vastaavat tdsmélleen ominaisvektorit (¢, —t), missd parametri
t € R* on mielivaltainen.

Samaan tapaan matriisin A ominaisarvoa 7 vastaavat ominaisvektorit
(r,y) € R? vastaavat ominaisvektorit saadaan yhtéloista

)=l el = )

Néama yhtalot sieventyvét vieldkin yksinkertaisempaan muotoon x = y. Mat-
riisin A ominaisarvoa 7 vastaavat ominaisvektorit ovat siis tdsmélleen vekto-
rit (t,t), missé t € R* on mielivaltainen.

c) Valitaan vaikkapa matriisin A ominaisarvoja 3 ja 7 vastaavat ominais-

vektorit <\/L§, _\/L§> ja <\/L§, \/L§>’ ja valitaan
11

P=| G 2.
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Tamén kiddnteismatriisiksi saadaan helposti
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saadaan suoraan
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