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3. SISATULOAVARUUDET

3.1 PISTETULO R"™:SSA

Miéritelmé 3.1.1. Vektorienx = [21 23 ... z,]" €R"jay =[y1 y2 ... yn]* €
R™ pistetulo on reaaliluku

XY= TkYk = T1y1 + Taya + - + Tnn € R.
k=1

Huomautus 3.1.2. Jos jokaisella a € R samastetaan luku a ja 1 x 1-matriisi
[a] € RYX! voidaan pistetulo x - y esittdi matriisitulona:

U1
Y2 T
x-y:$1y1+-"+$nyn:[x1x2"'m”] : —x Y

Yn

Lause 3.1.3. R":n pistetulolla on seuraavat ominaisuudet:
i) x- x>0 kaikilla x € R"; x-x =0 vain, kun x = 0.

X-y=y-x kakilla x,y € R™.

ii)
i) (x+x)-y=x-y+x' -y kaikila x,x",y € R™.
iv)

(ex) -y =c(x-y) kaikilla x,y € R", c € R.
Todistus. i) Olkoon x = [@1 @ ... z,]" € R". Koska z? > 0 kaikilla &, on
x-x:x%—l—xg—l—---—i—mi > 0.

Jos x # 0, ainakin yksi koordinaatti x, # 0, jolloin x - x > :z:%o > 0.
ii)-iv) ovat suoria laskuja. [

Lauseen 3.1.3 i) nojalla voidaan kaikilla x = [#1 25 ... z,]" € R" mééritelld
x| = VXX = \fat +ad oo+ 20,

vektorin x € R™ normi. Jos n = 1jax =z € R (= R}, ks. ylld), on erityisesti
|z|| = Va2 = |z|, reaaliluvun x:n itseisarvo.
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Geometrinen tulkinta R?:ssa ja R3:ssa. Olkoon n = 2 tai 3, ja x = OX ¢
R™. Pythagoraan lauseen nojalla normi ||x|| on pisteen X (tavanomainen) etéisyys
origosta O. Siten normia ||x|| voidaan kutsua vektorin x pituudeksi.

n=3:

n=2:

|3

1
1
1
|2 i
:
1

O * 4
0 1] N a2l s

OX|=+\/x?+22=|x|] emmmmmmmmeeS N7
0X| = /2 + 3 = \/ (e +23) + 23
= /% + 25 + 25 = ]|

— — —
Olkoot X, Y € R", X 20 #Y,jax = OX, y = OY, jolloin XY =y —x ja
| XY| = ||y — x|| on pisteiden X ja Y (tavanomainen) etaisyys. Olkoon 6 € [0, 7]
vektorien x ja y vélinen kulma (kun vektorien ajatellaan alkavan samasta pisteest).

O

Tasogeometrian kosinilauseen nojalla on

XY 2 = |OX[? + |OY|? - 2|0X||OY] cos 0, eli
ly = xII” = [Ix]I> + llylI” = 2[[x[[[ly|| cos 6.

Toisaalta
ly—xP=@F-x) - (y—-x)=y - (y—x)—x-(y —x)
=y y-y-x—x-y+x-x=|[x]*+|yl]* - 2(x-y);

siis
x -y = |x[/ [yl cos@.
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Esimerkki 3.1.4. Olkoonx=1[1 1 0]" eR3jay=[0 1 1]" € R®. Tillsin

x| = V12412402 = V2, lyll = V02 +12 +12 = V2,
Ix—yl=1[1 0 —1]"=v12+02+ (-1)2= V2,
X y=1-041-140-1=1,

Merkitaan 6:lla x:n ja y:n véalistd kulmaa. Talloin

X - 1
x -y = x|l [yll cosf = cosf= = =

1
[yl v2-v2 2

:}0:

m
X
3.2 SISATULOT

Olkoon V vektoriavaruus.

Maaritelma 3.2.1. V:ssid on annettu sisatulo s, jos jokaiseen pariin v,w € V
liittyy tietty luku s(v,w) € R (siis s on kuvaus V' x V' — R) niin, ettd
i) s(v,v) >0 kaikilla v e V; s(v,v) =0 vain kun v =0,
ii) s(v,w)=s(w,v) kaikilla v,w €V,
i) s(v+v',w)=s(v,w)+s(v',w) kaikilla v,v/,w € V| ja
iv) s(ev,w) = cs(v,w) kaikilla v,w eV, ceR.
V' varustettuna tietylld sisdtulollaan s (eli pari (V,s)) on sisdtuloavaruus.

Huomautus 3.2.2. Sisdtuloavaruudessa (V,s) on tapana merkitd (esimerkiksi)
s(v,w) = (v,w). Mééritelmén 3.2.1 nojalla saadaan seuraavat kaavat, joissa v, v/,
w,w eV, ceR:

) (3.2.1 i)

) (3.2.1 iv)

) (3.2.1 i ja iii)
(v,ew) = ¢(v, w) (3.2.11i ja iv)
) (3.2.1 ii)

) (todistus alla)

) (3.2.11)

) (3.2.11).
(Kolmanneksi alimman kohdan todistus:

(0,w) =(0+4+0,w) = (0,w) + (0,w) =2-(0,w)

— (0,w)=0; (v,0)2<(0,v)=0.)
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Esimerkki 3.2.3. a) R™:n pistetulo on sisétulo (3.1.3). Ellei toisin mainita, R"”
tal sen aliavaruus varustetaan aina talla sisatulolla.

b) Vastaavasti R,,:ssé voidaan maéritelld pistetulo

(122 ... T ] (Y1 Y2 -0 Yn] =T1y1 + Xay2 + -+ TpYn,

joka on sisatulo.

¢) Kun x = [z1 22]7 € R? jay = [y1 y2]" € R, olkoon

s(X,y) = T1y1 — T2y1 — T1Y2 + 3T2Yo.

Niin méiritelty s on sisidtulo R%:ssa: 3.2.1 ii)-iv) todetaan suoralla laskulla, ja i)
seuraavasti:

s(x,x) = x] — 210 + 323 = (21 — 32)* + 225 > 0;

s(x,x) =0 = 21 —22=0=23 = x=0.

(Ei-negatiivisten lukujen summa on nolla vain, kun jokainen yhteenlaskettava on
nolla.)

d) Kun f,g € C°([0,1],R) = {f | f:[0,1] — R jatkuva}, mééritelldin

(f,9) 2/0 f(t)g(t)dt € R.

Niin saadaan sisitulo avaruudessa C°([0, 1], R).

e) Reaalikertoimisten polynomien avaruuteen P saadaan erés sisitulo kaavalla
1
(f9)= | fgat (f9P)
0

Olkoon V sisétuloavaruus (sisdtuloa merkitdan ( , )). Kuten R™:ssé, sanomme,
ettd vektorin v € V' normi (eli pituus) on

vl = V(v,v) =0

(Yleisessé tapauksessa télla késitteelld ei tietenkéén ole varsinaista geometrista si-
saltoa. )
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Lause 3.2.4. (Schwarzin epdyhtilé) Kaikilla v,w € V on

(v wi| < [lv][[[wl].

Todistus. Véite péitee, jos w = 0 (molemmat puolet = 0). Siis voidaan olettaa, etta
w # 0, jolloin ||w]|? = (w,w) > 0. Kaikilla t € R on

0<(v+iw,v+iw) (3.3.)
= (v, V) + t(v, W) + H{w,v) + t*(w, w)
= vI? +2(v, w)t + [wl*t%.

Sijoitetaan erityisesti t = —(v, w)/||w]|? (ylld oleva t:n 2. asteen polynomi saa tilli
t:n arvolla pienimmén arvonsa):

(v,w) 2 (v, w)? v, w)?

= v -

0<|Iv[? —2(v,w)- Wl

[[wi]?
Tésta seuraa, ettd (v, w)2 < ||v|?[|w|? O

R™:n pistetulolla Schwarzin epayhtalo on nimeltdan Cauchyn epdyhtalo

(3.2.5) |T1y1 + -+ Znyn| < \/x%+~-~+x%\/y%+m+y%,

MISSA T1, ..., TpyYly-- -, Yn € R.
Lause 3.2.6. Normin ominaisuuksia: Olkoot v,w €V ja c € R. Talléin
i) [[v||>0; [v|]|=0 < v=0.
i) [v+w| <||v]+]|w| ("kolmioepayhtilc”).
iii) [levl = le] [[v]-
Todistus. i) seuraa 3.2.1 i):sté.

ii) Schwarzin epayhtédlon avulla saadaan
v+ Wi = (v W, v+ W) = (v, v) + (v, W) + (w,v) + {w, w)
= VP +2(v, w) + [w]* < [[vI]* + 2] villlwl + [w]* = ([v]| + [Iw])>.

iii) [lev]]® = (ev,ev) = E(v,v) = PV = lev| =V |v| = el[lvll. O

Olkoot v,w € V, v # 0 # w. Lauseen 3.2.6 i) nojalla ||v|| > 0 ja ||w]| > 0.
Schwarzin epayhtélon nojalla on
(v, w)

e[-1,1],
[v[[[w|
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joten on olemassa yksikésitteinen 6 € [0, 7|, jolla

cosf = M .

Ivi[lwl

Kuten R™:ssé, sanomme, ettd <(v, w) = 6 on vektorien v ja w vélinen kulma. Ylei-

sessa tapauksessa talla kasitteelld ei taaskaan ole varsinaista geometrista sisaltoa.
Vektorit v,w € V ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ortogonaaliset, merki-

taan v L w, jos (v,w) = 0.

Josv#0#w,niinv.1lw < cos<q(v,w) =0 < <(v,w) = g
Maaritelma 3.2.7. Jono (vy,...,V,) sisituloavaruuden V' vektoreita on ortogo-
naalinen, jos v; # 0 kaikilla ¢ ja v; L v; aina, kun ¢ # j. Jono (ui,...,u,) on
ortonormaali, jos se on ortogonaalinen ja ||u;|| = 1 kaikilla i.

Huomautus 3.2.8. Jos (vy,...,v,) on ortogonaalinen, niin (uy,...,u,), missi
u; = v;/||v;|| kaikilla ¢, on ortonormaali. Sanomme, etté tdssd ortonormaali jono
(uy,...,u,) on saatu normittamalla ortogonaalinen jono (vi,...,Vy).
Esimerkki 3.2.9. a) R™:n luonnollinen kanta (ey,...,e,) on ortonormaali piste-
tulon suhteen.
b) Merkitdan
1 T 2 A
u=—[1 1]" e R?,
\/§ '3e1
Uy = —— [1 —1] € R, K
\/§ uQ
T4&ll6in (ug, uz) on ortonormaali.
Lause 3.2.10. (”Pythagoras”)
v +w|?=|v|]*+||w|* <= v Lw.
Todistus. Koska |[v+w|? = (v+w,v+w) = |[v]?+2(v,w)+|w]|? on [[v+w|? =

[v]|? + ||w]||? tdsmilleen silloin, kun (v,w) =0. O
Lause 3.2.11. Jokainen ortogonaalinen jono (vi,...,vy) on vapaa.

Todistus. Olkoot x1,...,z, € R sellaisia, ettd z1vy + --- + z,v,, = 0. Olkoon
i€{1,2,...,n}. Silloin

0=(0,v;) =(z1vi+ -+ Tp,Vp,V;) =
=21(V1, Vi) + -+ xp vy, Vi) =
= x;(v;, V;) ((vj,vi) =0, kun j # 1)
= x| vi |

koska v; # 0, on ||v;||> > 0, joten z; = 0. O
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3.3 GRAMIN-SCHMIDTIN MENETELMA

Seuraava lause osoittaa, miksi ortonormaalin kannan l6ytdminen (dérellisulottei-
selle) sisdtuloavaruudelle olisi hy6dyllista:

Lause 3.3.1. Olkoon S = (uy,...,u,) sisdtuloavaruuden V ortonormaali kanta ja
olkoot v,w € V. Talloin

a) v= Y (v,ur)ug (v:n koordinaatit kannassa S ovat (v,uy), k=1,...,n).
k=1
b) (v, w) = [v]s - [Wls.

Todistus. Olkoon [v]g = [x1 x3 ... mn]T jawls=ly1 vz ... yn]T
a) Kun k € {1,...,n}, on

n
(v,ug) < E xzumuk> = E xi(u;, ug) = T,
i1

koska

1, kunt=%k
<ui7uk> = .
0, kun i # k.

(b) <V,W> = <inui,2yjuj> — sz <uivzyjuj>
- ZZmiyj(ui,uﬁ = szyz =[v]s-[w]s. O

i=1 j=1

Olkoon V sisatuloavaruus. Ortonormaalien jonojen konstruointia varten tarvi-
taan aputulos:

Lemma 3.3.2. Jos jono (vi,...,Vi) on ortogonaalinen ja w € V, on olemassa
tasmdlleen yksi v € span(vy,...,vg), jolla (w —v) L v; kaikilla i € {1,... k},
nimattain

é
5

W —V
=1 VJ7VJ

v span(vi, ..., Vg)
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k
Todistus. Olkoon v = Y x;v;, missd x; € RVj. Olkoon i € {1,...,k}. T&lléin
j=1

(W—v)Llv, < 0=(w—v,v;) =(w,v;)—(v,v;) = (W, V; —<ijvj,vz>

k
(w, v;) Z (Vi vi) = (W, v;) — 2;(V;, v;) < x; = éj’v,\:; O
Lause (ja laskumenetelmi) 3.3.3. (Gram-Scmidt) Olkoon (w1,...,wy) va-

paa jono sisatuloavaruudessa V., n > 1. Talloin on olemassa ortonormaali jono
(uy,...,u,), jolla

span(wiy, ..., wx) = span(uy,...,ux) kaikille k € {1,2,...,n}.

Todistus. Konstruoidaan rekursiivisesti ortogonaalinen jono (vi,...,v,), jolla pé-
tee span(wy, ..., wy) = span(vy,...,vg) Vk € {1,2,...,n}. Vaadittu (uy,...,u,)
saadaan normittamalla: uy = v /[|vi].

1) Koska (wq,...,w,) on vapaa, on wi # 0. Valitaan vi = wy (tai vi = a3wy
milld tahansa a; € R, a; # 0). Silloin (vy) on ortogonaalinen ja span(wp) =
span(vy).

2) Olkoon k < n. Oletetaan, ettd on jo loydetty sellainen ortogonaalinen jono
(Vi,...,Vg), ettd span(wy,...,w;) = span(vy,...,vy) VI € {1,...,k}. Jos k < n,
jatketaan ja maaritellaan

k

Vit = Wiy = 3 L VI)
k+1 k+1 = <Vj,Vj> 7

sekd Vipi1 = ap41Vy,, milld tahansa ary1 € R, agpq1 # 0 (esimerkiksi apyq = 1).

Lemman 3.3.2 nojallaon vi41 L v; Vi € {1,...,k}. Liséksi vi11 # 0. Jos nimittain
olisi V41 = 0, niin v;,__; = 0, jolloin Wi 1 € span(vy,...,Vvy) = span(wi, ..., W),
misté seuraisi, ettd (wy, ..., Wg41) olisi sidottu vastoin oletusta.
Lopuksi span(wy,...,Wg41) = span(vy,..., Vi), koska span(wy, ..., wg) =
span(vy, ..., vg) ja konstruktion nojalla
V41 € span(vy, ..., Vg, Wii1) = span(wy, ..., Wi, Wii1)

ja wiq1 € span(vy,..., viyr). O
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Huomautus 3.3.4. a) Kertoimien aj, # 0 sopiva valinta saattaa helpottaa lasku-
tyota.

b) Jos Gramin—Schmidtin menetelméé yrittda soveltaa jonoon (wq,...,w,), joka
ei ole vapaa, on Wy € span(wy,...,wy) jollakin £ € {1,...,n — 1}, ja tdlldin
konstruoitava vektori vii1 = 0.

Esimerkki 3.3.5. Tarkastellaan vektoreita wy =[1110]" , wy=[—10—11]"

jaws=[-100—1]" sisituloavaruudessa R* (sisétulona pistetulo, kuten tavalli-
sesti). Jono (w1, wsy, w3) on vapaa (miksi?). Sovelletaan sithen Gramin—Schmidtin
menetelmad, so. ortogonalisoidaan ko. jono.

Valitaan vi = wj.

vy = Wa — :,szllvl =W2—(—§)V1 =[-32-31]";
valitaan vo = 3v) = [—1 2 —1 3]".
Vg:WB_W3-V1Vl_W3-V2V2:W3_(_1)V1_<_3)V2:[_% 513 T
ViV Vo - Vo 3 15
valitaan vs = 5vj = [—4 31 —=3]" .

On saatu ortogonaalinen jono (vi,va,vs3). Normitetaan:

Vi 1

u; = =—[1110]",
Ivill V3
Vo 1 T
uy = = —[-12-13]",
Ivall /15
1
uy = 2 [—431-3]T.

sl V35
Té&ll6in (ug, uz, uz) on ortonormaali jono. [

Seuraus 3.3.6. Adrellisulotteisen sisituloavaruuden V' jokainen ortonormaali jo-
no (uy, ..., uy) voidaan tiydentid V :n ortonormaaliksi kannaksi (uy, ..., Uk, Ugt1,
..., Uy). Erityisesti V:lld on ortonormaaleja kantoja.

Todistus. Lauseen 3.2.11 mukaan (uj,...,u;) on vapaa. Seurauksen 2.5.11 a)-
kohdan mukaan se voidaan tdydentdd V:n kannaksi (uy, ..., g, Wit1,...,Wy). So-
veltamalla tdhan jonoon Gramin—Scmidtin menetelmad saadaan V:n ortonormaali
kanta (ui,..., Uk, Ugt1,...,Uy,) (vektorit uy, ..., ug eivdt muutu konstruktiossa,
jos valitaan ag = --- =ap =1). O
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3.4 KOHTISUORA KOMPLEMENTTI JA PROJEKTIO

Olkoon V sisdtuloavaruus ja W C V aliavaruus. W:n kohtisuora komplementti

V:ssa on
Wt={veV|vlw kaikilla we W}.

Lause 3.4.1. W+ on V:n aliavaruus.
Todistus. i) Olkoot vi,ve € W ts. (vi,w) =0 = (vo,w) Yw € W. Tilloin
(vi+va,w)=(v,w)+ (vo,w)=0+0=0 YweW,
joten vy 4+ vy € W,
ii) Olkoon v € W=, ts. (v,w) =0Vw € W, ja a € R. Tillsin
(av,w) =a(v,w)=a-0=0 YweW,
joten av € W+,
iii) 0€ W+, koska (0,w)=0vwecV. O

Huomautus 3.4.2. Samoin n&hdaén, ettd {v € V | v L s kaikilla s € S} on
V:n aliavaruus, kun S C V' on mielivaltainen osajoukko.

Jos W on airellisulotteinen, W+ voidaan karakterisoida &érelliselld méasralla
ehtoja:

Lause 3.4.3. span(wi,...,wi)t={veV|v.lw, j=1,...,k}.
Todistus. ”C”. Selva.

727, Olkoon v L wj eli (v,w;) =0Vj e {1,...,k}, jaw € span(wy,..., W),
jolloin w = xywy + -+ - + Wy erdilld x; € R, ¢ =1,..., k. Silloin

(v,w) =(v,z1wW1+- - +xpWg) = 1(V,W1)+- - -+ (v,wWg) = 2104 42,0 = 0,

joten v L w. Niin ollen v € span(wy,...,wg)t. O

R™:ssé, (pistetulon suhteen) span(ay,...,a,)" on eriin homogeenisen yht#ls-
ryhman ratkaisujoukko:
Lause 3.4.4. Olkoot ay,...,a, € R™ matriisin A € R™*" sarakkeet. Tdlloin
avaruudelle Col(A) = span(ay, . ..,a,) pdtee

Col(A)*+ = Null(AT).

Todistus. Olkoon x € R™. Silloin

x € Null(AT) <= ATx =0 (matriisitulo) <= a]Tx:O Vj (matriisitulo)

< a;j-x=0 Vj (pistetulo) <= x €span(ay,...,a,)" (3.4.3). O
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Lause 3.4.5. Olkoon W sisdtuloavaruuden V' dadrellisulotteinen aliavaruus. Silloin

a) jokaista v € V kohti on olemassa yksikdsitteiset w € W ja w' € W+, joilla
v=w-+Ww;

b) (WL)L — W;

c) jos koko V' on ddrellisulotteinen, on lisiksi

dim(V') = dim(W) + dim(W ™).

Todistus. a) Olkoon (wq,...,wy) W:n ortonormaali kanta (seuraus 3.3.6). Jos
v € V, on lemman 3.3.2 nojalla olemassa yksikasitteinen w € W, nimittain

k
w = Z(V,Wj>Wj,
j=1
jolla w' = v — w € W+. Nyt tietenkin v =w + w’.

b) Olkoon w € W. W:n miiritelmén nojalla w L w Yw’ € W+, joten w L w’
vw’ € W, mistd seuraa (W+)1-m miiritelméin nojalla, ettdi w € (W)L, Siis
W c (W)L

Kiintien, olkoon v € (W1)L. Kohdan a) nojalla v = w + w’ eriilli w € W,
w’ € Wt. Koska v € (W+)+ on (v,w’) =0, ja siis

0=(v,w)=(w+w,w)=(w,w)+(w,w)=0+]|w|* =[|w]>

Téstd seuraa, etti w’ = 0, ja edelleen v =w € W. Niin ollen (W)t c W,

c¢) Olkoon (wi,...,wy) Wim kanta ja (w},...,w/) Wom kanta. Olkoon v € V.
Kohdan a) mukaan v:114 on yksikésitteinen esitys v.= w + w’, missi w € W
ja w' € W+. Lauseen 2.5.2 nojalla w:lli ja w’:lla on yksikisitteiset esitykset
W =121W1 + -+ TpWg jJa W =y W] + -+ ywy, missd x1,..., Tk, Y1, ..,y € R.
Laskemalla nama yhteen saadaan v:lle yksikasitteinen esitys

V=$1W1+---+kak+y1w’1+---+ylw;

vektorien wy, ..., wg, Wi, ..., w; lineaarikombinaationa. Koska tdmé pétee jokai-
sella vektorilla v € V, on (w1, ..., Wy, Wi, ..., w)) lauseen 2.5.2 nojalla V:n kanta.
Siten

dim(V) =k +1 = dim(W) + dim(W=). O

Olkoon W V:n &érellisulotteinen aliavaruus ja vo € V. Kun vy = w+wy(), missé
wo € W jaw) =vg—wg € W+ kuten 3.4.5 a):ssa, merkitdan

projw (vo) = wo € W,
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vo:n kohtisuora projektio W:lle.

Koska wq L w{, on lauseen 3.2.10 nojalla
Ivoll* = [Iwoll* + Iwg 1> = lwol|* + [[vo — woll®

Lauseen 3.5.5 a):n todistuksessa havaittiin: Jos (wq,..., wy) on W:n ortonormaali
kanta, on

k
projy (vo) Z (Vo, Wj)w
j=1
Kun w € W, w # wq, on ||vg — wyl| < [[vg — W||, silla
Ivo = w* = [lwo + w — w|* = [[(wo — w) + woll* = [[wo —wl|* + [[wl|*
> [[wll* = flvo — woll?,
koska wy —w # 0. Siten

(3.4.6) d(vo, W) = ||[vo — projy (vo)|| = min {||vo — w|| | w € W}

on vo:n (lyhin) etdisyys aliavaruudesta W.

Huomautus 3.4.7. Olkoon sisatuloavaruus V &arellisulotteinen ja W C V' aliava-
ruus. Lauseen 3.4.5 b)-kohdan mukaan on (W=)+ = W. Kunv € V, w = projy (v)
jaw =v—w,onv=w +w, missi w € Wt jaweW = (W)L Kohtisuoran
projektion mééritelmén mukaan on w’ = projy, . (v), ja saadaan kaava

projy (v) + projyyo(v) =v VveV.

Esimerkki 3.4.8. a) Olkoon W = span(w) = {tw | t € R}, missd w # 0 (siis
dim(W) =1), jav € V. Koska (w/||w]|) on W:n ortonormaali kanta, on

W> wo_{v,w)

Iwll - fwl?

)

potwo)= {3,
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d(v,W)? = ||v = projy (V)| = [Iv]* — || projw (v)|*

LW o

12 = IVIPIwl? = (v, w)?

= |v]* -

[[wil* [wi|?

b) Olkoon wy = 3 [21 —21", wy = % [101]7, ja W = span(wy, ws) C R3.

TAllin (w1, W) on W:m ortonormaali kanta. Olkoon v =[1 1 0]" € R3. Silloin

1 1

roju/ (v) = (v-wi)wy + (V- Wo)Wg = W + —=Wg = 72—1T,
projy (v) = (v - wi)wi + (v - wa)ws 1\/526[ ]

v — projyy (v) = [1 1 O]T—%WZ 1" =21-141]",

S|

1 1
d(v,W) = ||v —projy (v)| = 6‘/(_1)2 +424+12 = 5\/5,

Lauseesta 3.4.5 b) seuraa

Lause (ja laskumenetelmai) 3.4.9. Jokainen R™:n aliavaruus on jonkin homo-
geenisen yhtaloryhman ratkaisujoukko.

Todistus. Olkoon W C R™ aliavaruus. Lauseen 2.5.12 nojalla W on &aarellisulot-
teinen, joten W = span(ay,...,a,) erdilld a;, ..., a, € R™. Merkitddn A =
[a; a2 ... a,] € R™*™" jolloin W = Col(A). Lauseen 3.4.4 nojalla

Wt = Col(A)* = Null(AT)

on yhtaloryhman a;-x =0, j = 1,...,n, ratkaisujoukko. Ratkaisemalla taméan yh-
taloryhmin saamme W+:n kannan (by,...,b,), ks. 2.6.9 (itse asiassa virittijijono
riittda). Siis WL = span(by,...,b,) = Col(B), missi B = [b; by ... b,.] € R™*"
ja 3.4.5 b):n nojalla

W =Wt = Col(B)*+ = Null(BT)

on yhtaloryhmén b; -x =0, j = 1,...,r, ratkaisujoukko. []
Askeisessi lauseessa mainittu, annettua aliavaruutta esittéivé homogeeninen yh-

taloryhma ei tietenkaan ole yksikasitteisesti maaratty.

Esimerkki 3.4.10. a) Tason normaalimuotoinen yhtils. Tarkastellaan R3:ssa
tasoa
T={p+sv+tw]|s,teR}=p+W,

missi p,v,w € R? v f w ja W = span(v,w) (siis dim(W) = 2). Lauseen 3.4.5 c)
nojalla dim(W+) =3 — 2 =1, joten W+ = span(a), missi a = [a; as az]’ € W+,
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a # 0; siis a on W:n ja T:n (mika tahansa) normaali, esimerkiksi a = v xw ristitulo,
joka opitaan muodostamaan kappaleessa 3.5. Kuten 3.4.9:ssa,
W = (W = span(a)* = {x | a-x = 0},
T={x|x—peW}={x|a - (x—p)=0}
Yhtélo a- (x — p) = 0 eli a1z1 + agxs +agxs +b =0 (b= —a-p) on T'n
normaalimuotoinen yhtalo.

b) Pisteen etdisyys tasosta. Tarkastellaan edelleen a)-kohdan tasoa T. Olkoon

y = [y1 y2 y3]" € R3. Koska (a/||a]|) on WL:n ortonormaali kanta, on y:n etéisyys
tasosta T'

dly,T)=d(y —p,W) =|(y —p) — projw (y — P)|| = || projy -+ (y — p)||
‘ _ |(y - p) : a| ”aH _ |CL1y1 + agy2 + azys + b|

|- o) e e er
=y —-p)
lall /- llall 2]l a? + a3 + a3

Esimerkki 3.4.11. Olkoon v; = [10 —1]", vo = [011]", wy = [1 =1 0],
wy = [021]" ja V = span(vy,vy) C R3, W = span(wy, ws) C R3. Helposti
nahdaan, etta

VAW ={xcR?|xecVijaxecW}

on R3:m aliavaruus (geometrisesti kahden origon kautta kulkevan tason leikkaus).
Etsittava V N W:lle jokin kanta.

Ratkaisu. Olkoon x = [z1 x5 x5]" € R3. Etsitian aluksi V:lle ja W:lle normaali-
muotoiset yhtalot.
— I3 = 0

— x=t[1-11]",

T
xeVt <= v - x=vy-x=0 <
.CIZ2+.CC3:0

t € R. Siis V+ =span([1 -1 1]7), ja
xeV=WVHt —= [1-11]" x=0 < 1 —z3+235=0.
Vastaavasti W+ = span([1 1 —2]7), ja

xeW=WHt —= z;+25 — 225 =0.

Edelleen

xr1 — T2 + .’173:0

erﬂW<:>{ <:>~~~<:>x:t[132]T,

.’1?1+£C2—2$3:0

missi ¢ € R. Niin ollen V N W = span([1 3 2]7) on yksiulotteinen (origon kautta
kulkeva suora), kantana vektori [1 3 2]7.
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3.5 RIsTITULO R?:55A
Tarkastellaan R3:m vektoreita u = [uy ug uz]’ jne.
Masritelmi 3.5.1. Vektorien u, v € R? ristitulo on
U2V3 — U3V

uxv=|ugv; —uvs | = (ugvz — uzvo)i+ (uzvy — u1v3)j + (u1vs — ugvi )k € R?,
U1V2 — UV

Palautetaan mieleen: i=e; =100 T ine.
( ]

Huomautus 3.5.2. Luvussa 5 merkitaan

U2 U3

; (2-rivinen determinantti) jne.
3

U2V3 — U3V2 =

Esimerkki 3.5.3. (a) Olkoon u = 2i + j + 2k ja v = 3i — j — 3k. Téll6in

uxv=(1-(=3)-2-(-1))i+(2:3-2-(=3))j+ (2-(-1) - 1-3)k = —i+12j — 5k.

(b) ixi=jxj=kxk=0;
ixj=k jxk=1i kxi=j
jxi=-k, kxj=-i, ixk=-j.

Lause 3.5.4. Ristitulon ominaisuuksia:

i) uxv=—(vxu) (antikommutointi)

xu=0 (alternoivuus)

(vxw)=(uxv)-w

)
)
)
) u

vi) 0 xu=ux0=0
) u
) (uxv)xw=(u-w)v—(v-w)u
)
)

x) [[ux v|]? = [[ul]?||v]]? = (u-v)? (Lagrangen identiteetti).



78

(Muistisdénto kohtiin viii) ja ix): ” Yksindinen kaipaa seuraa, laitimmaiset ensin”).
Todistus. Kohdat i)-ix) voi todistaa suoralla laskulla. Esimerkiksi ix):
u X (v x w) = (u1i+ usj + ugk) x ((v2w3 — v3ws)i + (vswy — viws)j
+ (viws — vown) )k
= (uguiwy — UgVawy — UzvVzwWy + Uzv W3 )i
+ (uzvws — ugvzwa — UIVIW2 + UTVWT )]
+ (uv3wy — u Vw3 — ugvaws + ugvzwa )k
= (urw1 + vgws + ugws)(v1i + vaj + vsk)
— (u1v1 + ugve + uzvs)(wii + waj + wsk)
=(u-w)v—(u-v)w.
x) seuraa muista kohdista:
luxv|P=uxv)-(uxv)Zu-[vxuxv)
Xu- [(v.-viu—(v-u)v]=(u-u)(v-v)—(v-u)(u-v)

= [u?Iv[* = (u-v)%. O
Seuraus 3.5.5. a) ul (uxv), vl (uxv).
b) ||lux v|| = |lul||v]sinf, 6= <(u,v)e€[0,7], kunu#0#v.
Todistus. a) 3.5.4 vii):n nojalla on
u-(uxv)=(uxu)-v=0-v=0,
v-(uxv)=(uxv)-v=u-(vxv)=u-0=0.
b) Koska u - v = ||ul|||v]| cosf, on 3.5.4 x):n nojalla

lux v[[* = Jul*[|v]*(1 = cos® 0) = |lul]*|lv]]*sin” 6.

Koska 6 € [0, 7], on sinf > 0, joten
Ja x v|| = ul[||[v]|sing. O
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Lause 3.5.6. ux v # 0 <= (u,v) on vapaa. Tdlléin (u x v) on span(u, v)::m
kanta ja (u,v,u x v) on R3:n kanta.
Todistus. ” = 7. Jos (u, V) on sidottu, niin u = av tai v = bu, missi a,b € R.

Siten u x v=a(vxv)=0taiuxv=>b(uxu)=0.

7 «<=". Jos (u,v) on vapaa, niin u # 0 # v ja u }f v. Siten |[ul| > 0, ||v|| > 0 ja
0 = <(u,v) €0, x|, jolloin [[u x v|| = ||ul|||v]/ siné > 0. Siis u x v # 0.

Olkoon (u,v) vapaa. Merkitadn W = span(u,v). Koska dim(I¥') = 2, on lauseen
3.4.5 ¢) nojalla dim(W+) = dim(R3) — dim(W) = 1. Koska toisaalta u x v.€ W+
(lause 3.5.5 a) ja u x v # 0, on (u x v) on W:n kanta. Kuten lauseen 3.4.5 c)
todistuksessa, voidaan paitelld, ettd (u,v,u x v) on R®mn kanta. O

Geometrisia sovelluksia.

Sovellus 3.5.7. Kolmion ja suunnikkaan ala. Olkoot P,Q,R,S € R3, u = PQ,
— —
v =PR, u+ v = PS. Suunnikkaan PQSR pinta—ala on

|PQ|h— lalflv]sing *2° flu x v].
Kolmion PQR pinta-ala = $|lux v|. O
R S
v/
h .
9 \\
P u Q@

E81merkk1 3.5.8. Olkoon P (2,2,4), @ = (—1,0,5) ja R = (3,4,3). Télléin
u—PQ——31—2_]—|—k V—PR—1—|—2_] k ja u x v = —2j — 4k; kolmion PQR

ala on . X
Sl vl =gl =2 — k|| = j+ 2k|| = V12 + 22 = V5.

Sovellus 3.5.9. Suuntaissirmién ja tetraedrin tilavuus. Vektorien u,v,w € R3
virittaman suuntaissarmion tilavuus on

Ah = ||vx w| - |u| - |cos<t(u,v x w)| = |u- (v x w)|.

vV X'W

s
I

T

N
N
N
N
N
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Ko. vektorien virittaméan tetraedrin tilavuus on

1 1
c—A-h==u-(vxw). O
2 6

Wl =

- (pohjakolmion ala) - h =

Wl

Esimerkki 3.5.10. Olkoon u =i—2j+ 3k, v=i+3j+kjaw=2i+j+ 2k.
T&ll6in v x w = 5i — 5k ja u- (v x w) = —10. Suuntaissdrmion tilavuus on siis
=|u-(vxw)|=|-10| = 10.

Sovellus 3.5.11. Tason normaali. Olkoot p,v,w € R3 v J} w. Lauseen 3.5.6
nojalla tason
T={xcR®|x=p+sv+tw, s,tcR}

erds normaali on v X w; T:n normaalimuotoinen yht&lé on siis (v x w) - (x—p) =0
(vrt. 3.4.10 a). O

Esimerkki 3.5.12. Pisteiden P = (2,-2,1), @ = (-1,0,3) ja R = (5,—-3,4)
kautta kulkevan tason 1" erads normaali on

—_— —
PQ x PR = (—3i + 2j + 2k) x (3i — j + 3k) = 8i + 15j — 3k.
—
T:n normaalimuotoinen yhtélo on siten (8i 4 15j — 3k) - (x — OP) =0 eli

8(x1 —2) +15(x2+2) —3(xz3 —1) =0 eli 8zy+ 15292 — 33+ 17 =0.

Sovellus 3.5.13. Pisteen etaisyys suorasta. Olkoot P,Q € R3, ﬁ)’ = p, O_Cj =q,
jaw € R3, w # 0. Merkitdin W = span(w) ja

(=p+W={xcR®|x=p+tw, tc R}
Pisteen @) etaisyys suorasta ¢ on

Esimerkin 3.4.8 a) nojalla

_ 2 2 o . 2 . 9
d(q—p,W)? = la —pl*[w|* = ((@a—p) W) 3.54x |(a—p) x W] |

[[wi}” [wi|?

joten




81
3.6 PIENIMMAN NELIOSUMMAN MENETELMA

Yhtaloryhman pienimman nelisumman ratkaisut.

Olkoon A = [a;;] € R™ " m x n-matriisi ja b = [by by ... by]" € R™
sarakevektori. Tarkastellaan jélleen kerran lineaarista yhtaloryhméaa

(3.6.1) Ax =b.
Olkoon W = Col(A) C R™ matriisin A sarakeavaruus; siis
W={Ax|x e R"} ={r1a1 + - -+ zpa, | z1,...,2, € R},

missa aq,...,a, € R™ ovat A:n sarakkeet.

Yhtéloryhmaélld 3.6.1 on ratkaisuja (eli yhtaloryhmé on ratkeava) tdsméalleen sil-
loin, kun b € W. Talloin jokaisella 3.6.1:n ratkaisulla x on ||Ax — b|| = 0 (téssi
kaytetadn R™:n tavallista, pistetulon madradméaa normia), ja muilla R™:n vektoreil-
lax on ||Ax—Db]|| > 0. Jos 3.6.1 ei ole ratkeava, ts. b ¢ W, on ||[Ax —b|| > 0 kaikilla
x € R™. Tassa tilanteessa kannattaa tarkkojen ratkaisujen puuttuessa usein et-
sia mahdollisimman hyvia 3.6.1:n ”likimaaraisia” ratkaisuja, so. sellaisia vektoreita
x € R", ettéd etiisyys ||[Ax — b|| on mahdollisimman pieni.

Huomautus 3.6.2. Merkitddn Ax =y =[y1 v2 ... Um ]T € R™. Lausekkeen
|Ax — b|| minimoiminen merkitsee neliGsumman

|[Ax —b[|> = |y = b[|> = (y1 = 01)*> + -+ (Ym — bm)*

pienimman mahdollisen arvon etsimista.

Maaritelma 3.6.3. Vektori X € R" on yhtaloryhmén 3.6.1 pienimman neliosum-
man ratkaisu, jos

|A% — b|| = min{[|Ax — b]| | x € R"}.

Huomautus 3.6.4. a) Yleensd 3.6.1:n ”pienimmén nelidsumman ratkaisu” X ei
siis ole "ratkaisu” tavallisessa mielessé, vaan ||Ax — b|| > 0.

b) Jos 3.6.1 on ratkeava, sen pienimmén neliGsumman ratkaisut ovat samat kuin
tavalliset ratkaisut, nimittain ne vektorit x, joilla ||[Ax — b|| = 0.

Olkoon b = projy,(b) € W vektorin b kohtisuora projektio avaruudelle W =
Col(A). Koska siis b € W, yhtaloryhmé Ax = b on ratkeava. Olkoon % € R”

jokin taman yhtaloryhman ratkaisu, ts. AX = b. Tallsin siis A% on b:n kohtisuora
projektio W:lle, joten 3.4.6:n mukaan

|AX — b|| = min{||w — b|| | w € W} = min{||Ax — b|| | x € R"},
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ts. X on 3.6.1:n pienimmaén neliosumman ratkaisu. Jos taas X € R” ei ole yhtaloryh-
mén Ax = b ratkaisu, vaan Ax #* b, on kaavaa 3.4.6 edeltivin tarkastelun nojalla
|A% — b|| > ||b — b||, joten % ei ole 3.6.1:n pienimmén neliGsumman ratkaisu.

Olemme nyt todistaneet, ettd X € R™ on yhtaloryhman 3.6.1 pienimmaéan nelio-
summan ratkaisu tédsmélleen silloin, kun AX = projy, (b), ja téllaisia vektoreita %
on olemassa. Kohtisuoran projektion maaritelman nojalla on

A% = projy, (b) <= A% —bec Wt = Col(4)*
224 AT(AR—b)=0 < ATA%x = ATb.
Lause 3.6.5. Yhtaloryhmalla 3.6.1 on aina pienimman neliosumman ratkaisuja.

Vektori X € R™ on 3.6.1:n pienimmadn neliosumman ratkaisu tdasmalleen silloin,
kun

ATA%x = A"b. O
Yhtiloryhma AT Ax = ATb, jonka ratkaisut siis ovat 3.6.1:n pienimmén nelio-
summan ratkaisut, on nimeltaan yhtaloryhmaan 3.6.1 liittyva normaaliryhma.

Esimerkki 3.6.6. Etsi yhtdloryhméan Ax = b pienimmén neliGsumman ratkaisut,
kun

4 0
1 1 11

Ratkaisu. Koska

4 0 2
v, [4 01 1] . e 40001 _[19
AA_{O 2 1} (1) ? _ll 5} i Ab_lo 2 1} 0 _[11}’

on yhtaloryhméaén Ax = b liittyva normaaliryhma

17 1] [z ] [19
1 5| |xo| [11]°
Télld on yksikésitteinen ratkaisu X = [1 Q]T, joka siis on yhtaloryhméan Ax = b

ainoa pienimmaén neliosumman ratkaisu. [

Esimerkki 3.6.7. Etsi yhtdloryhméan Ax = b pienimmén neliGsumman ratkaisut,
kun

1 1 0 07 [ —37
1 1 0 0 -1
1 01 0 0
A= 1 01 0f° b= 2
1 0 0 1 )
(1 0 0 1 L1
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Ratkaisu. Laskemalla saadaan talla kertaa

6 2 2 2 4
T, |2 2 0 0 . | —4
AT A= 2 0 2 0 ja A'b= 9
2 0 0 2 6
Normaaliryhméan
6 2 2 2 1 4
2 2 00 o | | —4
2 0 0 2 X4 6

taydennetty matriisi on riviekvivalentti porrasmatriisin

1 00 1 3
01 0 -1 =5
0 01 -1 =2
0 0 0 O 0

kanssa, joten normaaliryhman ratkaisujen koordinaatit saadaan ehdoista x1 = 3 —t,
9 =—b+1t, x5 =—-2+t, x4 =t € R. Normaaliryhman ratkaisut eli yhtaloryhman
Ax = b pienimman neliGsumman ratkaisut ovat siis

(teR). O

Huomautus 3.6.8. Lauseen 3.6.5 todistus antaa uuden keinon projektiovektorin
projy, (b) laskemiseksi, kun W = Col(A): Etsitdin jokin normaaliryhmin AT Ax =
ATb ratkaisu %; téllsin projy, (b) = A%.

Kuten esimerkki 3.6.7 osoittaa, yhtaloryhmalla 3.6.1 voi olla useita pienimman
nelidsumman ratkaisuja. Jos kuitenkin n x m-matriisi A7 A on sdénnéllinen, nor-
maaliryhmilld AT Ax = ATb on yksikésitteinen ratkaisu

%= (ATA)"1ATD,

joka talloin on 3.6.1:n ainoa pienimman neliGsumman ratkaisu.
Seuraava tulos kertoo, milloin A7 A on saannollinen:
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Lause 3.6.9. Matriisi AT A on sidnnéllinen, jos ja vain jos rank(A) =n (eli Amn
sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat).

Todistus. 7 = 7. Oletetaan, etti AT A on sdanndllinen. Olkoot z1,...,z, € R
sellaisia, ettd zia; + --- + x,a, = 0, missid ay,...,a, ovat A:n sarakkeet kuten
edellikin. Tallsin vektorilla x = [27 ... x,] pitee Ax = 0, joten myds x =
(ATA)L(ATA)x = (ATA)1AT(Ax) = (ATA)1AT0=0¢elizy = - =2, = 0.
Nain ollen sarakkeet ai,...,a, ovat lineaarisesti riippumattomat.

7 <= 7. Oletetaan, ettd A:n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat. On
osoitettava, ettd matriisi AT A on sddnnollinen, jota varten riittdd lauseen 1.6.5
kohdan iii) nojalla niyttii, ettd homogeenisella yht#loryhmailld A7 Ax = 0 on vain
triviaali ratkaisu. Olkoon siis x € R™ sellainen, etti A7 Ax = 0. Talléin myos

0 =x"ATAx = (Ax)"(4Ax) = (Ax) - (Ax) = || Ax]]?,

mista seuraa, ettd Ax = 0. Tama merkitsee sita, ettd x1a; +---+x,a, = 0. Koska
A:n sarakkeet ai,...,a, ovat lineaarisesti riippumattomat, saadaan x; = --- =
r, = 0 eli x = 0, kuten pitikin. [J

Varoitus 3.6.10. Lauseen 3.6.9 tilanteessa matriisit A ja A” eivit yleensi ole séin-
nollisié, eivatka edes nelidmatriiseja (vaan tavallisesti m > n). Niinpa ei esimerkiksi
pidé erehty# kiyttimiin kaavaa (AT A)~! = A=1(AT) 71, joka téssd yhteydessd on
mieleton.

Suoran sovittaminen pistejoukkoon.

Tarkastellaan suuretta y, joka kaytettavan matemaatisen mallin mukaan riippuu
suureesta t lineaarisesti, ts. y = x1 + xot kaikilla ¢ € R, missa z1,22 € R ovat
vakioita. Oletetaan, ettd mittaamalla on t:n arvoja tq,to, ..., t,;, vastaamaan saatu
y:n arvot y1, Y2, - - -, Ym. Mallin mukaan pisteiden (t1,y1),. . .,(tm, Ym) pitaisi talloin
sijaita suoralla y = x1 + xot sopivalla kertoimien x1, x5 valinnalla, mutta mittaus-
virheistd yms. johtuen kertoimille z1, x5 ei voida yleensa 16ytéaa sellaisia arvoja, etta
vastaava suora tosiaan kulkisi kaikkien pisteiden (¢;,y;) kautta.

Yl1la kuvatussa tilanteessa kannattaa etsia suoraa y = x1 + xot, jolla mitatut
arvot y; poikkeavat ennustetuista arvoista x; + xot; mahdollisimman vahén, ja
tassa tulkitaan yleensa, ettd ”mahdollisimman vahan” tarkoittaa lausekkeen

m

Z[?Ji — (21 4 xat;))°

i=1
pienimman arvon etsimista. Kysymys on siis siita, ettd etsitddn pienimman nelic-
summan ratkaisua X = [Z1 2] yhtdloryhmaélle Ax = b, missi

1 Y1
Y2
A= . . s X = |:£C1:| ja b= .
: : L2

1 ¢, Ym
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Suoraa y = &1 + Zot kutsutaan talldin pistejoukkoon {(¢;,v;) | i =1,...,m} sovite-
tuksi pienimman neliGsumman suoraksi (tai regressiosuoraksi).

Esimerkki 3.6.11. Sovita pienimmén neliGsumman suora y = x1 + xot pistejouk-
koon {(2,1), (5,2),(7,3),(8,3)}.

Ratkaisu. On etsittava pienimmén neliGsumman ratkaisua yhtaloryhmaélle Ax = b,
missa

Laskemalla AT A ja ATb nihdéin, ettd normaaliryhmi A7 Ax = ATb on

4 27[x] _[9

22 142 | |xo | |57’
Témén ratkaisuna saadaan pienimmén nelidsumman ratkaisu X = [2/7 5/14].
Pienimman neliosumman suoran yhtalo on siis

2,5,
Vi
Yleisemmin voidaan pistejoukkoon {(¢;,v;) | i = 1,...,m} yrittaa sovittaa poly-

nomifunktion
y = a1 + a0t + 3% + - F 2, t" !

kuvaajaa, tai viela yleisemmin kayraa

y = w1f1(t) + z2fa(t) + -+ 20 fult),

missa x1,...,2, € R ovat maaritettavia kertoimia ja f1,..., f, annettuja ¢:n funk-
tioita. Talloin on etsittdva pienimman nelicsumman ratkaisuja yhtaloryhmalle
Ax = b, missa

fity)  fo(tn) oo fulty) T (0

. f1(t2) fQ(:tQ) fn(:b) , X = ng ja b= y.2

Filtn) Foltm) o faltm) T Yon



