1. LINEAARISET YHTALORYHMAT JA MATRIISIT

1.1 LINEAARISET YHTALORYHMAT

Muotoa
(1) a1y + asTo + -+ apxTy = b

oleva yhtalo on tuntemattomien x1, ..., x, lineaarinen yhtalo, jonka kertoimet ovat
luvut ay,...,a, € R ja vakio on b € R. (1):n ratkaisut ovat ne reaalilukujonot
(8$1,-..,58n), joilla (1) toteutuu, kun sijoitetaan x1 = s1,...,Z, = Sp.

Esimerkki 1.1.1. a) Yhtélon 6xy — 3xo + 4o3 = —13 erds ratkaisu on x; = 2,
Lo = 3, T3 = —4.

b) Tapaus n = 2: Tuntemattomia merkitdén usein symboleilla = ja y. Yhtdlon

a1z + a2y = b (a1 # 0 tai agy # 0) ratkaisut muodostavat suoran xy-tasossa (tasté
nimitys ”lineaarinen”).

Adrellinen jono tuntemattomien x1, ..., x, lineaarisia yht&loita
111 + aj2 T2 + -+ apTy, = by
a21T1 + a2 Tz + -+ + a2,Ty, = b2

Am1T1 + Am2T2 + -+ + QmpTy = bm

on lineaarinen yhtaléryhma (téssé on m yhtalod ja n tuntematonta; m > 1, n > 1),
jonka kertoimet ovat a;; € R (1 <i<m,1<j<mn)javakiot b; (1 <i<m). (2)m
i:s yhtalo a;121 + ajoxe + -+ - + iz, = b; kirjoitetaan joskus muodossa L; = 0,
missa Lz = a;1T1 + Gj2T2 + -+ -+ AinTy — bz

Lukujono (s1,...,s,) on (2):n ratkaisu, jos se on (2):n jokaisen yhtélon ratkaisu.

Yhtéaloryhmé (2) on homogeeninen, jos by = --- = b, = 0. Homogeenisella
yhtaloryhmalla on aina triviaali ratkaisu x1 = - - - = z,, = 0. Homogeenisen yhtalo-
ryhmén ratkaisu, jossa jokin x; # 0, on epatriviaali.

Kaksi tuntemattomien x1,...,z, yhtidloryhmaa ovat ekvivalentit, jos niilla on
tasmalleen samat ratkaisut, so. sama ratkaisujoukko. Tama tarkoittaa sita, etta
jokainen ensimmaisen yhtaloryhman ratkaisu on myos toisen ratkaisu, ja kadantaen,
jokainen toisen yhtaloryhmén ratkaisu on myos ensimmaisen ratkaisu.



Yhtaloryhmén (2) ratkaiseminen tarkoittaa sen kaikkien ratkaisujen (ts. ratkai-
sujoukon) maarittamista.

Strategia: Muodostetaan (2):n kanssa ekvivalentteja yhtdloryhmié, joista ratkai-
su voidaan helpommin lukea.

Seuraavat esimerkit 1.1.2. (a)—(e) on tarkoitettu johdatukseksi lineaaristen yhté-

loryhmien ratkaisemiseen. Systemaattinen ratkaisumenetelma esitetdan kappalees-
sa 1.5.

Esimerkki 1.1.2.

.’131—3.’132 = -7 .’B1—3.’132 = -7 x1—3x2 = -7
<a) {2561-1— To — 7<(_T)>{ 7$2:21<§>{ To — 3

{x1:—7—|—3x2 {.131:2
<~ <~
(3) x2 =3 (4) xg = 3.

Yhtéloryhmaélld on siis tdsmélleen yksi ratkaisu, nimittain (z1,z2) = (2, 3).
Selitykset:

(1) Alempaan yhtéloon lisdtadn ylempi yhtélo kerrottuna puolittain puolittain lu-
vulla —2, jolloin saadaan eliminoitua tuntematon x; alemmasta yhtalosta.

(2) Alempi yhtélo kerrotaan puolittain luvulla %, jolloin saadaan ratkaistua tunte-
maton zo alemmasta.

(3) Ylemmasté yhtalosta ratkaistaan tuntematon x; tuntemattoman zo avulla.
(4) Sijoitetaan x5 = 3 ylempéén, jolloin saadaan z;.

Usein esitysta on tapana pelkistaa yhdistamalla itsestaan selvia valivaiheita. Esi-
merkiksi vaiheet (2), (3) ja (4) voidaan yhdistéé:

1 — 3x9 = =T 1 — 3x9g = —7 1 =—T7+3x,=2
2r1 + 9 = 7<:> 7(L‘2=21<:> r9 =3

8r1 — 3wy = 7 —Txq — 14 )
(b) § 31— 212 = 0 — ¢ T3 = -14 — {xl _5 7=3
10z — 229 = 14 ) 102, — 220 = 14 (2) To =0T — (= o.

Saatiin siis yksikésitteinen ratkaisu (x1,x2) = (2,3). Koska ratkaisu on sama kuin
kohdassa (a), kyseiset yhtéloryhmét ovat ekvivalentit.
Selitykset:

(1) Toiseen yht&loon lisdtaan kolmas yhtald kerrottuna puolittain luvulla —1, jolloin
saadaan eliminoitua tuntematon xo toisesta yhtalostd. Vastaavasti ensimmaiseen
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yhtaloon lisatadn kolmas yhtalo puolittain luvulla —% kerrottuna, jolloin saadaan
eliminoitua tuntematon x, ensimmaisesta yhtalosta.

(2) Koska ensimméinen ja toinen yhtdlé ovat samoja, voidaan toinen niistd pudot-
taa pois. Kerrotaan ensimmainen yhtalo luvulla —%, jolloin kyseisesta yhtalosta
saadaan x1 = 2. Ratkaistaan kolmannesta yhtéalosta zo x1:n avulla ja sijoitetaan
x1 = 2, jolloin saadaan zo = 3.

xl—?wg = -7 CL’1—3$2 = -7
<C) {2$1 —6$2 = 7 ﬁ { = .

Koska yhtélo 0 = 21 ei toteudu milldén parilla (x1, z2), yhtéloparilla ei ole ratkaisua.
Selitykset:
(1) Lisdtdan alempaan yhtdloon ylempi yhtdlo kerrottuna puolittain luvulla —2,

jolloin saadaan eliminoitua alemmasta tuntematon z;. Osoittautuu, ettd samalla
eliminoituu myos tuntematon .

(.'131—|—2.'172—|—3£U3: 6 .C61—|—2.’132—|— 333‘3: 6
(d) 201 — 319 + 223 = 14 «— — Txg — 4dx3 = 2 =
1 2
\3.%1-1- To — x3:—2 & —5$2—10$3:—20 @)
(21 + 229 + 323 = 6 r1 + 229 + 323 =6
—7.’172—433‘3:2<:> .’132—|—2.’173:4<:>
3 4
\ vo+ 25 =4 O T
(£L’1-|-2$2+ 3([‘3: 6 £L’1:6—IL’2—3IE3:1
T+ 203= 4 — { 19 =4— 213 = -2
5
1025 =30 | gy =3.

\

Saatiin yksikésitteinen ratkaisu (x1,x2,z3) = (1, -2, 3).
Selitykset:

(1) Eliminoidaan tuntematon z; toisesta yhtélosté lisadmalla toiseen yhtaloon en-
simmainen yhtalo luvulla —2 kerrottuna. Vastaavasti eliminoidaan z; kolmannesta
yhtalosta lisaamalla kolmanteen yhtaloon ensimmainen yhtalo luvulla —3 kerrottu-
na.

1

(2) Sievennetddn kolmas yhtalo kertomalla se puolittain luvulla —¢

(3) Vaihdetaan kesken&én toinen ja kolmas yht&lo
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(4) Eliminoidaan tuntematon zs (uudesta) kolmannesta yhtalosta lisaamalla (uusi)
toinen yhtalo luvulla 7 kerrottuna kolmanteen yhtaloon.

(5) Ratkaistaan tuntematon x3 kolmannesta yhtélosta kertomalla kyseinen yht&lo

puolittain luvulla %O; saadaan xs = 3. Ratkaistaan toisesta yhtalosta tuntematon

9 tuntemattoman xs avulla ja sijoitetaan edelld saatu xs = 3; saadaan zo = —2.
Ratkaistaan lopuksi ensimmaisesta yhtalosta tuntematon z; tuntemattomien x, ja
xz avulla ja sijoitetaan edella saadut zo = —2 ja x3 = 3; saadaan z; = 1.

$1+2$2—3IL‘3:—4 $1+2$2—3IL‘3:—4
<~
{2951 + xo—3x3= 4 () { — 3x2 + 3x3 = 12 (2

{ r1 = —4—2$2+3(L‘3 = —4—2(1’3—4)-1-3{)33 :IL‘3+4
X9 = T3 — 4.

Ratkaisut ovat siis (z1,x2,z3) = (t+4,t —4,t), missd z3 =t € R on mika tahansa
reaaliluku (parametri); ratkaisuja on déreton maara.

Selitykset:

(1) Eliminoidaan muuttuja zo alemmasta yhtalostéd lisadmalla alempaan yht&l66n
ylempi yhtalo puolittain luvulla —2 kerrottuna.

(2) Ratkaistaan alemmasta yht&lostd tuntematon xo tuntemattoman zs avulla ja
ylemmasta yhtalosta tuntematon x; tuntemattomien xs ja xs avulla. Sijoitetaan
ro:n lauseke ylempaan yhtaloon, jolloin saadaan x; pelkastaan zs:n avulla lausut-
tuna. Nahdéén, ettd jokaista arvoa x3 = t € R kohti saadaan ratkaisu (z1, x9, x3) =
(t+4,t —4,t); kaikkiaan néité rataisuja on déreton méaéra (niiden joukko on ”yhté
mahtava” kuin reaalilukujen ¢ joukko).

Huomautus 1.1.3. Esimerkistd 1.1.2 nahdaén, etta lineaarisella yhtaloryhmaél-
14 voi olla ratkaisuja (ainakin) jokin seuraavista madristd: a) tasan yksi, b) ei
yhtédén, c) déreton maard. Geometrinen tulkinta yhtéloparin

{CLH.’Bl + a12T2 = b1 (CLH 7& 0 tai ai2 ?é 0)

a91x1 + a02To = b2 (agl 7& 0 tai a2 ?é 0)

tapauksessa: xjzo-tason kahden suoran leikkaus on a) piste, b) tyhjd, c) suora
a)

b) 0
’ =
' / 14 / o -
>< /

2
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Kuvailemme lopuksi yleisesti ne operaatiot, joilla yhtaloryhmia esimerkissa 1.1.2
manipuloitiin. Tarkastellaan yhtaléryhmaa (2) eli L; = 0, ¢ = 1,...,m, missd
L; = a1y + ajoxe + - - + ajnxy, — b;. Muodostetaan uusi yhtaloryhma

(27) L'=0, i=1,...,m,

suorittamalla jokin seuraavista toimituksista:

I. Olkoon r # s. Maaritelldan L) = Ly, L’ = L, ja L, = L; kaikilla i # r, s; siis
vaihdetaan (2):n yhtélot r ja s kesken&én.

II. Olkoon 7 € {1,2,...,m} ja c € R, ¢ # 0. Madritelladn L] =c¢- L, ja L, = L;
kaikilla i # r; siis kerrotaan (2):n yhtdlo r (puolittain) vakiolla ¢ # 0.

ITI. Olkoon 7,5 € {1,2,...,m}, r # s ja ¢ € R. Mééritelldén L, = Ly + c¢- L, ja
L) = L; kaikilla i # s; siis (2):m yht&loon s lisitdén ¢ x (yhtalo r).

Lause 1.1.4. Yhtadloryhmat (2) ja (2°) ovat ekvivalentit.

Todistus. Tapaus I on selva.

Tapaus II.  Oletetaan, ettd L; =0 Vi. Talloin L, = L, =0Yi#rja L, =c- L, =
c-0=0.

Oletetaan kadntéen, ettd L, = 0 Vi. Talldin L; = L, = 0 Vi # r ja L, =
(1/c)- L, = (1/¢)-0=0. (Téssa tarvitaan ehtoa ¢ # 0!)
Tapaus III.  Oletetaan, ettd L, = 0 Vi. Talloin L, = L; = 0 Vi # s ja L, =
Li+c-L,=04+c¢-0=0.

Oletetaan kadntéden, ettd L, = 0 Vi. Talldin L; = L, = 0 Vi # s ja L, =
L'—cLy=L —c L =0—c-0=0. O

Myo6hemmin selitetdan, millaiseen yhtaloryhmaan toimituksilla I - ITI kannattaa
pyrkia.
1.2 MATRIISIT JA MATRIISITOIMITUKSET

Kun edella operoitiin lineaarisilla yhtaloryhmilla, kasiteltiin itse asiassa vain
yhtaloryhmien kertoimia ja vakioita; tuntemattomat olivat vain ”paikanpitajina”.
Kootaan kertoimet ja vakiot "matriiseiksi”.

Maaritelma 1.2.1. Olkoot m > 1 ja n > 1 kokonaislukuja. (Reaalinen) m x n -
matriisi on lukukaavio

aii a2 -+ Qln

21 Q22 - Q2p e
A= . . ) (a;; € R kaikilla 4, j);

aGm1 Gm2 - Omn



reaaliluku a;; = A(i,7) on Am (4, j)-alkio; 1 x n-matriisi

[air a2 - Q]
on Am s rivi (i = 1,2,...,m); m x 1-matriisi
a1;
ag;
Amj
on A:mn j:s sarake (j = 1,2,...,n). Jos m = n, A on neliématriisi; talléin a11, a2,

., Gnp ovat A:n lavistajaalkiot.

Merkitdén R™*" = kaikkien (reaalisten) m x n-matriisien joukko; siis
AeR™" < A on m X n-matriisi.

Usein merkitaén lyhyesti A = [a;; ).

Maaritelma 1.1.2. Matriisit A = [a;; | ja B = [b;; ] ovat samankokoiset jos niilld
on yhtd monta rivid ja yhtd monta saraketta (esimerkiksi molemmat ovat m x n-
matriiseja).

Edelleen matriisit A ja B ovat samat, merkitddn A = B, jos ne ovat samanko-
koiset ja a;; = b;; V1, j.

Esimerkki 1.2.3.

1
122y
1 2 -1 1 2 w
2 -3 41 =12 =z 4| <= w=-1,z=-3, y=0, z2=25.
0 —4 ) y —4 =z

Maaritelma 1.2.4 (Yhteenlasku). m X n-matriisien A = [a;;] ja B = [bi;]
summa on m X n-matriisi A + B = [¢;; |, missé ¢;; = a;; + b;; Vi, j

Esimerkki 1.2.5.

B :ﬂ + [(1) 3 _le] ei ole méaritelty (matriisit ovat erikokoiset);

1 -2 3] [0 2 1] _[140 —2+42 3+1] _[1 0 4
2 —1 4 1 3 —4| |2+41 —143 4—-4| |3 2 0]
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Maéritelma 1.2.6 (Skalaarilla kertominen). Jos A = [a;;] on m X n-matriisi
ja t € R on skalaari, niin tA = [¢;; ] on se m x n-matriisi, jolla ¢;; = ta;; Vi, j.

Esimerkki 1.2.7.
4 -2 -3 -8 4 6
(_2)'[7 -3 2}‘_ {—14 6 —4}'
Kahden m x n-matriisin erotus on

A—B=A+(-1)B.

Esimerkki 1.2.8.
2 3 -5 |2 -1 31 10 4 -8
4 2 1 3 5 =2 |1 -3 31
Summamerkinta. Kun aq,as,...,a, € R, merkitaan
a1+a2+~~+an:Zai€R
i=1

Tasmallisemmin taméa merkinta maaritelldan rekursiivisesti:

1
E a; = ai;
i=1

n+1

n
Z a; = <Z ai) + Qny1.
i=1 i=1

Summausindeksi ¢ on ”sidottu muuttuja”’; summa ei riipu sen merkintatavasta:

n n
Z a; = Z Q.
=1 r=1
Laskusaantoja:
n n
Z ca; = C- Z ;.
i=1 i=1

Tapauksessa n = 2 kyseessé on osittelulaki ca; + cag = c(a; + az); yleisesti kaava
todistetaan induktiolla.



Kaksinkertaisen summan summausjarjestyksen vaihtamissaanto:

=1 \j=1 =1 \i=1

Tapaus m =n = 2:

N

(@1 + as2) = (a11 + a12) + (a21 + a22),

2
=1

2
E Clij =
_1 >

i=1 \j= i

2 2 2
(Z azy) Z (@15 + az;) = (@11 + a21) + (a12 + az2).
i—1 1 j=1

J 1=

Reaalilukujen yhteenlaskun vaihdannaisuudesta ja liitannaisyydesta seuraa, etta
yll& olevissa yhtaloissa oikealla olevat lausekkeet ovat samat, joten kaksoissummat
ovat samat. Yleinen tapaus voidaan todistaa induktiolla. Kysymys on siita, et-
td matriisin [a,; | rivisummien summa ja sarakesummien summa ovat yhtésuuret;
molemmat antavat tulokseksi kaikkien lukujen a;; summan.

Maaritelma 1.2.9 (Matriisitulo). m X n-matriisin A = [a;; | ja n X p-matriisin
B = [b;;] tulo on m x p-matriisi AB = [¢;; ], jolla

n
Cij = E aikbkj = airb1; + aizboj + -+ - + ainbn j,
k=1

ie{l,...,m}, je{1,...,p}.

Huomautus 1.2.10. AB on maaritelty <= A:n sarakkeiden lukuméara = B:n
rivien lukumaara.

tlain aio ... Qinp | X = N Y

Cij = airbij + aigboj + - - + ainbny.



Esimerkki 1.2.11.

12—1._121_2_
3.1 4 L

_{1.(—2)+2.4+(—1)~2 1:5+2-(=3)+(-1)- }_lz; —2}
T3 (=2)4+1-4+4-2 3-5+1-(=3)+4-1 |6 16|

Olkoon A € R™*™ ja B € R™*P. Talloin siis AB € R™*P on maaéritelty.
Kysymys: Mita voidaan sanoa matriisista BA?

Vastaus: BA on mééritelty vain, jos p = m. Télléin BA € R™ " (ja siis AB €
R™*P = R™*™)_ Jos m # n, AB ja BA eivit ole samankokoiset, joten AB # BA.
Jos m = n, AB ja BA ovat molemmat n X n-matriiseja ja voi olla AB = BA, mutta
yleensé télloinkin AB # BA.

Esimerkki 1.2.12.

@ ol B=0)

[0} . {1 _1] ei ole midritelty.

1 0 1
(v) v ] =1 e,
{_H-[l 2]-=[_} _;} (2 x 2-matriisi).

() 10‘01_017&0—1_01‘10
0 —1 1 0] |[-1 0 1 0] (1 0 0 —1|°
Huomautus 1.2.13. Olkoon A € R™X" ja B € R™*P; Al ... A™ € R'X" A
rivit ja By, ..., B, € R"™*! B sarakkeet. Tilloin AB:n rivit ovat A'B,..., A™B €
R'XP; AB:n sarakkeet ovat ABj,...,AB, € R™*l; AvB, = [(AB)(io, jo)] €
Rlxl_
Lineaarisen yhtaloryhman matriisiesitys.
Tarkastellaan lineaarista yhtaloryhméaa
a1y + a2 T2 + -+ AT, = by
(2171 + a2 Tz + -+ + A2,Tp = bo

(1)

Am1T1 + GmaTo + - + AmnTn = bm
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Merkitaan
ail @12 ... Qin T b1
a21 Q22 ... Q2p T2 bo
A - . . . 9 X — . y B et . ;
m1 am2 ... Omn Tn bm
AeRm™n X e R B e R™ 1. A on (1)m kerroinmatriisi,
ail; a2 ... Qin i b1
| as Gz ... Az, | by o
[AiB] = . . S (m x (n+ 1) -matriisi)
am1  am2 - Omn i bm

sen taydennetty matriisi. Tulo AX on maéritelty ja

Q1171 + @122 + - + A1 Ty
a21T1 + A22T2 + - -+ + A2p, Ty

AX =

am1T1 + Am2T2 +---+ AmnTn

Siten (z1,x2,...,2,) on (1):mn ratkaisu jos ja vain jos X toteuttaa matriisiyhtdlon
AX = B.

Esimerkki 1.2.14. 1.1.2 e):n yhtéléryhmé on matriisimuodossa
12 3] [T _[-4
2 1 3| || 7| 4|
zs3

Yhtaloryhmén (1) voi A:n sarakkeiden avulla my6s kirjoittaa muodossa

aii ai2 A1n b1

a1 a22 A2n bo
T . + T2 . +---t+x, . =

am1 am?2 Amn bm

Transponointi.

Maéaritelma 1.2.15. m X n-matriisin A = [a;; | transpoosi eli transponoitu mat-
riisi on n X m-matriisi AT = [¢;;], jolla ¢;; = aj; kaikilla , 5.

Esimerkki 1.2.16.

{12—1]T_ ;_g
-3 2 7 -

Huomautus 1.2.17. Jos A" on Am i:s rivi ja A; Am j:s sarake, niin (A7 on
AT:n i:s sarake ja (4;)7 on AT j:s rivi.
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1.3 MATRIISIEN LASKULAKEJA

m X n-matriisien yhteenlasku toteuttaa samanlaiset laskulait kuin reaalilukujen
yhteenlasku:

(1) A+ (B+C)=(A+B)+C kaikilla A, B,C € R™*" (liitdnnéisyys).
(2) A+0=A kaikilla A € R™*", miss

00 ... 0
00 ... 0
0=0pn=|. . | er™
00 ... 0

on m X n-nollamatriisi (nollariveji m kappaletta ja nollasarakkeita n kap-
paletta). Jos m = n, merkitdan 0,, = 0,,,.

(3) A+ (-1)A =0 kaikilla A € R™*" missd —A = (—1)A on A:n vastamat-
riisi.
(4) A+ B=B+ A kaikilla A, B € R™*" (vaihdantalaki).
Perustelu. Ylla olevat tulokset seuraavat matriisien yhteenlaskun maaritelman no-

jalla reaalilukujen vastaavista ominaisuuksista. Esimerkiksi liitdntélaki (1) seuraa
reaalilukujen liitantélaista, silla

a;j + (blj + Cij) = (aij + b”) + Cij kaikilla ¢,7. O

Skalaarilla kertomisen ominaisuudet on yhta helppo johtaa:
(5) s(A+ B) =sA+ sB kaikilla A, B € R™*" s € R.
(6) (s+t)A=sA+tA kaikilla A € R™*" st €R.

(7) s(tA) = (st)A kaikilla A € R™*" st € R.

(8) 1A= A kaikilla A € R™*".

Matriisia

[n: : : : c RX"

0 0 ... 1

Matriisitulon ominaisuuksia:
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Lause 1.3.1. Jos A, A’ e R™*" B, B’ € R"*?, C € RP*? jat € R, niin seuraavat
kaavat pdtevit (ja erityisesti niissd esiintyvat matriisit ovat mddriteltyja):

(a) A(B+ B')=AB+ AB/,

(b) (A+ A" )B=AB+ A’'B

(©) H{AB) = (tA)B — AUB),

(d) A(BC) = (AB)C,

(e) I,A=A=AI,.

Todistus. Todistetaan malliksi kohdat (d) ja (e):

(d)
(A(B ZA i, k) - (BC)(k,§)
= A(i,k)- (Z B(k, l)~C(l,j)) = Z(Z A(i k) - B(k,1) - C(1, J))
=1 =1 k=1 “Nl=1
= Z(ZA@ k)- B(k,1)-C(l, J)) = Z(ZA(i,k)~B(k,l)) -C(1, )
- Z(AB)(@',Z) - C(l,7) = ((AB)C)(i,4) Vi, j.
(e) ( Z(Mv (k,j) = 0ii - A6, ) + Y G - Ak, §) = A(i,5) Vi, j,

k=1
ki
silld §;; = 1 ja d; = 0, kun ¢ # k. Vastaavasti (AlL,)(i,7) = A(i,j) Vi,j. O
Huomautus 1.3.2. Matriisitulolta puuttuu osa reaalilukujen kertolaskun ominai-
suuksista. 1.2.12:ssa todettiin, ettd jos A, B € R™ ™ (ja n > 2), niin voi olla

AB # BA (tulo ei ole ”vaihdannainen”); lisdksi voi olla AB = 0, vaikka A # 0 ja
B # 0 ("tulon nollasééntd” ei péde).

Esimerkki 1.3.3.

I R e et st e

Transponoinnin ominaisuuksia:
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Lause 1.3.4. Olkoot A, A’ € R™*" B € R"? jat € R. Tilldin
(a) (AT)T =4,
(b) (A+A)T = AT + A",
(c) (AB)T = BT AT,
(d) (tA)T =tAT.
Todistus. Todistetaan malliksi (c):

n n

(AB)"(i,j) = (AB)(j,i) = ) A(j, k) - B(k,i) = Y _ B(k,i) - A(j, k)
k=1 k=1

=Y BT(i,k)- AT(k,j) = (B"AT)(i,j) Vi,j. O
k=1

1.4 ERAITA ERITYISIA MATRIISEJA

Neliomatriisi A = [a;; ] € R™™"™ on lavistdjdmatriisi, jos a;; = 0 aina, kun i # j
(so. lavistdjan ulkopuoliset alkiot = 0); jos liséksi a;; = a € R kaikilla i, A on
skalaarimatriisi (= a - I,).

Esimerkki 1.4.1.

1 0 100 e e o
[O O] , 0 2 0 ovat lavistajamatriiseja;
0 0 3
2 00 0 0
0 2 0f, [ 0 0} ovat skalaarimatriiseja.
0 0 2

Jokainen skalaarimatriisi on tietysti myos lavistajamatriisi.

Neliématriisi A = [a;; ] € R™*" on yldkolmiomatriisi, jos a;; = 0 aina kun i > j,
ja alakolmiomatriisi, jos a;; = 0 aina, kun i < j.

Esimerkki 1.4.2. Lavistajamatriisi on seka yla- ettd alakolmiomatriisi;

1 2 3 1 0 0
0 4 5 on ylakolmiomatriisi; 2 30 on alakolmiomatriisi;
0 0 6 4 5 6

(Nelio)matriisi A = [a;; ] on symmetrinen, jos AT = A eli aj; = a;; kaikilla i, j,
ja antisymmetrinen, jos AT = —A eli a;; = —a;; kaikilla i, j. Antisymmetriselld
matriisilla erityisesti a;; = —a;; kaikilla ¢, joten jokainen lavistajaalkio a;; = 0.
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Esimerkki 1.4.3.

1 2 3 0 2 3
2 4 5 on symmetrinen; —2 0 4 on antisymmetrinen.
3 5 6 -3 —4 0

Saannolliset matriisit.

Maaritelma 1.4.4. Neliomatriisi A € R™*"™ on sdannéllinen eli kdantyvé, jos on
olemassa sellainen matriisi B € R™"*" ettda AB = I,, ja BA = [,,. Muussa tapauk-
sessa A on singulaarinen.

Huomautus 1.4.5. Jos A € R™*"™ on saannoéllinen, niin 1.4.4:ss8 mainittu B €
R™ ™ on yksikasitteinen. Jos nimittain myés C' € R™*™ toteuttaa ehdot AC' = I,
ja CA = I, niin

C =CI, = C(AB) = (CA)B = I,B = B.

Voidaan siis merkiti B = A~!, saannollisen matriisin kédédnteismatriisi.

Esimerkki 1.4.6. a) 1 x1-matriisi [a] € R*! on sdannéllinen <= a # 0; téllsin
—1
[a] " =[1/a].
0

~1
0 1 2%2 U . 0 1 _ =1 ..
b) [ ] € R“*“ on saannollinen ja {_1 0} = {1 0]’ silla

R E I O R

c) lo 1} € R?*2 ei ole sddnnollinen, silld

0 O
0 1} (b1 biz| _ |bar b2
0 O bo1  baa 0 0|’
joka ei voi olla Is.

Kappaleessa 1.6 kehitamme menetelméan, jolla voi selvittad, onko annettu A €
R™ " siannollinen, ja myonteisessd tapauksessa madrittai A~ 1m.

Lause 1.4.7. Jos A, B € R™"™ ovat sddnnollisid, niin myos A=Y, AB ja AT ovat
sadannollisia ja

(A—l)—l _ A, (AB)—I _ B_lA_l, (AT)—l _ (A_l)T.
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Todistus. A~1:n saannollisyytti ja kiasdnteismatriisia koskevat viitteet seuraavat he-
ti kidinteismatriisin madritelmasta ja yhtaloista AA~! = I,, = A~ A. Muut viitteet
seuraavat yhtaloista
(AB)(B'A™Y) = ABB YA '=ALLA ' = AAT =1,
(B'A™Y)(AB)=B YA 'AB=B"'I,B=B'B=1,;

ATA Y =)’ =10 =1,
(A_1>TAT — (AA—l)T — IT — Ina

joissa kaytettiin laskulakeja 1.3.1 d) ja 1.3.4 ¢). O

Lineaariset yhtaloryhmat ja kaanteismatriisit.

Tarkastellaan lineaarista yhtaloryhmaa, jossa on n yhtaloa ja n tuntematonta,
matriisimuodossa AX = B, missi A € R"*" ja X, B € R**!.

Lause 1.4.8. Jos A € R™*™ on sadnnollinen, yhtdloryhmdlla AX = B on yksikai-
sitteinen ratkaisu X € R™¥Y, nimittdin X = A~'B.

Todistus. Jos X = A™'B, niin AX = A(A™'B) = (AA™Y)B = IB = B, koska
AA™Y = I. Kaantden, jos AX = B, niin X = IX = (A7'A)X = A7 }(AX) =
A7'B koska A~'A=1. O

Todistuksessa tarvittiin siis molempia yhtaloitda AA=! =1 ja A=1A=1.
Huomautus 1.4.9. Jos A € R™ "™ on sdannéllinen ja B € R™*P niin vastaavasti

matriisiyhtdlolli AX = B on yksikisitteinen ratkaisu X = A=1B € R"*P,

1.4.8:n tilanteessa(kin) yhtdloryhmd AX = B on yleensd helpointa ratkaista
suoraan 1.5:ssé esitettéivilla menetelmilld, etsimétti kasnteismatriisia A 1.

1.5 PORRASMATRIISIT JA LINEAARISTEN YHTALORYHMIEN RATKAISEMINEN
Maaritelma 1.5.1. Matriisi on porrasmuotoinen eli porrasmatriisi, jos seuraavat
ehdot (1), (2) ja (3) ovat voimassa:

(1) Nollarivit (jos niitd on) ovat alimpina.

(2) Jokaisen nollasta eroavan rivin vasemmalta lukien ensimméinen nollasta

eroava alkio, ko. rivin johtava alkio, on = 1.

(3) Alemman rivin johtavan alkion sarake sijaitsee aina ylemmaén rivin johtavan
alkion sarakkeen oikealla puolella.

Porrasmatriisi on redusoitu jos lisaksi

(4) Jokainen johtava alkio on sarakkeensa ainoa nollasta eroava alkio.
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Olkoon A = [a;;] € R™*™ porrasmatriisi, jossa on r nollasta eroavaa rivii.
Ehdosta 1.5.1 (1) seuraa, ettd nollasta eroavat rivit ovat rivit 1,2, ..., 7 ja nollarivit
ovat rivit » + 1,7 + 2,...,m. Olkoon i:nnen rivin johtava alkio kohdassa (i, j;)
(t=1,2,...,7r). (2):n nojalla a;;, = 1 kaikilla ¢ € {1,2,...,7} ja (3):n nojalla

1<ii<je<---<j3r<n

Erityisesti taytyy olla
0 <r <min{m,n}.

A on muotoa

O...01a17j1+1 NN AT
...01a27j2+1 ... Qop
...01&37j3_|_1... ... Q3p
...01a7~7jr+1...am
0
0
L0 U
Jos A on redusoitu, niin lisdksi ax;, =0, kun k <7 (¢ =1,2,...,7).

Havainto 1.5.2. Jos neliomatriisi A = [a;; ] € R™*" on redusoidussa porrasmuo-
dossa, niin joko

(1) A:ssa on nollariveji, tai
(2) A=1,.
(Tapaukset (1) ja (2) eivdt ole yhté aikaa voimassa.)

Todistus. Olkoot A:n johtavat alkiot kohdissa (1, j1), ... ,(r,j.) kuten ylla. Olete-
taan, ettd A:ssa ei ole nollariveja. Talloin r =n. Koska 1 < j; < jo < - <j, <n

jalukuja 71, jo, . .., jn on n kappaletta, niin valttamatta j; =1, 7o =2, ..., jp, =n,
ja siis a1; = agy = -+ = apy, = 1. 1.5.1:n kohtien (2)—(4) nojalla muut A:n alkiot
=0. O
Rivitoimitukset.

Olkoot A, B € R™*"™ m x n-matriiseja, joiden rivit ovat rivit A!,..., A™ ja

B,...,B™.
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Maaritelma 1.5.3. B on saatu A:sta yhdella alkeisrivitoimituksella seuraavissa
kolmessa tapauksessa:

I. Erdillir, s € {1,2,...,m},r #s,on B" = A%, BS = A" ja B' = A" Kaikilla
i #r,s. (Amrivit r ja s on vaihdettu.)
II. Erdilli r € {1,2,...,m} jac €R, ¢ # 0, on B" = cA"” ja B* = A" Kaikilla
i # r. (Am rivi r on kerrottu vakiolla ¢ # 0.)
1. Erdilld r,s € {1,2,...,m}, r #s,jacERon B> =A% +c- A" ja B' = A°
kaikilla ¢ # s. (A:n riviin s on lisitty ¢ x (A:mn rivi r).)

Maaritelma 1.5.4. Matriisi A € R™*™ on riviekvivalentti matriisin B € R™*"
kanssa, jos B saadaan A:sta aarellisen monella alkeisrivitoimituksella, ts. jos on
olemassa sellaiset matriisit Ao, Ay, ..., Ag, ettd Ag = A, Ay, = B ja A;11 on saatu
A;:sta yhdelld alkeisrivitoimituksella (I = 0,1,...,k —1).

Lause 1.5.5. Jokainen m xn -matriisi A on riviekvivalentti jonkin redusoidun por-
rasmatriisin kanssa.

Todistus. Esitdmme ”algoritmin”, joka muuntaa A:n alkeisrivitoimituksin redusoi-
tuun porrasmuotoon. Jos A = 0, A on jo redusoidussa porrasmuodossa (pelkkid
nollarivejé). Olkoon siis A # 0.

Vaihe 1: A muunnetaan porrasmuotoon.

(1) Etsitddn (vasemmalta lukien) A:n ensimmaéinen nollasta eroava sarake ja
valitaan ko. sarakkeesta jokin alkio a # 0.

(2) Siirretdén a:n sisdltdvé rivi ylimmaéksi vaihtamalla (tarvittaessa) kaksi rivia
keskenaan.

(3) Kerrotaan 1. (ylin) rivi luvulla 1/a. On péésty muotoon

(missé * = mika tahansa luku).

(4) Lisétéén i:nteen riviin (—a;) x (1. rivi), ¢ = 2,..., m; tuloksena on matriisi
0 1 * =«
0 0
A ’
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missd A’ on (m — 1) X p-matriisi jollakin p < n.
(5) Jos A’ = 0, on saatu porrasmatriisi; jos A" # 0, sovelletaan siihen kohtia
RGET)
Aérellisen monen askeleen jialkeen saadaan porrasmatriisi C.
Vaihe 2: Porrasmatriisi C' muunnetaan redusoiduksi porrasmatriisiksi. Olkoot C:n
johtavat alkiot kohdissa (1,j1), ..., (7, jr)-

(1) Muutetaan kohdissa (i,7j,), ¢ = 1,2,...,7 — 1, mahdollisesti olevat nollas-
ta eroavat alkiot nolliksi lisaamalla kyseisiin riveihin r:nnen rivin sopivat
kerrannaiset.

(2) Seuraavaksi tuotetaan vastaavasti nollat kohdan (r — 1,j,-1) ylépuolelle
jne. [

Esimerkki 1.5.6. Muunnetaan annettu 4 x 5-matriisi a) porrasmatriisiksi, b) re-
dusoiduksi porrasmatriisiksi.

0 2 3 —4 1 1 1 -5 1 2
0o 0 2 3 4 o 0 2 3 4
(a) ”
2 2 -5 4lm|o 2 3 -4 1
2 0 —6 7 2 0 -6 9 71
11 -2 1 2
2 3 4
o 0 2 3 4
~ ~ 3 —4
2 (0 2 3 —4 1 ®
-2 -1 7 3
0 -2 -1 7 3
1 3 -2 3 I A
~1 0 2 3 4l~1|0 2 3 4
(4) (5)
-2 -1 7 3 0 2 3 4
(2 3 4} {1 s 2} {1 s 2}
PUNN A %l .
®12 3 4/ ™2 3 4]® |0 0 0

Selitykset:
(1) Vaihdetaan rivit 1 ja 3 keskendéin ja kerrotaan sen jélkeen rivi 1 vakiolla 1.
(2) Lisétéan riviin 4 rivi 1 vakiolla —2 kerrottuna.

(3) Koska rivi 1 ja sarake 1 eivdt tdmén jilkeen muutu, ne voidaan jattaa jatkotar-
kasteluissa pois.

(4) Vaihdetaan rivit 1 ja 2 ja kerrotaan sen jélkeen rivi 1 luvulla %

(5) Lisdtdan riviin 3 rivi 1 luvulla 2 kerrottuna.
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(6) Koska rivi 1 ja sarake 1 eivét tdmén jilkeen muutu, ne voidaan jattaé jatkotar-
kasteluissa pois.

(7) Kerrotaan rivi 1 luvulla 3.

(8) Lisatéén riviin 2 rivi 1 luvulla —2 kerrottuna. Koska saatiin matriisi, jonka alin
rivi on nollarivi, tehtava on valmis.

Lopuksi yhdistetdén ylla olevat vaiheet (2), (5) ja (8) jolloin saadaan alkuperéisen
kanssa riviekvivalentti porrasmatriisi

11 -3 1 2
o 1 32 -2 1
o o0 1 2 2
0 O 0O 0 O
b) Redusoidun porrasmatriisin saamiseksi jatketaan viimeksi saadusta muodosta
1 1 o0 ¥ 7 1 0 0 9 2
oo | Joon 0
mfo o 1 3 2|/®»{0 o0 1 3 2
0O 0 O 0 0 0O 0 O 0 0
Selitykset:

(1) Koska alin johtava kerroin on kohdassa (3,3), hévitetdén aluksi kolmannelta
sarakkeelta mainitun kohdan ylapuolella olevat nollasta eroavat alkiot. Sita varten
lisataan toiseen riviin kolmas rivi luvulla —% kerrottuna, ja ensimmaiseen riviin
lisataan kolmas rivi luvulla g kerrottuna .

(2) Koska seuraavaksi alin johtava kerroin sijaitsee kohdassa (2,2), lisdtddn en-
simmaiseen riviin toinen rivi luvulla —1 kerrottuna. Nain saadaan alkuperiisen
matriisin kanssa riviekvivalentti redusoitu porrasmatriisi.

Lineaarisen yhtaloryhman ratkaiseminen.

Haluamme ratkaista (matriisimuotoisen) lineaarisen yhtéloryhmén AX = B, A €

R™*" X € R™™! B € R™*!. Tarkastelemme tdydennettyd matriisia [A{ B] €
Rmx(n—i—l).

Lause 1.5.7. Jos[A | B] on riviekvivalentti [C | D]:n kanssa, yhtiloryhmdt AX =
B ja CX = D owvat ekvivalentit (eli niilld on samat ratkaisut).

Todistus. Tyyppia I, II ja III olevat alkeisrivitoimitukset (ks. 1.5.3) vastaavat line-
aarisille yhtaloryhmille suoritettavia toimituksia I, IT ja III (sivu 5). Véite seuraa
siten lauseesta 1.1.4. [

1.5.5:n nojalla ylla [C'1 D]:ksi voidaan valita (jopa redusoitu) porrasmatriisi.
Té&lléin CX = D on helppo ratkaista:
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Esimerkki 1.5.8. Yhtiloryhmin CX = D ratkaiseminen, kun [C i D] on a) por-
rasmatriisi, b) redusoitu porrasmatriisi:

a) My6s C' on selvésti porrasmatriisi. Olkoot C:n johtavat alkiot kohdissa (1, j1),
., (r,j,). Talloin [C'| D] on muotoa

-0"'0101,j1—|—1 d1 ]
"'0102,j2—|—1 dQ
...01637j3+1 d3

0... ---Olcr,jr—‘,—l-“ dr )
0 0 dyir
0 .0 0

L0 ... ...0 0 |

missa d,y1 = 0 tai 1.

(1) Jos r < m (C':ssé on nollarivejd) ja d,4+1 = 1 # 0, mukana on mahdoton
yhtalo 0 = d,+1 = 1, joten yhtaloryhmalla ei ole ratkaisuja tassa tapauksessa.

(2) Oletetaan, ettd r = m (C':ssé ei ole nollarivejd) tai d,41 = 0.

i) Tuntemattomat xx, k & {j1,...,Jr} (n —r kappaletta), ovat vapaat muuttujat,
joiden arvot voidaan valita vapaasti: annetaan vapaille muuttujille zy,, xg,, ...,
Tk, _.,missa 1 < k; < ks <--- <k, <n, arvot

T, =51 €ER, zp, =s2€R, ..., 21, =5, €ER.

ii) Yhtéalosta r,
T+ Y Conyst = dn,
kl >jr

lausutaan x;, parametrien s; (k; > j.) avulla.
ii) Yhtdloon r — 1,

Tj 1y, Y Gt St = drly,
kl>j7‘71

sijoitetaan takaisin x;, kohdasta ii) ja lausutaan z; , parametrien s; (k; > jr—1)
avulla.

iv) Ratkaistaan vastaavalla tavalla muita johtavien kertoimien sarakkeita vastaavat
tuntemattomat jarjestyksessa x;, _,, ..., Tj,, ;-
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Huomautus. Jos (2):ssa r = n, vapaita muuttujia ei ole, ja ratkaisu on yksikasit-
teinen. Jos r < n, jokaista parametrijonoa (si,...,S,_,) vastaa tietty ratkaisu
(x1,...,o,) (Adreton mééra ratkaisuja).

b) Olkoon [C'i D] redusoitu porrasmatriisi. Menetelldéin kuten a)-kohdassa, paitsi
ettd kohdan (2) takaisinsijoituksia ei tarvita, vaan suoraan

xj, =dp — Z CpkySi,, p=1,...,r. O

ki>Jp
Esimerkki 1.5.9. Olkoon
. 0 —21 2
ciol=| o]
21 2
Talloin CX = D on
.’B1+.’E2+2.'173 —g.’Bg):%
Ty + %xg) = %
Vapaat muuttujat ovat zo, x3 ja x5. Merkitadn zo = s;1 € R, 3 = so € R,
rs = s3 € R, jolloin ratkaisut ovat
(1 =2 -2y — 223+ 315 =3 — 51 — 255+ 353
Tro = 81
I3 = 52
vi=t Yo =} b
\ T5 = 83,
tai matriisimuodossa
) 2 -1 —2 5
To 0 1 0 0
X=|x3| =1]10]| +s9 0O 4+ s9 1] + s3 0|; s1,82,83 €R.
T4 i 0 0 -3
s 0 0 0 1

Lineaarinen yhtaléryhmé AX = B voidaan siis ratkaista (mm.) jommallakum-
malla seuraavista menetelmista:
Gaussin eliminointimenetelma:
A. Etsitaén (rivitoimituksin) [A1 B]:n kanssa riviekvivalentti porrasmatriisi
[CiD].
B. Ratkaistaan CX = D takaisinsijoituksin (jos ratkaisuja on).
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Gaussin-Jordanin eliminointimenetelma:

A. Etsitaén (rivitoimituksin) [A{ B]:n kanssa riviekvivalentti redusoitu por-
rasmatriisi [C'1 D].

B. Luetaan suoraan yhtaloryhman C' X = D ratkaisut (jos niité on).

Esimerkki 1.5.10. Ratkaise Gaussin menetelmalla

209 + 3x3 —4dxy = 1

203 + 3x4 = 4

201 + 229 — b3 + 224 = 4
2z — 6x3 + 924 =T.

Ratkaisu. [ A B] muunnettiin rivitoimituksin porrasmuotoon [C'{ D] 1.5.6 a):ssa.
Yhtaloryhman CX = D eli

$1+$2—g$3+ Ty = 2
Ty + Sx3 — 204 = 3
m3+%x4 =2

0=0

ratkaisu on

T1=2—-To+ w3 —1a=2—(-2+1s)+ 3(2-3s) —s=12—9s
To=1 35420, =1 -2(2-35)+2s=-2+ 175
x3:2—%x4:2—%s

s =5 € R

Huomautus 1.5.11. Porrasmuotoon pyrkiminen ei aina ole nopein ratkaisumene-
telma. Esimerkiksi yhtaloryhmaéasta

x1 =1 x1 =1
x —x3=0 saadaan heti To=—-14z+23=1
LE1—$2+$3:1 .’L’3:IL‘1:1,

vaikka matriisi ei ole porrasmuotoinen.

Homogeeniset yhtaloryhmat.

Tarkastellaan homogeenista ryhméi AX =0, A € R™*" X € R™*! (m yhtilod
ja n tuntematonta). Talld on aina triviaali ratkaisu X = 0.
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Lause 1.5.12. Jos m < n (eli yhtdloitd on vihemmdn kuin tuntemattomia), yhtd-
loryhmalla AX = 0 on myds epdtriviaaleja ratkaisuja.

Todistus. Taydennetyn matriisin [ A10] kanssa riviekvivalentti porrasmatriisi on
muotoa [C'10], eli siinikin vakiot ovat nollia. Kun yhtalsryhmidd CX = 0 rat-
kaistaan kuten 1.5.8 a):ssa, tapaus (1) el néin ollen ole mahdollinen, joten yh-
taloryhmalla on ratkaisuja joko tasan yksi tai aareton maara sen mukaan, onko
vapaiden muuttujien lukumaara n — r nolla vai positiivinen. Koska m < n, on
r < min{m,n} = m < n; siis vapaita muuttujia on n — r > 0 kappaletta, ja rat-
kaisuja on dédreton madrd. Ratkaisuista yksi on triviaali ja muut (joita on &éreton
méird) epatriviaaleja. [

Tarkastellaan lopuksi yleistd lineaarista yhtdloryhméa AX = B, A € R™*",
X e R™*1 B e Rm™*L,

Lause 1.5.13. Olkoon Sy € R™ 1 yhtiloryhméin AX = B erds ratkaisu. Silloin
S € R™1 on ko. ryhmdin (yleinen) ratkaisu <= S = So+ T, missi T € R"*! on
homogeenisen ryhmédn AX = 0 (yleinen) ratkaisu.

Todistus. 7 <= 7. QOlkoon S = Sy + T, missa AT = 0 . Koska ASy; = B, on
AS =A(So+T)=ASo+ AT =B+0=B.

» — 7. Olkoon AS = B. Tillsin S = So + (S — So) = So + T, missi
AT = A(S — So) = AS — ASy =B—-B=0. O

1.6. ALKEISMATRIISIT JA MATRIISIN SAANNOLLISYYS

Kun r,s € {1,2,...,m}, méiéritelld&n neliomatriisi I,; = [e;;] € R™*™ asetta-

malla
1, kun (¢,5) = (r,s)

€ij = :
0, muulloin.
Siis I,.s:n (r, s)-alkio = 1, kaikki muut alkiot = 0. (Samalla tavalla voidaan yleisem-
min maaritelld m x n-matriisi 1,5, kun r € {1,2,...m}, s € {1,2,...n}.)
Olkoon A = [a;; | € R™*™ m x n-matriisi. Lasketaan I,;A:

m

(I:sA) (i, §) =) einan;.

k=1
Kun i # r, e;par; = 0 - ar; = 0 kaikilla k;
kun ¢ = r,
{ 1-asj =as;, kunk =s
Crklr; =
0-ar; =0, kun k£ # s.

Nain ollen ‘
asj, kuni=r

(s A0, 5) = { 0, kun i # r,

ts. I, sAmn r:s rivi = A:n s:s rivi ja I,.; A:n muut rivit = 0.
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Maaritelma 1.6.1. m x m-matriisi E on alkeismatriisi, jos se saadaan ykkosmat-
riisista I, yhdella alkeisrivitoimituksella.

Lemma 1.6.2. Olkoon A € R™*™ m X n -matriisi, ja olkoon alkeismatriisi E €
R™>™ sqatu I, :std tietylla alkeisrivitoimituksella. Tdlloin EA saadaan A:sta sa-
malla alkeisrivitoimituksella.

Todistus. Tutkitaan alkeisrivitoimitusten tyypit I, II ja III erikseen. Olkoot A:n
rivit A, A%, ..., A™ ¢ RYX",

I. Vaihdetaan rivit r ja s (r # s).
Tarkastellaan ensin erikoistapausta m = 3, r = 2, s = 3, eli kolmirivisessa
ykkosmatriisissa vaihdetaan toinen ja kolmas rivi. Talloin saadaan alkeismatriisi

1 00 0 0 O 0 0 O 1 00
E=10 0 1{=(0 0 1| +1[0 0 O|+1]0 0 Of =I3++I32+ 1.
01 0 0 0 0 01 0 0 0 O

Yleisessa tapauksessa saadaan tdméan erikoistapauksen mukaisesti

E = rs+Is7"+ Z Ikk?
k#r,s

josta edelleen seuraa
BA=IL A+ I A+ Y IyA
kr,s

Edella todetun mukaan

(1) I,sAm rs rivi = A®; muut rivit = 0

(2) I Am s:srivi = A™; muut rivit = 0

(3) IxpAm ks rivi = A% muut rivit = 0 (k # 7, s).
Niin ollen EAm r:s rivi = A%, s:s rivi = A", k:s rivi = A* (k # 1, 5).
I1. Kerrotaan rivi r luvulla ¢, ¢ # 0.

Tarkastellaan jalleen ensin erikoistapausta m = 3, r = 3, ts. kerrotaan ykkos-
matriisin I3 kolmas rivi vakiolla ¢, jolloin saadaan alkeismatriisi

1 0 0 0 0 O 1 0 O 0 0 O
E = 0O 1 0 = 0 0 O + 0O 0 0 + 0O 1 0 :Cfgg-i-fll-i-fgg.
0 0 ¢ 0 0 c 0 0 O 0 0 O

Taman mukaisesti yleisessa tapauksessa

E=cly+ Y I,
k#r
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josta edelleen seuraa

EA = c(I;;A) + ) Ik A.
k#r

Kussakin yhteenlaskettavassa on (enintdén) yksi nollasta eroava rivi, ja yhteenlas-
kun jalkeen nahdain, ettd FA on matriisi, joka saadaan kertomalla A:n r:s rivi
vakiolla c.

III. Lisataan c - (rivi r) riviin s (¢ € R, r # s).

Tarkastellaan aluksi jalleen erikoistapausta m = 3, r = 2, s = 3, ts. lisdtaan
ykkosmatriisin I3 kolmanteen riviin toinen rivi vakiolla ¢ kerrottuna; saadaan al-
keismatriisi

= Ig + 0132.

&

I
SO =
o = O
_ o O

I
O O =
S = O
_ o O

+
o O O
o OO
o O O

Taméan mukaisesti yleisessa tapauksessa
E=1,+ CIST?

josta seuraa
EA=1,A+c(I5A) = A+ c(lsA).

Matriisin ¢(I5,A) s:s rivi on = ¢ - A" ja muut rivit = 0, joten FA on haluttua
muotoa. [

Seuraus 1.6.3. A € R™*" on rwiekvivalentti matriisin B € R™*" kanssa <=
on olemassa alkeismatriisit B, Es, ..., B, € R™*™ joilla B = Ey --- EoF1 A.

Todistus. 7 = 7. Oletetaan, ettd A on riviekvivalentti B:n kanssa. Maaritelmén
1.5.4 nojalla on olemassa sellaiset matriisit Ag, Ay, ..., A, ettd Ag = A, A, =B
ja A;11 on saatu Aj:stéd yhdelld alkeisrivitoimituksella (I =0,1,...,k —1). Olkoon
E 41 se alkeismatriisi, joka on saatu samalla alkeisrivitoimituksella ykkosmatriisista
I, kuin A;y; Apstd. Lemman 1.6.2 nojalla Aj41 = Ejp1A4; (1 =0,1,....k—1).
Nain ollen

B=FE A, 1=---=FE---EyFA.

7 <", Oletetaan, ettd B = E} --- EsE1 A, missa Eq, Fo, ..., E;, € R™*™ ovat
alkeismatriiseja . Merkitdaan Ag = A ja Ay = FiE;_1---F1A, kunl = 1,2,... k.
Silloin B = Ay ja A;41 = Ej+1A; on saatu Aj:sta yhdella alkeisrivitoimituksella
(Il =0,1,...,k — 1), joten médritelmén 1.5.4 nojalla A on riviekvivalentti B:n
kanssa. [
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Lemma 1.6.4. Alkeismatriisi E € R™*™ on sddnnollinen ja E~' on samantyyp-
pinen (I, II tai III) alkeismatriisi.

Todistus. E:ta vastaavalla alkeisrivitoimituksella on ”kaanteistoimitus”:

I. Rivien r ja s vaihtaminen (toistamiseen).
II. Rivin r kertominen luvulla 1/c.
III. (—c¢) - (rivi r):n lisddminen riviin s.

Olkoon E’ € R™*™ tita kadnteistoimitusta vastaava alkeismatriisi. Lemman
1.6.2 nojalla E'E saadaan FE:sti samalla alkeisrivitoimituksella kuin E’ saadaan
1,,:sta.

Tapauksessa I on E’FE néin ollen se matriisi, joka saadaan E:std vaihtamalla rivit
r ja s; koska E saatiin I,,:sta vaihtamalla jo kertaalleen rivit r ja s, on E'E = I,,,.

Tapauksessa II on E’'FE se matriisi, joka saadaan kertomalla E:n r:s rivi luvulla
1/c. Toisaalta E saatiin I,,:std kertomalla t&mén r:s rivi luvulla ¢, joten téssékin
tapauksessa E'E = I, (I,:n r:s rivi tulee kaikkiaan kerrottua luvulla (1/¢)-c = 1).

Tapauksessa III on E'E se matriisi, joka saadaan lisiamalla E:n s:nteen riviin
E:n r:s rivi kerrottuna luvulla —c. Toisaalta E saatiin [,,:std lisaamalla tdméan
s:nteen riviin r:s rivi luvulla ¢ kerrottuna, joten téssikin tapauksessa E'E = I,
((—¢)+c=0).

Vastaavasti todetaan, etti EE’ = I,,,. Siis E on saannéllinen ja B/ = E~!. O

Lause 1.6.5. n x n-matriisilla A ovat seuraavat ehdot yhtdpitavait:

i) A on sddnndllinen.
ii) Homogeenisella yhtdloryhmdlld AX = 0 on vain triviaali ratkaisu X = 0.
iii) A on riviekvivalentti ykkésmatriisin I,, kanssa.

iv) A on ddrellisen monen alkeismatriisin tulo.

Todistus. Osoitetaan, ettd i) = ii) == iil) = iv) = i), jolloin kaikki
ekvivalenssit tulevat todistetuiksi.

i) = 1ii). Jos A on sdénndllinen, on lauseen 1.4.8 nojalla yhtaléryhmélla AX = 0
yksikésitteinen ratkaisu X = A=10 = 0.

ii) = iii). Oletetaan, ettd yhtéléryhmalld AX = 0 on vain triviaali ratkaisu.
Lauseen 1.5.5 nojalla on olemassa redusoitu porrasmatriisi C', joka on riviekviva-
lentti A:n kanssa. Lauseen 1.5.7 nojalla my6s yhtéaloryhmalla CX = 0 on vain
triviaali ratkaisu.

Koska C' on neliomatriisi, niin huomautuksen 1.5.2 nojalla joko C' = I, tai C':ssa
on nollariveja. Jalkimmaisessa tapauksessa homogeenisessa yhtaloryhmassa C' X =
0 on epatriviaaleja yhtaloita viahemman kuin tuntemattomia, joten lauseen 1.5.12
nojalla kyseisella yhtaloryhmalla on myos epatriviaaleja ratkaisuja, mika on vastoin
ehtoa ii). Siis taytyy olla C' = I,,.
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iii) == 1iv). Oletetaan, ettd A on riviekvivalentti I,,:n kanssa. Seurauksen
1.6.3 nojalla on olemassa alkeismatriisit Ei, Fo, ..., Ep € R™ " joilla I,, =
Ey - - EsE1 A. Koska alkeismatriisit ovat sddnnollisia (lemma 1.6.4), seuraa lausees-
ta 1.4.7 (ja induktiosta), etté

A= (Ey - EyE)) 'L, =E;'E;' - E'TL,=E "By B

Tassa A:n esityksessa tekijat Ej_1 ovat 1.6.4:n nojalla alkeismatriiseja.

iv) = i). Oletetaan, ettdi A = FE1E5---FEj, missd E;:t ovat alkeismatriise-
ja. 1.4.7m ja 1.6.4:n nojalla A on sidiinndllinen (ja A™' = (E1Ey---E)™! =
E' By ECY. O

Maaritelmén mukaan A € R™ ™ on sdannoéllinen <= on olemassa sellainen
B e R"™" ettd AB = I,, ja BA = I,,. Seuraavan térkeén (ja epatriviaalin) tuloksen
mukaan itse asiassa kumpi tahansa naista kahdesta yhtalosta riittaa yksinkin:

Lause 1.6.6. Jos A ja B ovat n x n-matriiseja, ja AB = I,,, niin A ja B ovat
sidnnollisic, B = A~' ja A = B™!; siis myés BA = 1I,,.

Todistus. Tarkastellaan homogeenista yhtaloryhmada BX = 0. Koska AB = I,
voidaan paatella:

BX =0 = ABX)=A40=0 = (AB)X=0 = [,X=0 = X=0.

Néin ollen yhtaloryhmalla BX = 0 on vain triviaali ratkaisu. Lauseen 1.6.5 kohdan
ii) nojalla B on siaiinnéllinen, joten on olemassa B~1. Nyt

AB=1I, = (AB)B"'=1,B™' = ABB ')=B"! = Al,=B"
— A=B"1

Siten myos A on sddnnollinen ja A~ = (B~1)"1 = B. O

Kaanteismatriisin etsiminen.

Laskumenetelma 1.6.7. Selvitettdvd, onko annettu n X n-matriisi A saanndlli-
nen, ja myonteisessd tapauksessa méadritettivé kadnteismatriisi A71.

Ratkaisu. Lauseen 1.6.6 nojalla A on sadnnoéllinen tasmaélleen silloin, kun on ole-

massa n X n-matriisi X = [z;;], jolla AX = I,,; talloin X = A~!. Pyritaan siis
ratkaisemaan matriisiyhtalo AX = I,,.
Olkoon X; = [x1; @2 ... Xn; ]T X:n j:s sarake ja e; ykkosmatriisin 7, j:s

sarake (j =1,...n; e;:n j:s alkio on 1, muut ovat nollia). T&ll6in

AX =1, < AX, = e, kaikilla j € {1,...,n}.
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On siis saatu ratkaistavaksi n lineaarista yhtaloryhmaa, joiden kaikkien kerroinmat-
riisi on A. Nama yhtaloryhmét voidaan ratkaista yhdella kertaa seuraavasti:

Muunnetaan n x (2n)-matriisi [ A i I,,| alkeisrivitoimituksilla redusoiduksi n x
(2n) -porrasmatriisiksi [C'i B]. Télléin C on redusoidussa porrasmuodossa oleva
neliomatriisi, joten 1.4.2:n mukaan on kaksi vaihtoehtoa:

Tapaus 1: C'=1I,,. Yhtaloryhma AX; = e; on ekvivalentti yhtédloryhmén X; =
I,X; = B; (=B:n j:s sarake) kanssa. Yhtélolla AX = I,, on siis ratkaisu X = B,
joten A on sddnnoéllinen ja A~! = B.

Tapaus 2: C':ssd on nollarivejd.  Téssd tapauksessa A ei ole sddnnéllinen (ks.
implikaation ii) = iii) todistus 1.6.5:ssd). [

Huomautus 1.6.8. Jos A:ta redusoiduksi porrasmatriisiksi muunnettaessa jossain
vaiheessa paadytaan matriisiin, jossa on nollarivi, myos redusoidussa porrasmatrii-
sissa C' on nollarivi; siis A ei télldin ole sadnnollinen. Tallaisessa tapauksessa ei siis
tarvitse jatkaa redusoituun porrasmuotoon asti.

Esimerkki 1.6.9. Tutki, onko A sdannéllinen, ja myOnteisessa tapauksessa maa-
ritd A~!, kun

1 2 -3 1 1
a) A=|1 =2 1], b) A=1]0 2 3
5 —2 =3 5 5
Ratkaisu.

1 2 -3 El 0 0 1 2 =3 i 1 2 -3 E
(a) 1 -2 1 EO 1 0~ 10 -4 4 i s —4 E
\ 1) (@) |
5 =2 =-3:0 0 1 0 —12 12 0 !

Siis tuli nollarivi A:n kohdalle, joten A ei ole sdannollinen.
Selitykset. (1) (—1) x (1. rivi) lisétéén 2. riviin ja (—5) x (1. rivi) lisatéén 3. riviin.
(2) (—3) x (2. rivi) lisétddn 3. riviin.

i1 0 0 1 1 111 0
1 3 1 1
(b) 3:0102/130 1 510 3
I 0 0 1 0 0 —4i-5 0
11 11 0 0 1 10!-3 0 1
1 3410 5 0 o1 o0i-2 1 2
2’2‘; 2:5 2 1 Eg; :85 2 ala
r v 13 1 1
ooy g -3 —%
s 115 1 3
(4) :8 2 8
00 1} 3 0 —3
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Siis matriisin A kohdalle saatiin ykkosmatriisi I3, joten A on sddnnoéllinen. Liséksi

O NI N
W[ ool ool

Selitykset. (1) (=5) x (1. rivi) lisétdén 3. riviin. 2. rivi kerrotaan luvulla 1/2.
(2) 3. rivi kerrotaan luvulla —1/4.

(3) (—=3/2) x (3. rivi) lisdtaan 2. riviin ja (—1) x (3. rivi) lisdtdan 1. riviin.

(4) (—=1) x (2. rivi) lisdtaén 1. riviin.



