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Luku 1

Ensimmaisen kertaluvun
yhtilot

1.1 Johdanto

Esimerkki 1.1 (Radioaktiivinen hajoaminen). Olkoon A(t) annetun aineen
radioaktiivisuuden séteilyintensiteetti ajan hetkelld t. Oletetaan, etté sétei-
lyintensiteetin muutos on verrannollinen intensiteetin arvo. T&ll6in funktion
A(t) aikakehitystd kuvaa yhtalo

A(t) = —kA(t), (1.1)

missd k on verranollisuusvakio. On luonnollista olettaa, ettd A(t) on ajan
suhteen vihenevé funktio, ja tdmén lisdksi oletamme vield ettd se on aina
positiivinen, eli A'(f) < 0 ja k > 0. Koska jokaisella f € C'(R,Ry) on

voimassa
din f(t) _ f'(t)
at f(t)

niin voimme ratkaista differentiaaliyhtélon seuraavasti:

A() = —kA(t) = j((f)) — &
dln A(t)

=k
dt

@/mn—mdt:—/kdt
dt

<~ InA(t) = -kt + C
= A(t) = e%reM = Che M.
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Huomaamme, etti differentiaaliyhtdlon (1.1) ratkaisu A(t) ei ole yksikésit-
teinen, vaan riippuu mielivaltaisia positiivisia arvoja saavasta parametrista
Cs. Tamé on taysin luonnollista, silla jos F' of funktion f integraalifunktio,
niin onhan F' + C (C vakio) myds f:n integraalifunktio.

Jos intensiteetti A(t) tunnetaan ajanhetkelld t = 0:

A(0) = A, (1.2)
niin integroimisvakio Cy voidaan méaarittaa:
Ay = A(0) = Coe ™0 = Cy <= Oy = A,
Tehtavéad (1.1) & (1.2) kutsutaan alkuarvotehtdviksi ja sen ratkaisu on siis
A(t) = Age™™.

Lisdksi huomataan, ettd jos Ay > 0, niin oletuksemme A(t) > 0 kaikilla ¢
toteutuu ja vaimeneminen on eksponentiaalista.

Esimerkki 1.2. Tarkastellaan hiukkasta, jonka massa on m ja joka liikkuu
pitkin pystysuoraa z-akselia. Oletetaan, ettd painovoiman lisdksi hiukkaseen
vaikuttaa nopeuteen suoraan verrannollinen voima (verrannollisuuskertoime-
na k > 0), joka vastustaa hiukkasen liikettd. Newtonin litkeyhtalo saa talloin
muodon (z-akselin positiivinen suunta on alaspéin):

mi = mg — k. (1.3)

Kiytamme tissd Newtonin merkintié aikaderivaatalle, eli © = 9 on siis

dt

hiukkasen nopeus ja & = 57‘2” sen kiihtyvyys, luonnollisesti g on Maan paino-
voiman kiihtyvyys.

Kun merkitdin v = 2 ja o = %, niin litkeyhtélo (1.3) voidaan kirjoittaa

muodossa

dv

o =9
Voisimme menetelld nyt samalla tavalla kuin esimerkissé 1.1, mutta vaihte-
lun vuoksi ratkaisemme yhtélon toisella tavalla. Ryhmittelemélla termejé ja

kertomalla puolittain tekijilld e saamme yhtilon

e/ (t) + ae®v(t) = ge™. (1.4)
Nyt huomataan etti ylldolevan yhtdlon vasen puoli on funktion e®wv(t) deri-
vaatta, joten integromailla ajan suhteen saadaan

eu(t) = 9 eat 4 Ch,
o
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eli
v(t) = CA Cre™ ™,
a

ja integroimalla vield kerran saadaan yhtélon (1.3) ratkaisuksi

(1.5)

Ratkaisu siséltaa siis kaksi parametria C ja Cy. Tama johtuu tietysti sii-
té, ettd differentiaaliyhtdlossa (1.3) esiintyy ensimméisen derivaatan lisiksi
myos tuntemattoman funktion z toinen derivaatta. Yksikésitteisyyden ta-
kaamiseksi tarvitaan nyt kaks: alkuarvoa. Jos esimerkiksi hiukkanen ldhtee
liikkeelle levosta origosta, niin alkuehdot ovat z(0) = 0 ja v(0) = 0. Kun nyt

sijoitetaan v:n lausekkeeseen ¢t = 0, niin saadaan C; = —g/a, jonka jalkeen
(1.5) antaa Cy = —g/a?. Alkuarvotehtévin ratkaisu on siis
9 Y ) 9 —at
z(l) = ——=5 + =t + =e¢ =—t—=(1—e .
(®) a2 a  o? ! a2( )

Madritelladn seuraavaksi joitakin késitteitd (joita tosin emme tarvitse
kuin intuitiivisen kuvan vahvistamiseksi):

Maéiritelmé 1.3.  (a) Olkoon F sopivassa R™"2:n osajoukossa médritelty
reaaliarvoinen funktio. Relaatiota

F <x,y(x), . d;zg(f)> ~0 (1.6)

kutsutaan (tavalliseksi) differentiaaliyhtiloksi. Korkeimman esiintyvén
derivaatan kertaluku n on differentiaaliyhtélon kertaluku.

(b) Vililla I C R, n kertaa derivoituva funktio y = y(z) on differentiaa-
liyhtélon (1.6) ratkaisu valilla I jos (1.6) pétee kaikille x € I.

(c¢) Kertalukua n olevan diffferentiaaliyhtdlon ratkaisujen joukkoa, joka
riippuu n:std mielivaltaisia arvoja saavasta oleellisesta parametrista,
kutsutaan kyseisen yhtalon yleiseks: ratkaisuksi.

Huomautus 1.4. Madritelméssd 1.3 (c) sana “oleellinen” tarkoittaa, ettei pa-
rametrien lukuméardd voida vihentdd esimekiksi kayttamalla uusia merkin-
tojé. Lausekkeessa y(z) = C1Cqe” on siten vain yksi oleellinen parametri. On
my0s mahdollista, etté differentiaaliyhtalollda on ratkaisuja, jotka eivit sisally
yleiseen ratkaisuun.
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1.2 Ensimmaéiisen kertaluvun separoituvat yh-
talot

Aloitetaan seuraavalla méaaritelmalla:

Masaritelma 1.5. Ensimmadisen kertaluvun DY on separoituva, jos se voi-
daan kirjoittaa muodossa

y'(z) = p(z)a(y) (1.7)
joillakin yhden muuttujan funktiolla p ja q.

Tarkastellaan kasitettd muutamalla esimerkilla.

Esimerkki 1.6.  a) Esimerkin 1.1 yhtdlé A:lle on separoituva, silla
Al(t) = —kA(t) = p(t)a(A(t)),
kun valitaan esimerkiksi p(t) = —k ja ¢(s) = s.

b) Yhtalo
) 2z + xy
y>+1
on myoskin separoituva, silla

2r+xy 24y

kun 54
- o Y

¢) Yhtalo y' = 1+ xy ei ole separoituva. Perustelun télle jatdmme har-
joitustehtéviksi. Samoin voi miettid sitd, kuinka yksikésitteinen esi-
tys separoituvana yhtdlona on. Eli jos kaikilla x, y pitee pi(x)q1(y) =
p2(x)q2(y), niin mikd on funktioiden p; ja po, seké vastaavasti funktioi-
den ¢, ja ¢ yhteys toisiinsa.

Formaalisti kédyttamaélla differentiaalimuotoilua separoituva yhtélo voi-
daan ajatella ratkaistavan seuraavasti:
dy dy Yody *
Y b)) = = plalde = [ = [ plae
dx q(y) q(y)
Tehd&én sama hieman tarkemmin. Eli oletetaan, ettd vililla I C R funktio
q(y) # 0 (tdhén oletukseen palataan myShemmin) ja merkitaan
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Talloin differentiaaliyhtélo (1.7) saa muodon

h(y(2))y () = p(x) (1.8)

Olkoon nyt H funktion A integraalifunktio ja P funktion p integraalifunktio.
Télloin yhtélo (1.8) voidaan ketjuséénnon nojalla kirjoittaa muodossa

dH(y(z) _ dP(x)
dx dx

jollakin vakiolla C', eli formaalin differentiaallimuotoilulla saadun ratkaisun
kanssa yhtéapitdava lopputulos. Tama on ns. implisiittinen ratkaisu, ja yleises-
ti ei parempaan lopputulokseen péa#se. Kuten allaolevista esimerkeistd huo-
maamme, on usein kuitenkin mahdollista ratkaista y(z):n arvot eksplisiitti-
sesti. Aina tdmaé ei kuitenkaan onnistu, ja usein se ei edes ole tarpeen, vaan
ratkaisun olennaiset ominasuudet néakyvét jo implisiittisestd muodosta.

— H(y(x)) = P(x) + C, (1.9)

Esimerkki 1.7. Ratkaistaan yht&lo

Tami on separoituva valinnalla p(z) = x — 5, q(y) = y~2. Nyt ¢(y) # 0, kun
y # 0 ja jos y = 0 ei lauseke edes ole madritelty. Differentiaalinotaatiolla

d - ! ’
%zxy—f@yzdy:(x—f))dxi/ yzdy:/ (x — 5)dz
1 1
<:>§y3:§x2—5x+01, C; eR.

Tamé antaa ratkaisun implisiittisesti, mutta voimme edelleen ratkaista funk-
tion y ottamalla kuutiojuuren

5 1/3
y(&?) = (§$2 — 15z + CQ) , 02 = 301 e R.

Huomaa, ettd tdmé on ratkaisu vain pisteissd joissa %xQ — 152+ C # 0, eli
maédrittelyjoukko riippuu integrointivakion C arvosta.

Edellisessa esimerkissa funktiolla ¢ ei ollut nollakohtia. Tarkastellaan hie-
man mité tapahtuu, jos nollakohtia on. Oletetaan, ettd y, on funktion ¢
nollakohta, eli g(yo) = 0. T&ll6in vakiofunktio y(z) = yo on aina differenti-
aaliyhtélon (1.7) ratkaisu, silla

Y(@) = =020 p(e) = alu0) - plx) = aly(a) o).
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Tulemme kurssin toisella osalla todistamaan tuloksen, joka sanoo, etté jos p
ja q ovat riittavin sdannollisia ja jos kaksi differentiaaliyhtélon (1.7) ratkaisua
y1 ja yo leikkaavat jossakin pisteessi xq eli y1(xg) = y2(x0), niin ne yhtyvit
jossakin pisteen x, ympéristossi. Siispé yleensé on vain kaksi vaihtoehtoa:

i) ratkaisu on vakiofunktio y(x) = o, missé q(yo) = 0.

i1) funktio ¢(y(z)) # 0 kaikilla € I, missd I C R on jokin véli. Talloin
yll& esitetty menetelmé toimii.

Tarkastellaan esimerkeilléd tilannetta, jossa ¢:lla on nollakohta.

Esimerkki 1.8. Tarkastellaan ongelmaa:
Ratkaise yhtalo

seké hae ne ratkaisut y, joilla y(—1) = 0.

Nyt p(z) = (z + 3)7" ja ¢(y) = y — 1. Funktio p on médritelty vain kun
x # —3 eli ratkaisuja on kaksi erillistd parvea: toinen vililld (—oo, —3) ja
toinen valilla (—3, 00). Triviaaliratkaisut ovat ¢:n nollakohdat eli y(x) = 1,

x € R. Tama on madritelty myos kohdassa © = —3!
Muut ratkaisut saadaan separoimalla:
d -1 Y e
dy _y PN dy _ dx N ﬂ _ / dx
de x+3 y—1 x4+3 y—1 T+ 3

< hly—1ll=h|lz+3|+Ci<=|y—1| =Ci |z + 3],
missd C; = e“0. Implisiittinen ratkaisu on siis
ly—1|=Cilz+3|, C1>0, z#-3

Ratkaisujen kuvaajat muodostavat pisteen (—3,1) € R? kautta kulkevien
suorien perheen, joista piste (—3, 1) on poistettu. TAmé ei siis ole ristiriidassa
sen periaatteen, ettd eri ratkaisut eivét leikkaa. Leikkauspisteessd yhtélon
kertoimet ovat singulaarisia ja ratkaisut eivat ole méaéritelty.

Tutkitaan alkuehtoa y(—1) = 0. Télloin
1
2
Koska nyt piste z = —1 kuuluu véliin (—3,00), niin |z + 3| = x + 3. Siis
ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdon y(—1) =0 on

y(=1) =1 =Ci|-143| <= 1=20) = (1 =

y(w) ~ 1] = S(0+3), 4= 3(0) = 1 (2 +8), = y(o) = 1 - 3z +9)

kun z > —3.
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Seuraavan esimerkin tarkoituksena on osoittaa, ettd separoituvallekin yhta-
16lle alkuarvo—ongelman yksikésitteisyys ei valttaméatta pade. Kuten tulem-
me nakemédn osassa II, kun muotoilemme yleisen olemassaolo ja —yksikasit-
teisyyslauseen, olennaista on kuinka sddnnollistd yhtélossa

y/ - f(x,y)

on funktion f riippuvuus muuttujasta y. Hieman yksinkertaistaen pétee seu-
raava: jos funktio y — f(z,y) on alkuarvon yo ympéristossa derivoituva, niin
alkuehtoa y(z) = yo vastaa yksikésitteinen ratkaisu.

Esimerkki 1.9. Tarkastellaan separoituvaa differentiaaliyhtaloa

% — i (1.10)

joukossa = > 0, y > 0. Koska /0 = 0, niin vakiofunktio y = 0 on ratkaisu.
Erottamalla muuttujat saadaan

dy 1 1
— = | Zdr <— = - ).
Yleinen ratkaisu on siis
1
y(w) = (= +C) x>0, (1.11)

misséd C' > 0. Toisaalta todetaan suoraan laskemalla, etté jokaisella arvolla
a > 0, derivoituva funktio

0 0<z<a
T) = ’ - = 1.12

toteuttaa differentiaaliyhtdlon kaikilla x > 0. On siis 16ydetty dareton maari
ratkaisuja jotka eivit sisdlly yleiseen ratkaisuun (1.11). Itse asiassa kaikki
ratkaisut (1.12) toteuttavat alkuehdon

y(0) = 0. (1.13)

Alkuarvotehtavallakin on siis ddreton méara ratkaisuja. Tamé patologisuus
johtuu kahden erikoistilanteen kombinaatiosta: Funktiolla ¢(y) = /7 on nol-
lakohta pisteessd y = 0, missd funktio “kéyttaytyy huonosti” (lim, o1 ¢'(y) =
o0). Funktion ¢ hividminen ei sellaisenaan ole kohtalokasta eiké ¢:n derivaa-
tan ddrettomyys estd muuttujien separoinnin onnistumista. Mutta yhdessé
ne aiheuttavat sen, ettd alkuarvotehtavélld (1.10) & (1.13) ei ole yksikésit-
teisté ratkaisua.
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1.3 Eksaktit yhtalot

Olkoot M ja N méirittelyalueessaan G C R? differentioituvia funktioita.
Tarkastellaan yhtaloa

M(z,y) + N(z,y)y’ = 0. (1.14)
Asetetaan eksaktin yhtdlon madritelma.

Maéritelm& 1.10. Yhtils (1.14) on eksakti alueessa G C R? jos on olemassa
sellainen kahdesti differentioituva funktio F': G — R, etté

OF OF

%(x,y) = M(z,y), 8_y<x’y) = N(z,y), (z,y)eG.

Mita hyotya eksaktisuudesta oikein on? Vastaus selvidd tarkastelemalla ket-
jusdantod. Oletetaan, ettd y on differentioituva x:n funktio ja lisdksi

Fz,y(z)) = C,
jollakin vakiolla C'. Télloin ketjusddnnon nojalla

0= L F(a,y(a) = g—i(%y(ﬂf)) + Z—Z(ﬂf, Y(@) L = M(x,y) + N(e,y)y.

dx dx
Siis jos pystymme madrddméin integraalifunktion F ehdoista OF/0x = M,
OF /0y = N, niin olemme l6ytéaneet perheen differentiaaliyhtalon (1.14) impli-
siittisiad ratkaisuja muodossa

F(x,y(z))=C, CeR.
Eksaktisuus on mydos usein helposti varmistettavissa.

Lause 1.11 (Eksaktisuuslause). Oletetaan, ettd M(z,y) ja N(z,y) ovat dif-
ferentioituvia funktioita suorakaiteessa R C R?. Jos

oM ON

8_y = o (z,y) € R, (1.15)

niin yhtalo (1.14) on eksakti R:ssd ja kddntden.

Todistus. Eksaktisuuden méaaritelmésta sekéd derivoimisjarjestyksen vaihdon
sallivasta sdannosté

O’F  O°F

0xdy  Oydx
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seuraa heti, ettd ehto (1.15) on voimassa jos yht#lo (1.14) on eksakti R:ssé.
Oletetaan nyt ettd (1.15) pétee, valitaan mielivaltainen piste (xg,yo) € R
ja madritelldan

Floy) = [ M€)de +9(0), (1.16)
zo
missd g on mielivaltainen derivoituva funktio. Tall6in
F

Vield on valittava g siten, ettd eksaktisuuden médritelmén toinenkin ehto

oF

a—y(%y) = N(z,y) (1.18)

tayttyy. Derivoidaan (1.16) y:n suhteen ja kdytetddn oletusta (1.15):

OF v 9 ,
8_y(x7y> = /ZO a—yM(ﬁ,y)d§+g(y)
0
— / SENEn g ) (1.19)

= N(z,y) — N(zo,y) + g (y)-
Ehto funktiolle ¢ on siten
9'(y) = N(2o,y)

ja vaatimukset (1.17) & (1.18) téyttéavéksi funktioksi kelpaa

z 9 y
Fla,y) = / SoM(E ) de+ / N (zo,1) dn.

O

Edellisen lauseen todistus siséltdd menetelmén eksaktin yhtélon integraa-
lifunktion loytamiseksi:

e valitaan jokin zy € R, joka kuuluu vélille, jossa haluamme ratkaista
yhtélon

e asetetaan funktioksi g funktion y — N(zo,y) jokin integraalifunktio

9(y) = /yN(:co,n) dn
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e talloin funktio N
Fla) = [ M(&)de-+9(0)
x0
on eksaktin yhtalon M(z,y) + N(z,y)y’ = 0 integraalifunktio.
Esimerkki 1.12. Tarkastellaan yhtéloa

y' (1 + ze¥ + xye?) + (ye! +2) = 0.

Talloin
M(z,y) =ye’ +2, N(z,y) =1+ ze’ + zye’
ja
oM V4 e ON
dy J oz’

joten yhtélo on eksakti. Valitaan esim. xy = 0, jolloin

Yy Yy
g(y):/ N(O,t)dt:/ ldt = y+C.

missé C; on vakio. Edelleen koska
/ M(t,y)dt = / (ye¥ 4 2)dt = x(ye? + 2),
0 0
niin F(z,y) = x(ye? + 2) + y on yhtélon integraalifunktio ja siis yhtélon
implisiittinen ratkaisu on

xye +2x+y=C, CelR

Huomaa, ettd funktion y ratkaiseminen on téstd hankalaa, mutta x saadaan
helposti ratkaistua

C—y
= ——9% CyeR
z(y) yev + 27 Y €

eli tieddmme eksplisiittisesti halutun ratkaisun kadnteisfunktion.

Voimme myo6s toimia toisin eksaktin yhtéalon integraalifunktion loytami-
seksi.

e valitaan jokin yy € R

e asetetaan funktioksi A funktion x — M (z, o) jokin integraalifunktio

h(z) = /9«“ M (z,yo)dx
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F(z,y) = h(z) + /y N(z,s)ds

on eksaktin yhtélon M(z,y) + N(z,y)y = 0 integraalifunktio.

e talloin funktio

Etuna téssé valinnan vapaudessa on se, ettd vaikka lopullinen funktio on va-
kiota vailla sama, niin integraalit voivat olla helpompia laskea joskus toisessa
ja joskus toisessa tapauksessa.

Esimerkki 1.13. Tarkastellaan yhtdlod y + xy’ = 0. Joukossa = # 0 se
voidaan kirjoittaa muotoon y' = —y/z, joka on separoituva. Yhtalolla on siis
triviaaliratkaisu y(z) = 0, x € R, sekd separoimalla saatava ratkaisu, kun

x#0:
=/
—y=

Toisaalta alkuperdinen yhtilo y + xy’ = 0 on eksakti, silld nyt M (z,y) = v,
N(z,y) = z ja funktio F(x,y) = zy toteuttaa ehdot

&I@

:—/ " — <= In|y|=—Inlz|+ C
C =

dy
Y
% +e% € R\ {0}

oF oF
=M
or Y Oy

Siis perhe implisiittisia ratkaisuja saadaan yhtalosta
Flz,y)=2y=C, CeR

Tama pitaé sisalldan kaikki edelld saadut ratkaisut. Myos eksaktisuuslauseen
ehto (1.15) toteutuu, silla

oM oN
oy Oz’

b) Tarkastellaan seuraavassa hieman hankalampaa yht&loé:
y—3z>+ (z— 1)y =0. (1.20)

Téata yhtalod ei voida kirjoittaa separoituvassa muodossa, mutta se saadaan
kirjoitettua kahden helpomman yhtélén summana

y—32"+(x -1y = (y+ay) — (32" +y) =0
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Edellisen esimerkin nojalla lauseke y + zy’ on eksakti ja my6s 322 + 3’ on
eksakti. Tdmé nihdddn seuraavasti: olkoon M(z,y) = 322 ja N(z,y) = 1.
Valitsemalla F)(z,y) = 2° + y havaitaan, etti

0k,

% = 3552 = Ml(l',y),

OF}
—=1=N .

ay 1 (.’E, y)

Yhdistamilla edellisen esimerkin integraalifunktio F'(x,y) = zy ja F; nih-
déin, ettéd funktio F(z,y) = vy — 2 — y on yht#lon (1.20) integraalifunktio
ja ratkaisuperheené on siis

~ 3
F(x,y)z(a:—l)y—x?’:m:»y:xxff, r#1,C €R.

Edellisessé esimerkissé yhdistimme kaksi eksaktia yhtaloa ja sovelsimme
seuraavaa lausetta.

Lause 1.14. Oletetaan, etti differentiaaliyhtilot M;(x,y) + N;j(x,y)y = 0,
73 =1,...,k, ovat eksakteja. Jos M = My + ... My ja N = Ny + --- + Ny,
niin differentiaaliyhtilé M (z,y) + N(z,y)y’ = 0 on eksakti.

Todistus. Olkoon % = M; ja % = Nj, kun j = 1,...,k. Olkoon F' =

Fy + ... F. Télloin

OF OF;}
a2 MM

j=1 j=1
ja vastaavasti 0F/Jy = N. ]

Edellisissé esimerkeissé todettiin, ettd separoituvat malliesimerkit olivat
myo0s eksakteja. Tama ei ole sattumaa:

Esimerkki 1.15 (Separoituvat DY:t ovat eksakteja).
Olkoon

y = p(@)q(y)
separoituva DY ja tarkastellaan yht&loa pisteen (g, yo) ympéristossi olettaen
ettei y(z) = yo ole triviaaliratkaisu. Valitsemalla taméa ympéristo riittdvan

pieneksi voimme olettaa ¢(y) # 0 ja asetamme
M(z,y) = p(z) ja N(z,y) = —q(y)~*. Tillsin

y =p(x)q(y) <= p(r) — =0 <= M(z,y) + N(z,y)y = 0.

q(y)
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Koska M ei riipu y:stéd ja N ei riipu x:sté, niin
oM~ ON
oy Oz’

joten eksaktisuuslauseen nojalla yhtélo on eksakti.

0

Esimerkki 1.16. Joskus ei-eksakti yhtdlo voidaan muuntaa yksinkertaisella
tempulla ldhes ekvivalentiksi eksaktiksi yhtéloksi. Katsotaan seuraavaa esi-
merkkié:
(z + 32%siny) + (2* cosy)y =0
Nyt M(x,y) = x + 3z3siny ja N(z,y) = x*cosy, joten
oM ON
—— =32%cosy # 4’ cosy = —

dy ox’

joten eksaktisuusehto ei toteudu. Kerrotaan yhtilo puolittain z—1:114, jolloin
ainakin osavileilld (—oo,0) ja (0,00) yhtdlot ovat ekvivalentit. Télloin saa-
daan
(1+ 32*siny) + (z° cosy)y’ =0,
jolloin M'(z,y) =1+ 3z%siny ja N'(x,y) = z° cosy. Nyt
oM’ ON'’
o (z,y) = 3z* cosy = e

eli saatu yhtéld on eksaktisuuslauseen nojalla eksakti.

(z,9),

Kertojafunktiota u(xr) = x~! sanotaan yhtilon integroivaksi tekijiksi.

Yleisessé tilanteessa integroiva tekijén etsiminen mudossa u(x, y) johtaa osit-
taisdifferentiaaliyhtaloon funktiolle i, eli yhtédloon jossa esiintyy seké x:n et-
td y:n suhteen otettuja osittaisderivaattoja. Tamé ei yleenséd ole helpompi
ongelma kuin alkuperéinen differentiaaliyhtélo. Joissain tilanteissa integroi-
va tekija voidaan 16ytdd muodossa joka riippu vain x:std. Seuraava lause on
antaa talle riittdvan ehdon.

Lause 1.17. Jos

1) = o7 (oM = 5N ) (121

on y:n suhteen vakiofunktio, niin yhtdlolla
M(ib’,y) + N(mayh/, =0

_ I f©d

on muotoa ju(x) ¢ oleva integroiva tekija'.

'Huomaa, ettd tdms integroiva tekiji on aina nollasta erovava, joten integroivaa tekijis
kayttden saatu yhtalo on téssd tapauksessa yhtapitiavé alkuperdisen yhtdlon kanssa.
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Todistus. Olkoon p(x) mielivaltainen derivoituva funktio. T#ll6in

S @M (2,) = 5 ()N (e.) =

ox
() <(%M(x,y) - %N(l&y)) — () =

(@) f(x)N(z,y) — p'(2)N(2,y) =
(u(x) f(x) — p'(x)) N(z,y)

p(x) on siis integroiva tekija jos

() f(2) — 1 (2) = 0,
Tama on separoituva differentiaaliyhtélo, jonka erds ratkaisu on
— ol 1O

mw%M@m—memw—mwﬁw@m

()
0

1.4 Ensimmaéisen kertaluvun lineaariset yh-
talot

Toistaiseksi olemme tarkastelleet hyvin yleistd muotoa olevia ensimmaéisen
kertaluvun yhtéaloitd. Téassd kappaleessa tutkimme lineaarista ensimmaéisen
kertaluvun differentiaaliyhtéloa

(Ly)(z) = y'(z) + p(x)y(z) = q(z) (1.22)
ja sitéd vastaaavaa homogeeniyhtdldd
(Ly)(z) :=y'(x) + p(x)y(z) =0 (1.23)

jollakin valilla I C R.

Nimitys lineaarinen tulee siité, ettd kaavan (1.22) méarddma funktio y —
L(y) on lineaarinen?, toisin sanoen mielivaltaisilla derivoituvilla funktioilla
Y, Y1 ja yo sekd vakioilla a € R pétee

L(yi +y2) = Ly + Lys, (1.24)
L(ay) = aLy (1.25)

2Huomaa, etti témi on kuvaus, joka kuvaa differentioituvan funktion y jatkuvalle
funktiolle; usein téllaisista "funktioarvoisista kuvauksista’kédytetddn matematiikassa ter-
mié operaattort.
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Tamé seuraa helposti derivoimistoimituksen lineaarisuudesta:

dlyi +y2) _dyn  dys dlay) _ dy

dz der dxr’ dzx dr’

Kéyttiden operaattoria L voimme kirjoittaa yhtalot (1.22) ja (1.23) muo-
toon
Ly=1» (1.26)
ja
Ly =0. (1.27)
Talla abstrahoinnilla on se etu, ettd voimme kéyttidé lineaarialgebran mene-
telmid ja tuloksia aivan kuten algebrallisten yhtéléryhmien

anyr + apys + -+ a1y, = b
anyr + azys + -+ azy, = b

21Y1 2219 2 ‘ '2 (1.28)
an1Y1 + An2Y2 + -+ pnlYn = bn

tutkimuksessa. Onhan yhtélo (1.28) muotoa (1.26) kunhan méaéaritelldén

air Q2 -+ Aip Y1 by
Qg1 Qg2 -+ Q2q Y2 by

L= ] . ) . , Y= ) , b= . . (1.29)
an1  QAon Ann Yn bn

Tulemme vihén myshemmin (lauseet 1.20 —1.21) kdyttdméadn L:n lineaa-
risuutta tutkiessamme yhtdlon (1.22) ratkaisujoukon rakennetta. Katsotaan
kuitenkin ennen sitd pystymmeko ratkaisemaan yhtédlén jo opittujen mene-
telmien avulla.

Osaamme ainakin ratkaista eksakteja yhtéloita. Kokeillaankin milloin yh-
talo (1.22) on eksakti. Nyt M(x,y) = p(x)y —q(z) ja N(z,y) = 1. Jos yhtilo
on eksakti, niin eksaktisuuslauseen ehdon nojalla

oM _ON

Ty P =5y =0

Siis yhtélo (1.22) on eksakti silloin ja vain silloin kun p = 0, jolloin yht&lo on
muotoa y'(z) = ¢q(z), joka on aina integroitavissa. Toisaalta

1 0 0
Nz <8—yM(fan) - gN(l"ay)) = p(x),



18 LUKU 1. ENSIMMAISEN KERTALUVUN YHTALOT

joten lauseen 1.21 nojalla yhtalslla (1.22) on muotoa

p(z) = ol PE)AE

oleva integroiva tekijé, joka ei koskaan saa arvoa nolla. Jokainen lineaarinen

ensimmaisen kertaluvun lineaariyhtdlo voidaan siis palauttaa eksaktiksi.

Harjoituksen vuoksi johdamme nyt integroivan tekijan lausekeen kaytté-
méttd lauseen 1.21 tulosta. Olkoon pu(x) jokin z:n funktio (mutta ei y:n) ja
kerrotaan yhtdlo (1.22) puolittain p:lla. Télloin saadaan

M(z,y) + N(z,y)y =0,
{m, y) = p(x)u(x)y — q(x)u(z) (1.30)

N(z,y) = p(z).

Katsotaan, nyt millaisella p:n valinnalla uusi yhtélo (1.30) on eksakti. Ek-
saktisuuslauseen ehdosta saadaan

{WV[ (x,y)/0y = p(z)u(x)

ON(a g for =y(e) TP

Tama on separoituva yhtélo, ja silla on yhtené ratkaisuna
pu(z) = elaoPO%, (1.31)

Huomaa, ettd tarvisemme vain jonkin ei-triviaalin ratkaisun. Koska yht&lo
on lineaarinen sujuu jatkokin paljon helpommin: Yhtélo (1.30) antaa

@)y () + p(z)p(z)y(z) = p(z)q(z)
= p(x)y'(z) + ' (2)y(x) = p(x)q(x)

= - (ul@)y(2)) = plz)q(z)

1 x
= o) = o ([ ot +.0).
zo
Kun vield otetaan (1.31) huomioon, saadaan:
y(x) =Ce Jaoo PO 4 / e f:p(g)dgq(z)dz. (1.32)
zo

On siis osoitettu:

Lause 1.18. Ensimmdisen kertaluvun lineaarisen differentiaaliyhtdlon (1.22)
yleinen ratkaisu saadaan kaavasta (1.32).
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Alkuehdon
y(wo) = Yo (1.33)

toteuttava yksiyisratkaisu saadaan sijoittamalla (1.33) yhtdloon (1.32) ja rat-
kaisemalla C'. Selvisti tulos on C' = yy. Néin on tullut todistettua:

Seurauslause 1.19. Alkuarvotehtdvin

y'(x) + p@)y(z) = q(z), y(xo) = 0,

ratkaisu on
y(r) =yoe S P()dE +/ e )2 p(f)dgq(z)dz. (1.34)

0

Tutkitaan hieman tarkemmin tdydellisen yhtélon (1.22) yleisté ratkaisua
(1.32). Tdmé on kahden termin summa, joista ensimméinen

o™ Jog PO (1.35)

on vastaavan homogeeniyhtélon (1.23) yleinen ratkaisu. Jalkimméinen termi

/m e ffp(&)dfq(z)dz

o

toteuttaa téaydellisen yhtélon, silla

d x T z x
IO (2)dz = g(o) — pla) [ e POy

dx J,, .

Tama ei ole mikdén sattuma. Osoitamme seuraavaksi, ettéd tdydellisen yhté-
1on kaikk: ratkaisut saadaan lisddmalla vastaavaan homogeeniyhtakon ylei-
seen ratkaisuun tdydellisen yhtalon erés yksityisratkaisu. Aloitamme seuraa-
valla téarkedlld lauseella, jota usein kutsutaan superpositioperiaatteeksi. Se
sanoo, etté lineaarisen homogeeniyhtélon ratkaisujen lineaarikombinaatio on
my6s homogeeniyhtédlon ratkaisu. Lineaarialgebraan perehtynyt lukija huo-
maa, ettd tdma on vain erikoistapaus yleisestéd tuloksesta, jonka mukaan li-
neaarikuvauksen ydin, eli nolla—avaruus, on ldhtbéavaruuden lineaarinen ali-
avaruus.

Lause 1.20. Olkoot y; ja yo kaksi homogeeniyhtdlon (1.23) ratkaisua ja ol-
koot a1 ja as reaalilukuja. Tdlloin myos lineaarikombinaatio a1y, + asys on
yhtdlon (1.23) ratkaisu.
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Todistus. Madritelldén lineaarinen operaattori L kuten yhtélossd (1.23):
(Ly)(z) =y (2) + p(z)y(x).
Koska y; ja yo toteuttavat yhtdlon(1.23), niin
Ly1 =0 ja Ly, =0,
mistd L:n lineaarisuuden nojalla seuraa, etta
L(a1y1 + azyz) = a1 Lys + azLys = 0,
toisin sanoen, a;y; + asys on yhtdlon (1.23) ratkaisu. O

Lause 1.21. Olkoon C'yy homogeeniyhtdlin (1.23) yleinen ratkaisu® ja olkoon
y1 taydellisen yhtdlon (1.22) jokin yksityisratkaisu. Tdalldin

y(x) = Cyo(x) + 11 (x) (1.36)

on taydellisen yhtdilon yleinen ratkaisu. Tdydellisen yhtdlon kaikki ratkaisut
ovat muotoa (1.36).

Todistus. Oletuksen mukaan
Lyo=0 ja Ly =gq
Operaattorin L lineaarisuuden perusteella
L(Cyo+y1) =CLyo+ Ly1 =0+q =g,

joten C'yg + y1 on téydellisen yhtdlon ratkaisu.

Vield on osoitettava, ettéd tdydellisen yhtélon (1.22) kaikki ratkaisut ovat
muotoa (1.36). Olkoon ys jokin téydellisen yhtélon ratkaisu, eli L(y2) = q.
Téalloin lineaarisuuden nojalla

L(ya —y1) = L(y2) — L(y1) =q¢— ¢ =0,

eli erotus y; —y2 on homogeeniyhtélon ratkaisu, ja siis jollain vakion C arvolla
péatee

Y2 — y1 = Cypo,
eli yo = Cyp + y1, joka oli véitteemme. m

3Vakio C on siis integrointivakio.
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Lause 1.21 antaa menetelmén lineaarisen ensimmaéisen kertaluvun yhta-
16n ratkaisemiseksi: Ensin ratkaistaan vastaava homogeeniyhtélo separoimal-
la muuttujat, minké jélkeen etsitdéan tédydellisen yhtédlon jokin yksityistrat-
kaisu, joka sitten lisdtddn homogeeniyhtélon yleiseen ratkaisuun. Usein yk-
sityisratkaisu loydetddn helposti vaikkapa kokeilemalla, kuten seuraavassa
esimerkissa.

Esimerkki 1.22. On ratkaistava yhtalo

Y+ 2y = 3e”. (1.37)
Vastaava homogeeniyhtilo on

dy

— 4+ 2y =0.

dz 2y

Téama ratkaistaan muuttujat erottamalla:

dy _

—2/dx < nlyl=-22+InC, < y=Ce >,
Y

Vield on loydettava téaydellisen yhtédlon jokin yksityisratkaisu. Koska ekspo-
nentiaalifunktio on itsensé derivaatta on ilmeisté, etté taydelliselld yhtalolla
on muotoa

y(z) = Ae” (1.38)

oleva ratkaisu. Kun sijoitetaan (1.38) yhtdloon (1.37), niin saadan
Ae” 4+ 2Ae” = 3e”,

miké pétee identtisesti jos ja vain jos A = 1. Yksiyisratkaisu on siis y(z) = e*

ja taydellisen yhtélon yleinen ratkaisu on

y(x) = Ce ™ +e".

Toisinaan téaydellisen yhtéalon yksiyisratkaisu ei ole heti arvattavissa. Tél-
16in ratkaisu saadaan aina kaavasta (1.32) tai alkuarvotehtévin tapauksessa
kaavasta (1.34). Néita kaavoja ei kuitenkaan tarvitse muistaa ulkoa, silld ne
voidaan aina johtaa yleiselld menettelylld, jota kutsutaan vakion varioimisek-
si. Korvataan homogeeniyhtélon yleisesssi ratkaisussa (1.35) esiintyvé vakio
C' tuntemattomalla funktiolla C'(z) ja kokeillaan toteuttaako

y(x) = C(x)e” [ p(€)de (1.39)

taydellisen yhtdlon. Derivoidaan (1.39),
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(@) = C'(w)e PO 4+ Oa)(=p(a)e a9, (1.40)
ja sijoitetaan (1.39) ja (1.40) tdydelliseen yhtaloon:
C'(x)e 0" O% 1 () (—p(x))e o O% 4 p(a)C()e 2" O% = g(a),
Funktion C'(z):m taytettaviksi jad ehto
C'(w)e JoO% = g(2),

eli )
C'(z) = el p(é)déq(x)

josta integroimalla saadaan
Clx)=C +/ el PO (1) dz.
zo

Téaydellisen yhtalon yleinen ratkaisu on siis

y(r) =e" Jzo POV (C +/ elzo p<£)d€(](z)dz)

lauseen 1.18 mukaisesti.

Esimerkki 1.23. Tarkastellaan yhtaloa

——= — —= =uxcosz, alkuehdolla y(g) = 3.

— — — ==zx"cosz. (1.41)

Huomaa ettéd yhtalon kertoimet ovat singulaariset origossa, joten se etté ker-
romme z:1l14, ei vaikuta ratkaisujoukkoon. Vastaava homogeeniyhtélo

dy 2y _,

dx T

ratkaistaan muuttujat erottamalla:

d d
/_y_2 —x<:>ln]y\:lnx2+01<:>y(x)20x2.
Yy T
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Kaytetdan nyt vakion variointia ja sijoitetaan yrite

y() = Clz),
(@) = C'(z)2* +20(z)z,
taydelliseen yhtéloon (1.41):
C'(z)x* +2C(z)x —2C(x)r = 1 cosx <
C'(x) = cosz <
C(x) =C +sinz

Téaydellisen yhtélon yleinen ratkaisu on siis
y(r) = 2*(C + sinx)
Alkuehdon toteuttava ratkaisu saadaan, kun

2
3=y(5) =5Vt +0)=T(C+ ) = 0= -1,

joten haettu alkuarvotehtévan ratkaisu on

12
— 2(q
ylx) ==z (smw+ﬁ+1).

1.5 Sijoitukset ja muunnokset

Kaikki yhtélot eivdat ole separoituvia, lineaarisia tai eksakteja. Erilaisilla
muunnoksilla osa yhtéloistd voidaan kuitenkin muuntaa sellaisiksi. Seuraa-
vassa tarkastellaan neljaé klassista esimerkkia.

1.5.1 Tasa-asteiset yhtilot

-1

oleva yhtilo on tasa-asteinen. Usein tasa-asteista yhtdlod kutsutaan homo-
geeniseksi, mutta koska tétd nimed on jo kéytetty toisessa merkityksessa li-
neaaristen yhtéloiden yhteydessé, niin emme kéytd sitéd tédssd monisteessa.

Muotoa

Tasa-asteinen yhtélé palautuu separoituvaksi sijoituksella

v(x) = @, x # 0,
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ja katsomalla, millaisen yhtélon v toteuttaa: nyt
y(a) = av(z) = y'(x) = v(z) + 20/ (2)

joten

o(@) + a0 (@) = ¢ (x) = F(LZ) = flo(e) = v = DL
mika on separoituva.

Esimerkki 1.24. Yhtilo

;w4 oy oy LY
V=t =t a = (3)

kun f(t) = t*> +t + 1 on ei-separoituva, epilineaarinen ja ei-eksakti, mutta
tasa-asteinen yhtéld. Tehdéddn edelld esitetty sijoitus ja ratkaistaan saatu
separoituva yhtalo:

Y , fw)—v V*+ov+l-0v r+1 v’ 1
x x x x v+1 oz
Y odv T dx
= 5 = — <= arctanv = In|z|+ C
vi+1 T

— v = tan(ln |z| + C) = y = zv = xtan(In |z| + C)

1.5.2 Muotoa 3y = G(ax + by) olevat yhtilot

Yhtalot, joka ovat muotoa y' = G(ax + by), a,b vakioita ja b # 0, voidaan
palauttaa separoituvaksi sijoituksella w = ax + by. Talloin nimittain

w —a ,

P G(az + by) = G(w)

— w' = bG(w) + a,

w=ar+by = w =a+by =

joka on separoituva differentiaaliyht&lo.

Esimerkki 1.25. Yhtalo

y=y—z—1+ Gly—=z), Git)=t—1+

:v—y+2: —t+2’

Sijoituksella w = y — x (nyt siis @ = —1,b = 1) saadaan separoituva yhtalo

1 —(w—2)*+1 —2)2 -1
S S S B i) it C k) et
2—w 2—w w — 2
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Ratkaistaan tama:

— 2 _ w _ T

w — 2 w—2)2 —
1 2 2 2%
:)iln\(w—m —1|=2+4C < |(w—2)%-1|=Ce
= (w—2)=Che®™ +1 <= (y— 1 —2)% = Coe™ + 1,

miké on alkuperéisen differentiaaliyhtélon implisiittinen ratkaisu.

1.5.3 Tasa-asteiseen palautuva yhtilo

Tarkastellaan yhtaloa

dy <a1x+bly+cl) (1.42)

dr asx + bay + o
Jos ¢; = ¢ = 0, niin yhtalo on
dy s (a1x+b1y> y <a1 +b1y/x>
dx asx + boy as +boy/x )’
toisin sanoen, tasa-asteinen. On ilmeisté, ettd lineaarisella muuttujien vaih-

doksella péadstdan tilanteeseen, missé sekéd osoittajan ettd ninittédjan vakio-
termi = 0. Kokeillaan siis

o= ut§
y = vt

Nyt yhtélo (1.42) saa muodon

dv (al(u+§) +bi(v+n) —1—01) B (a1u+b1v—|— (a1§+b1n+cl)>
du az(u+ &) + ba(v+n) + ¢ ast + bov + (a9 + ban + o)

joka on edellisen kommentin perusteella tasa-asteinen mikéli vakiotermit
osoittajassa ja nimittajassa hévidvat, eli jos (€,1) on lineaarisen algebral-
lisen yhtéléryhmén

{ a1§+b177+01 = 0, (1 43)

a2£+b27]+02 =0

ratkaisu. Ehdon (1.43) geometrinen tulkinta on, etté siirretdin origo suorien
a1T + by + ¢1 = 0 ja asx + boy + co = 0 leikkauspisteeseen. Jos ndmaé suorat
eivit leikkaa, mika tapahtuu jos ja vain jos aibs —agb; = 0, niin alkuperdinen
yhtélo (1.42) on joko separoituva tai separoituvaan palutuva, kuten on helppo
osoittaa.
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Esimerkki 1.26. Tarkastellaan yhtéloa

,_y—x+1
r+y

Tami on muotoa (1.42) kun f(A\) = —Ajaay = —by=ay=by=¢; =1ja
co = 0. Yhtéloryhmaélld (1.43) on ratkaisu £ = —n = 1/2, joten merkitsemélla

r=u—1/2, y=v+1/2,
saamme funktiolle v(u) differentiaaliyhtéalon

dvv  u—v  1-v/u
du ut+v  l+v/u

Tehdaén sijoitus w(u) = v(u)/u, jolloin funktiolle w saadaan yht#lo

, 14w?
uw' = ,
1+w

joka on separoituva ja jolla on yleinen implisiittinen ratkaisu
V14 w?eretan®) — oy C e R.
Sijoittamalla takaisin w = v/u saadaan

V1+ (v/u)? erctan®/v) — oy C e R.

ja lopulta sijoittamalla v = = + 1/2 ja v = y — 1/2 saamme alkuperiisen
yhtélon implisiittiseksi ratkaisuksi

\/1 4 ((y - 1/2)2 exp{arctan (y - 1/2)} —Clz+1/2), CeR.

z+1/2 T+ 1/2

1.5.4 Bernoulli—-yhtalo

Bernoulli-yhtdlé on muotoa

y'(@) + p(@)y(x) = a(z)y(z)", (1.44)

missd A on reaalinen parametri. Kun A = 0, 1, niin yhté&lo on lineaarinen, joten
oletetaan, ettd A # 0, 1. Huomataan, ettd y = 0 on yhtédlon triviaali ratkaisu,
jos A > 0. Jakamalla puolittain y*:lla (menetimme tisse ne ratkaisut, joilla
y = 0 jossakin) saamme

y N+ pla)y' ™ = q(x). (1.45)
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Koska
d |y

d_yy

niin huomaamme, ettd muunnos
v o= Yy
Vo= (1= Ny
on kéyttokelpoinen, muuntaahan se yhtilon (1.45) lineaariseen muotoon

1
1—-A

v+ p(x)v = q(x).

Esimerkki 1.27. Tarkastellaan yhtéldd y' — by = —2ay®, eli P(z) = —5,
Q(z) = =3z, A = 3. Siis sijoitetaan v = y' = = y~? ja saadaan yht4lo

1 > d
—51}’ —bv = —5T = V' 4+ 10v = br <= e’mI%(vew‘”) =52

d_(velom) — 5$610.’17
X

Osittaisintegroimalla saadaan

v 1 1 [ 1 1
/ Srel%dy = §xewx — 5/ el dy = §xewx — %elox +C,

joten

T 1
v(x) = (y(z)) 2 = 37 30 +Ce % CeR

Ylldoleva skaalaus on erikoistapaus seuraavasta Bernoulli-yhtéldiden ylei-

sestd ominaisuudesta: oletetaan ettd y > 0 toteuttaa yhtdlon (1.44) ja mer-
1/a

kitddn w = y“, missd o € R. Télloin y = w/* ja
y/ _ lw/w(lfa)/a’
o

joten sijoittamalla ndmé yhtdloon (1.44) saamme w:lle yhtélon
w' + ap(z)w = ag(z)wtrebie

joka on jilleen Bernoulli-yht#lo, mutta nyt parametrilla (A + o« — 1) /a.
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Luku 2

Esimerkkeja sovelluksista

2.1 Sekoitusmallit

Tyypillinen esimerkki on seuraava: Tarkastellaan suurta vesitankkia, jossa on
1000 litraa puhdasta vettéd. Oletamme seuraavaa:

e sisddn virtaa nestettéd (suolavettd) nopeudella 6 1/min,
e ulos virtaa nestettd nopeudella 6 1/min,

e hetkelld t = 0 tankissa oleva neste on hyvin sekoitettu eli konsentraatio
on joka paikassa vakio. Lisiksi konsentraatio hetkelld t = 0 on xy kg/1

e neste pidetéddn koko ajan hyvin sekoitettuna
e oletetaan, etté sisddnvirtaavan nesteen konsentraatio on x; kg/l

Haluemme tietda, mikd on konsentraatio hetkelld t? Olkoon tdmé konsentraa-
tio z(t). Nyt kiytamme seuraavaa mallia. Olkoon s(t) suolan mééré tankissa
hetkelld (yksikkond kg). Suolamédrin hetkellinen muutos on

ds(t) = ({sisédéntulevan suolan mé##rd} — {ulosvirtaavan suolan m#dri} )dt.

Koska siséén tulee nestetté 6 1/min ja sen konsentraatio on z; kg/1, niin sisdén
tulee suolaa 6 1/min xz; kg/l = 6x; kg/min. Vastaavasti ulos virtaa suolaa
hetkelld 62(t) kg/min hetkelld ¢. Koska s(t) = x(t) x V, missa V' = 1000 1,
saamme differentiaaliyhtalon

3

!
£) = —
71 = 500

(21 — (1))

29
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alkuehdolla 2(0) = xo. Témé& on vakiokertoiminen lineaarinen yht#lo, joten
sen ratkaisu voidaan tehda esim. seuraavalla tavalla

3 35['1
() + —x(t) = —
70+ 500" = 500
— €3t/5001’/(t) + 16(3/500)tx(t> _ i(63t/500x(t)) _ %6315/500
500 t 500

= B0p(4) = 1,350 | O = (t) = 21 + Ce3/5%,
Alkuehdosta saadaan
ro=z(0)=21+C <= C=x9— 11
joten konsentraatio hetkella ¢ on
z(t) = zy + (zg — z1)e 350,

Intuitiivisesti tdmé on uskottava ratkaisu: kun x; < xg, niin konsentraatio
védhenee kohti z;:téd ja kun x1 > x(, niin konsentraatio kasvaa kohti z;:té.

Esimerkki 2.1. Olkoon xy = 0 ja z; = 1 (yksikkon& kg/1). Milloin tankissa
olevan nesteen konsentraatio on = 1/27?
Ratkaisu: Nyt

w(t) =1—e 0 =1/2 = ¥/ = 1/2

500 500

2.2 Populaatiomallit

2.2.1 Malthuksen populaatiomalli eli eksponentiaali-
nen kasvumalli

Yksinkertainen tilanne on seuraava: tarkastellaan jonkin yksinkertaisen po-
pulaation (esim. bakteerien) lisdédntymista. Oletamme, ettd lisiéntyminen ta-
pahtuu siten, ettd kannan kasvun nopeus on suoraan verrannollinen popu-
laation kokoon N eli

dN (t)

dt

missé r on reaalinen vakio (niin kutsuttu Malthuksen parametri). Jos popu-
laation alkukoko Ny tunnetaan, niin yht&loon (2.1) voidaan liittdé aalkuehto

=rN(t), t>0, (2.1)

N(0) = N,, (2.2)
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Intuitiivisesti on selvéd, ettd oikeasti ympéristotekijat, esimerkiksi kéy-
tossé oleva ravinto, vaikuttavat kertoimen r arvoon. Néinollen oletus, etté r
on vakio rajoitaa voimakkaasti mallin kéyttokelpoisuutta. Lyhyelld aikavalil-
14 malli saattaa kuitenkin kuvata populaation kasvua jarkevésti.

Malthuksen parametri r annetaan usein kahden luvun erotuksena,
r=05-pu,

missi 3 on syntyvyysintensiteetti (infinitesimaalisena aikavélind [¢, t + dt] yk-
silo saa keskiméérin [dt jilkeldistd) ja p on kuolleisuusintensiteetti (toden-
nikoisyys kuolla aikavilind ¢, ¢ + dt| on pdt) ja yleensi oletetaan, etta (3 ja p
ovat vakioita. Tamé tarkoittaa, etté yksilo tuottaa koko elaménsi aikana jél-
keldisid tasaiseen tahtiin nopeudella 3 ja etté yksiloiden elinaika on ekspone-
tiaalisesti jakautunut satunnaismuuttuja parametrilla p, eli todennékéisyys
ettd yksilo pysyy hengissi ainakin ikddn a on exp(—pa). Jilkimmaéinen ole-
tus on yleensd yllattavan hyvé kaikille lajille paitsi mahdollisesti ihmiselle,
kun taasen oletus etd [ on vakio on karkea jopa bakteereille.

Alkuarvotehtavé (2.1) & (2.2) on helppo ratkaista (separoituva yhtalo):
N(t) = Noe™, t>0.

Kasvu (tai vdhenminen jos r < 0) on siis eksponentiaalista, miké selittaa
nimen eksponentiaalinen kasvumalli. Otsikossa mainittu vaihtoehtoinen ni-
mi tulee siitd, ettd Thomas Malthus kuuluisassa esseesséddn “An Essay on
the Principle of Population”(1798) esitti, ettd sdédnnosteleméton populaatio
kasvaa eksponentiaalisesti. Mallissa (2.1) oletus r on vakio on tdmén sdin-
nosteleméttomyyden matemaattinen ilmennys.

2.2.2 Logistinen malli

Pyritdén seuraavaksi ottamaan huomioon populaation siséista kilpailua. Ole-
tetaan kuten eksponentiaalisen kasvumallin tapauksessa, ettd syntyvyysin-
tensiteetti 4 ja kuolleisuus intensiteetti g (ja niinmuodoin myds r = 5 — p)
ovat vakioita ja ettd r > 0. Liséksi oletetaan, ettd yksilot liikkuvat satun-
naisesti ja kohtaavat toisia yksiloitd massavaikutuksen lain mukaisesti inten-
siteetilld . Jokainen kohtaaminen johtaa taisteluun, jonka h&vidja poistuu
populaatiosta. Témé johtaa populaatiotasolla malliin

dN(t)
dt
Néhdéddn, ettd malli (2.3) eroaa Malthuksen mallista ainoastaan kilpailua

kuvaavan termin —saN(t)? kautta. Tamé termi selittyy seuraavasti: Taiste-
lut tapahtuvat nopeudella o yksildd kohti, jokaiseen kohtaamiseen osallistuu

= PN(f) — SaN (1) (2.3)
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kaksi yksilod (siis tekijia NN) ja jokaisessa taistelussa hdvida puolet taisteli-
joista (tekija —3). Kun mééritellddn K = 2r /o, niin (2.3) voidaan kirjoittaa
standardimuotoon

‘2—]: =rN (1 - %) . (2.4)

Parametria K kutsutaan ympdriston kantokyvyksi.

Yhtalon (2.4) oikea puoli riippuu pelkéstddn N:std, joten yhtdlo on se-
paroituva. Toisaalta se on my6s Bernoull-yht#lo (1.44) parametrilla A = 2.
Osaamme siis ratkaista sen, jopa kahdella eri tavalla. Pystymme kuitenkin
selvittdmadn ratkaisujen kvalitatiivista kayttaytymista ratkaisematta yhtéaan
differentiaaliyhtéloéd seuraavasti. Tutkitaan ensin, onko yhtélolla mahdollises-
ti tasapainoratkaisuja, eli ratkaisuja jotka ovat ajan suhteen vakioita. Ratkai-
su N(t) on vakio jos ja vain jos sen derivaatta havidd. Yhtdlon (2.4) mukaan
tamé tapahtuu jos ja vain jos

rN <1 - %) = 0. (2.5)

Yhtalolld (2.4) on siis kaksi tasapainoratkaisua, nimittédin yhtélon (2.5) juuret
N=0 ja N=K.

Yhtéalosta (2.4) ndhdddn myos, ettd dN/dt > 0jos 0 < N < K jadN/dt <0
jos K < N. Téasta seuraa heti, ettd N(t) on kasvava kaikilla t > 0 jos N(0) =
Ny € (0, K) ja vihenevd jos N(0) = Ny > K. Kummassakin tapauksessa

lim N(t) = K. (2.6)

Ratkaisemme lopuksi yhtélon (2.4). Kuten jo totesimme, tdmé on Bernoulli-
yhtélo parametrilla A = 2. Kappaleesta 1.5.4 tieddmme siis, ettd muunnos

1
= N2 = —

! N
palauttaa yhtdlon lineaarisen muotoon. Kun sijoitetaan (2.7) yhtaloon (2.4),

niin saadaan

(2.7)

dx T
- = —. 2.
7 +rz 7 (2.8)

Vastaavan homogeeniyhtélon yleinen ratkaisu on
zy(t) = Ce™™

ja taydellisen yhtélon eréds yksityisratkaisu on
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Yhtélon (2.8) yleinen ratakaisu on siis

x(t) = ap(t) + 21(t) = Ce ™™ + %

ja néin ollen alkuperiisen yhtalon (2.4) yleinen ratkaisu on

1 1 K

N(t) = x(t) T Cet + % T CKe +1

Tastdkin nikee, ettd N(t):n rajaravo on K (vrt. (2.6)).

2.2.3 Lotkan ja Volterran peto-saalismalli

Tarkastellaan peto- ja saalislajin muodostamaa suljettua ekosysteemié. Téassé
sana “suljettu”tarkoittaa sité, ettd migraatiota ei oteta huomioon. Olkoon x
saaliin tiheys, toisin sanoen, x ilmoittaa montaako saalisyksilod on pinta-alaa
kohti. Olkoon y vastaavasti saalistajan eli pedon tiheys. Lotkan ja Volterran'
peto-saalismalli kuvaa ekosysteemin aikakehitysté seuraavan differentiaaliyh-
taloryhmén avulla.

rx — bry, (2.9)
= cxy — 0y. (2.10)

Tassa r, b, ¢ ja § ovat positiivisia vakioita. Koska tiheys ei tietenkéén voi olla
negatiivinen, niin tutkimme yhtaléryhméaa (2.9) & (2.10) vain ensimmaéisessé
neljanneksessé

R% = {(z,y) eR*:2>0,y > 0}.

Alkuarvotehtaviasséd tunnetaan systeemin tila hetkelld ¢ = 0:

z(0) = o, (2.11)
y(0) = wo. (2.12)

Ennen kuin yritdmme ratkaista yhtaloryhmaéé, teemme muutaman tér-
keédn havainnon.

!Biologi Umberto D’Ancona lihestyi appeaan Vito Volterraa etsiessién selitystd Mus-
tan meren kalakantohen oudolle kdytokselle: Ensimméisen maailmansodan aikana Mustalla
merelld oli kalastettu hyvin vahén, ja sodan péaatyttya oli suuri yllatys havaita ettéd saalis-
kalojen populaatio oli romahtanut. Yhdysvaltalainen biologi ?. Lotka péityi my6hemmin
itsendisesti samaan malliin.
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1. Vakiofunktio y = 0 toteuttaa yhtdlon (2.10) riippumatta funktiosta x.
Kun y = 0 sijoitetaan yhtéloon (2.9), niin saadan

T =rz. (2.13)

Tdméahan on Malthuksen malli (2.1). Toisin sanoen, jos petopopulaatio
puuttuu ekosysteemistd (yo = 0), niin saalispopulaatio kasvaa ekspo-
nentiaalisesti (x(t) = x¢ exp(rt)) Malthuksen parametrilla r.

2. Vastaavasti todetaan, ettd vakiofunktion = 0 toteuttaa yhtélon (2.9)
riippumatta y:std. Kun x = 0 sijoitetaan yhtéaloon (2.10), niin saadaan

ij = —dy. (2.14)

Siis: ilman ruokaa (xy = 0) petopopulaatio vihenee eksponentiaalisesti
kohti nollaa (y(t) = yo exp(—9dt)), se yksinkertaisesti kuolee nélkéan.

3. Kohdat 1. ja 2. osoittavat ettéd positiiviset koordinaattiakselit ovat in-
variantteja. Toisin sanoen, jos systeemin tila (z,y) jonakin ajanhetke-
né on koordinaattiakselilla, niin se pysyykin téalla akselilla kaikilla ¢:n
arvoilla. Néin pitddkin olla: jos jokin laji puuttuu suljetusta ekosystee-
misté, niin se ei synny itsestiin mydhemmin.?

4. Myo0s ensimmaéinen neljinnes on invariantti. Tulemme myohemmin to-
distamaan yksikésitteisyyslauseen, jonka mukaan annetun tason pis-
teen (xo, yo) kautta kulkee tdsmaélleen yksi ratkaisukéyra. Ratkaisukéy-
réit eivét siis leikkaa toisiaan. Koska kohtien 1. ja 2. mukaan positiivi-
set koordinaattiakselit ovat ratkaisukéyrid, niin mikdén ensimméisessé
neljanneksessé alkava rata ei poistu ensimmaéisestéd neljanneksesté.

5. Selvisti (x,y) = (0,0) on systeemin (2.9) & (2.10) tasapainoratkaisu, se
on, ajasta riippumaton ratkaisu eli vakioratkaisu. Etsitddn seuraavaksi
muut madolliset tasapainoratkaisut. Namé 16ydetdéan asettamalla & =
0,9 = 0 (silld vakion derivaatta on nolla) ja ratkaisemalla néin saatu
algebrallinen yhtalo:

0 = rx—bry, (2.15)
0 = cxy—dy. (2.16)

Todettiin jo kohdissa 1. ja 2. ettd origo on ainoa koordinaatiakseleilla
sijaitseva tasapainokohta. Oletetaan siis ettd x # 0 ja y # 0. Télloin

2Vasta Louis Pasteur (1864) pystyi vakuuttavasti osoittamaan, ettei alkusynty ole mah-
dollista.
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(2.15) ja (2.16) antavat:

J
= T:i=- 2.17
x T = (2.17)
_
y o= gi=y (2.18)
Systeemilld on siis niin kutsutun triviaaliratkaisun (x,y) = (0,0) li-

saksi tdsmaélleen yksi ratkaisu (z,y) = (0/¢,7/b). Tdhin muutettu
10.10.2007 /Petri Ola

6. Yhtéloiden (2.15) ja (2.16) méadrdamét suorat viivat jakavat ensim-
maisen neljinneksen neljadn alueeseen, joissa x:n ja y:n derivaattojen
merkit vaihtelevat seuraavan taulukon mukaisesti.

<z r>7T
y>y|z<0,y<0|z<0,y>0
y<y|lz>0,y<0|z>0,9>0

Téasta paattelemme, etté ratkaisukayrat kiertavét ei-triviaalin tasapai-
nokohdan ympéri vastapaivaan.

Huomaamme, ettd pystyimme sanomaan suhteellisen paljon systeemin
(2.9) & (2.10) ratkaisujen kvalitatiivisesta kiyttaytymisestd ratkaisematta it-
se yhtaloryhméd! Ryhdymme nyt ratkaisemaan yhtéloryhméé (2.9) & (2.10).
Koska me tunnemme systeemin dynamiikan koordinaattiakseleilla, niin ole-
tamme jatkossa, ettd x # 0, y # 0.

Kun kerrotaan yhtils (2.9) puolittain lausekkeella —(cz — 0) ja yhtilo

(2.10) lausekkeella i(r — by) ja lasketaan néiin saadut yhtdlot yhteen, niin

saadaan 5
:i:<——c> +y(f—b) —0.
T Y

Koska % logx = Z, niin tdmé voidaan kirjoittaa muotoon

%(Mogx—cx—i—tlogy— by) =0

tai yhtapitavéasti

% (cH(z) + bG(y)) = 0, (2.19)

misséd
H(z):=Tlogx —x
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ja
G(y) :==ylogy —y.
Integroidaan (2.19):
V(z,y) :==cH(x) +bG(y) = C. (2.20)

Yhtalo (2.20) on ratkaiukéyrén eli radan yhtélo implisiittimuodossa. V (z, y)
pysyy siis vakiona, minka tdhden sitd kutsutaan litkevakioksi.
Funktiolle H pétee

dH =T d*H T

an T _oaH T 2.21
de x ' da? x? (221)
ja

lir(r)1+ H(z) = —oc0, lim H(z)= —o0. (2.22)

H(z) saavuttaa siis maksiminsa pisteessi © = T. Vastaavasti ndhdéén, ettd
G(y) saavuttaamaksiminsa pisteesséd y = y. Funktiolla V(z,y) := cH(x) +
bG(y) on siis yksikésitteinen globaali maksimi pisteessi (z,y) = (Z,7). Tu-
loksista (2.21) & (2.22) seuraa, ettd V(x,y) vahenee aidosti maksimiarvos-
taan —oo:ddn pitkin jokaista pisteestd (T,7y) lihtevdd sddettd. Tamé tar-
koittaa sitd, ettd V' (z,y) = C tésmélleen yhdessi sidteen pisteessi (z,y) jos
C' < maxV (jos C' > maxV, niin yhtalolld V(z,y) = C ei tietenkédédn ole
ratkaisua). TAmé osoittaa, ettd V:n tasa-arvokiyrit (2.20) ovat umpinaisia
kayrid. Systeemin tila liikkuu siis pitkin tasa-arvokayraéd pysdhtymatté, kos-
ka tasa-arvokéyrélla ainakin toinen derivaatoista x, ¢ poikkeaa nollasta. En-
nemmin taikka myohemmin syteemi palaa alkutilaansa. Toisin sanoen, yhté-
loryhmén (2.9) & (2.10) kaikki ratkaisut t — (x(t),y(t)) joille 2o > 0, yo > 0
(paitsi tasapainoratkaisu) ovat jaksollisia.

Olkoon t +— (z(t),y(t)) systeemin (2.9) & (2.10) jokin jaksollinen ratkaisu
ja olkoon T' sen jakso:

2(T) = 2(0), y(T) = y(0). (2.23)

Osoitamme seuraavaksi, ettd populaatiotiheyksien keskiarvot yhtyvét vastaa-
viin tasapainoarvoihin, toisin sanoen, véitdmme, etta

I
8l

1 T
<z> = —/ z(t)dt =T, (2.24)
T 0

1 (T
<y> = —/ y(t)dt = 7. (2.25)
T Jo
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Yhtalosta (2.9) saadaan
d iy
| =2
glogr=—=r by

josta integroimalla

/0 %logx(t)dt :/0 (r — by(t)dt

eli
log z(T) — logz(0) = rT — b/ y(t)dt. (2.26)

Kun sijoitetaan (2.23) yhtdloon (2.26), niin saadan

1 T r
— Ddt = - =7
T/o y(t) ;=Y

eli (2.25) pétee. Vastaavalla tavalla osoitetaan, ettd (2.25) on voimassa.

2.3 Tartuntatautimallit

Téasséa kappaleessa tutkitaan tartuntataudin levidmistd suljetussa populaa-
tiossa matemaattisten mallien avulla.

2.3.1 SIS-malli

Tarkastellaan tarttuvaa tautia, joka ei anna pitkdaikaista immuniteettia sai-
raudesta toipuneelle. Oletetaan, ettd mahdollinen immuniteettijakso voidaan
jattad huomioimatta. Oletetaan lisdksi, ettd populaatio on demografisessa ta-
sapainossa, toisin sanoen, aikayksikossé kuolee ja syntyy yhtd monta yksiloa.
Populaatio jaetaan kahteen luokkaan: S ja I. Symboli S tulee englannin kie-
len sanasta susceptible (suom. altis) ja I snasta infective (suom. infektoitu-
nut). Luokkaan S kuuluvat siis kaikki terveet, mutta taudille alttiit yksilot.
I-luokan yksilot sairastavat tautia ja voivat tartuttaa S-luokan yksiloita.

Infektoitumisvoima F on madritelméan mukaan alttiin yksilon todenné-
koisyys tulla tartutetuksi aikayksikkoa kohti. Oletamme, ettd F' on suoraan
verrannollinen infektoituneiden lukuméaraén:

F =3I

Téamé oletus vastaa kemiallisen kinetiikan massavaikutuksen lakia. Verran-
nollisuuskerrointa 3 kutsutaan tarttumisintensiteetiksi.
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Oletamme, ettéd aikayksikkod kohti infektoituneella yksilolla on vakioto-
dennékoisyys a toipua sairaudesta. Tamé oletus on yhtapitdva sen kanssa,
ettd taudin kesto on eksponentiaalisesti jakautunut parametrilla a.

Tehtyjen oletusten perusteella voimme formuloida seuraavan differentiaa-
liyh&lomallin:

% = —pSI+al, (2.27)
I
%Z — BSI—al. (2.28)

Laskemalla yhteen yhtélot (2.27) ja (2.28) saadaan

d
—(S+1)=0
Ss+1)=0
josta integroimalla

S+1=N, (2.29)

missé vakio N on populaation koko. Yhtéloryhmé (2.27) ja (2.28) redusoituu
skalaariyhtaloksi
dI o
— =pI|N——-—-1 2.30
G (v-5-1) (2.30

kun yhtaloon (2.28) sijoitetaan S = N — I. Yhtalo (2.30) on logistinen yht&lo
(2.4) parametreilla

(0% Q

Jos N — % < 0, niin kaikki ratkaisut suppenevat kohti nollaa, toisin sanoen,
tauti ei jad populaatioon pysyvisti eiké edes synny ohimenevaé epidemiaa.
Jos taasen N — § > 0, niin kaikki ratkaisut (paitsi tauditon ratkaisu I = 0)

suppenevat kohti tasapainoratkaisua [ = N — % Téssa tapauksessa tauti on
endeeminen. 3

Otetaan kayttoon parametri

N. (2.31)

3Sana epidemia tulee kreikan kielen sanasta émidnuia (suom. vierailu, oleskelu muu-
kalaisena jossakin), joka puolestaan tulee prepositiosta éme (suom. -lla, -lle, péille, luona,
jne.) sekd substantiivista dfjuos (suom. kansa). Endemia tulee sanasta évdénuia (suom.
oleskelu). Prepositio v vastaa suomen inessiivii.
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Kuva 2.1: SIS-mallin bifurkaatiokuvio. Tauditon tasapainokohta ¢ = 0 on
stabiili kun Ry < 1 ja epéstabiili kun Ry > 1. Endeeminen tasapainokohta
i =(1—1/Ryp) on stabiili kun Ry > 1.

Ry on yhden infektoituneen yksilon aiheuttamien sekundaaritapausten odo-
tusarvo taudittomassa populaatiossa. Toisin sanoen, jos taudittomaan popu-
laatioon tuodaan yksi infektoitunut yksilo, niin tdmé tartuttaa keskiméérin
Ry yksiloéa. Olkoon vieléd

infektoituneiden osuus koko populaatiosta. Edella johdettu kynnysilmi6 voi-
daan nyt esittédé bifurkaatiokuviona, missa bifurkaatioparametrina on Ry (ku-
va 2.1).

2.3.2 SIR-malli

Téssé kappaleessa mallinnetaan taudin kulkua tapauksessa jossa taudista toi-
punut saa elinikédisen immuniteetin. Nyt toipunut ei siirrykéén takaisin luok-
kaan S, vaan uuteen luokkaan R (englannin kielen sanasta removed, suom.
poistettu). Malli saa siis muodon

d
d—f = —BSI, (2.32)
I
% = BSI—al, (2.33)
% = al. (2.34)

Aivan kuten SIS-mallissa, kokonaispopulaatio N = S+ I + R pysyy vakiona.
Riittaa siis tarkastella yhtéloparia (2.32) & (2.33); kun S ja I on ratkaistu
niistd, R saadaan yhtalostda R =N — S — [.

Siirrytdan kayttaméaan osuuksia

S . I
§i=—, 1= —
N’ N’
jaetaan yhtalo (2.32) yhtalolla (2.33) ja kédytetdan Ry:n médritelméd (2.31):
di 11
— =—-14 ——. 2.35
ds + Ry s ( )

Integroidaan yhtalo (2.35):

1
i=—-5+—=1Ins+C. (2.36)
Ry
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Kuva 2.2: SIR-mallin ratkaisukayrd ¢ = 1 — s + Rio Ins kun Ry = 1.5, 3, 4.5
ja 6.

Taudittomassa populaatiossa ¢ = 0 ja s = 1. Kun ndmé arvot sijoitetaan yh-
taloon (2.36), niin integroimisvakion arvoksi saadaan C' = 1. Ratkaisukéayra
si-tasossa on siis
i:1—3+Riolns. (2.37)
Todetaan, ettéd jos Ry < 1, niin kiyréd (2.37) on s-akselin alapuolella (i-
arvot ovat negatiivisia). Nailld kéyrilld ei tietenkddn ole biologista relevans-
sia. Tulkinta on, ettd jos Ry < 1, niin epidemia ei voi puhjeta. Kuvaan 2.2
on piirretty ratkaisukdyrd muutamalla Ry:n arvolla. Kuvasta ndhdién, et-
ta kyseessd on ohimenevé epidemia. Mitd suurempi Ry, sitd suurempi osuus
populaatiosta sairastuu tautiin. Epidemian lopullinen koko voidaan helposti
laskea yhtdlosta (2.37). Annetaan £:n menné ddrettomédn yhtalossé (2.37).
Talloin i(t) — 0 ja s(t) — oo := s(00). Siis:

1
0=(1—-5x)+ = Ins.. (2.38)
Ry

Yhtalolla (2.38) on kaksi juurta: tauditonta alkutilaa vastaava s = 1 ja s.

2.4 Takaa-ajo mallit
Oletetaan, etté takaa-ajettava (eli saalis) liitkkuu annettua kayraé (z(t), y(t))
pitkin ja takaa-ajaja liikkkuu koko ajan suoraan kohti saalista. Mitd kédyraa

pitkin takaa-ajaja kulkee?

Esimerkki 2.2. Katsotaan yksinkertaista mallia, misséd saalis kulkee xy-
tason y-akselin suuntaista suoraa pitkin. Oletetaan seuraavaa:

e Hetkelld t = 0 saalis (S) on pisteessd (b,0), b > 0
e Hetkelld t = 0 takaa-ajaja (T) on origossa

e Saalis (S) on hetkelld ¢t > 0 pisteessd (b, ft) ja takaa-ajaja (T) on
pisteessi (z(t),y(t))

e Oletamme, ettd takaa-ajajan (T) nopeus a > > 0
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Tehtévin on siis madrata (x(t),y(t)) tai ainakin y x:n funktiona.

Oletuksesta seuraa, ettd takaa-ajaja etenee suoraan kohti saalista ajan
hetkelld ¢, eli kiyran (x(¢),y(t)) tangentti osoittaa suoraan kohti (S):44. Nyt
tangentin kulmakertoimelle saadaan yht&lo

dy _y—pt
dr  x—-b"

(2.39)

Emme voi ratkaista tétd suoraan, silld sekd y ettd x riippuvat ¢:std. Pyrim-
mekin seuraavaksi eliminoimaan ¢ eli 16ytamé&an yhtélo, josta ¢ voitaisiin rat-
kaista. Tahan kaytdmme tietoa, ettd takaa-ajajan nopeus on vakio: ajassa t
kuljettu matka on sama kuin kayran { (s,y(s)) | s € [0, z(t)] } pituus. Koska
nopeus on vakio, on tdmé pituus = at. Kédyran pituus sadaan kaavalla

z(t)
| ViFwEPes,
joten .
:é/o 1+ (y/(5))2ds.

Siispd saamme

y—Bafy V1I+(1(s))%ds

y'(z) = p—
@éaw—my+ay=ﬁ4f¢r+w@»ws

Derivoidaan tdmé puolittain z:n suhteen (jotta padsisimme eroon integraali-
termisté):

—ay +alb—2)y" + ay —ﬁ\/1+
z)y" = BvV1+(y)
Zijz:z?ga(b—x)w':6\/1—|—w2

Saimme siis separoituvan yhtélon w:lle.

v dw v I} I}
ey e Rt

v d
/ —(1 v = In(w + V1 + w?;

+ w?)1/2

— w+VI+w2=CNb—2) P
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Alkuehdon w(0) = 3'(0) = 0 nojalla 1 = C'b~P/* <= " = b%/*. Saadaan
S1iS

w+ VI +w?=0"%b—2) = (1 —z/b) =\

Tasta saadaan w ratkaistua:

2
\/1+w—2=i—1<=>1+w—2:A—2—2§+1<=>1:A2—2Aw
w w w
1 1 1 T, _ x
— () — — —((1 = 2\ Bla _ 1__5/@)
Sw=s0-AY=3(a-PP-1-7)

Integroimalla tdmé saadaan y ratkaistua:

o) =3 [ (@D - =)

b <(1 _ %>1—6/a (1- %)Hﬁ/a

1-6/a 1+ f/a >+02

Integroimisvakio Cy saadaan ratkaistua alkuehdosta y(0) = 0. Ratkaisuksi
saadaan
ba3

:oﬂ—ﬁz'

2

Cy

2.5 FEulerin menetelméa

Kéytannossa useimpia 1. kertaluvun differentiaaliyhtéloité ei pystyta ratkai-
semaan suljetussa muodossa: voi olla, ettei ne ole mitddn niistd tyypeisté,
joita olemme késitelleet tai esimerkiksi kerroinfunktioita ei tiedeja kaikilla
x € I; voimme mitata niiden arvoja vain dérellisen monessa pisteessad. Voim-
me kuitenkin pyrkia ratkaisemaan yhtaloitd numeerisesti. Yksinkertaisin nu-
meerinen menetelmé on ns. Eulerin menetelmd.

Tarkastellaan yksinkertaista alkuarvotehtéavaa

y'(x) = f(z,y(2), y(xo) =1%o (2.40)

ja oletetaan, ettd f ja g—i ovat jatkuvia tason R? nauhassa S = {a < z <
b, —00 < y < oo} jaolkoon I = (a,b) 3 xg. Kurssin toisessa osassa ndytetaan
ettd néilla oletuksilla alkuarvotehtavilla (2.40) on yksikésitteinen ratkaisu
valilla 1.

Pyritadn loytdméan approksimoiva ratkaisu, joka on murtoviiva. Toimi-
taan seuraavasti: olkoon h > 0 hilan tiheys ja

Ty =x9+nh, n=0,....,M, M=][b-a)/h]
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missd [x] on © € R kokonaisosa. Nyt alkuehdon nojalla y(zo) = yo =
y'(zo) = f(xo,y0). Ajatus on ettd lihdetddn pisteestd (xg,yo) liikkkeelle mr-
toviivalla, jonka kulmakerroin pisteessd xg on vy, := v/(xo) = f(zo, yo. Seura-
taan tatéd suoraa, kunnes x-koordinaatti saa arvon x; = xg + h. Télloin arvo
pisteessd z1 on y; = yo + yyh. Approksimoidaan télld y:n arvoa pisteessi xq
ja lasketaan derivaatan approksimaatio differentiaaliyhtalod kéayttée

y1 = flz1, ).
Jatketaan néin x;:sté pisteeseen xo, jolloin saadaan algoritmi
Tpil = Tp+h
{yn+1 = Yo + hf (20, )

Tarkastellaan menetelméd yksinkertaisella esimerkilla.

Esimerkki 2.3. Katsotaan alkuarvotehtavaa

v=avy, y)=4 flz,y) =2y
Télla on eksplisiittinen ratkaisu:

d 1 1
—y:xdx:>2\/_:§(x2+C'):>y:—(x2+C’)2

NG 16

Alkuehdosta saadaan 2 = \/y(1) = 3(C+1) = C+1 =8 Siis C = T.
(Huom. Ratkaisimme C'm /y:n yhtélosté, jotta osasimme valita nelioén ko-
rottamisen aiheuttamasta kahdesta ratkaisusta C'lle sen oikean). Siis ratkaisu
on

y(z) = %(a;? + 7R

Ratkaistaan sama alkuarvotehtdvéd Eulerin menetelmalla valilla [1,3/2] kun
h=0,1. Nyt 20 = 1, yo = 4 joten ), = f(1,4) = V4 = 2. Siispd

1 = X + h = 1, 1

y1:y0+0,1><y6:4—|—0,1><2:4,2

Yy =r1/y1 = 1,1 X /4,2 =~ 2,2543

Jatkamalla tata saamme tulokset

n Ty Yn Tarkka arvo
0 1 4 4

1 1,1 4,2 4,21276

2 1,2 4,42543 4,45210

3 1,3 4,67787 4,71976

4 1,4 4,95904 4,01760

5 1,5 5,27081 5,34766
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Viimeisessé askeleessa virhe on jo suuruusluokkaa ~ 0,05, mutta kuitenkin
varsin hyva.

Esimerkki 2.4. Tarkastellaan nyt alkuarvotehtévi i’ =y, y(0) = 1. Tarkka
ratkaisu on y(x) = e®. Eulerin menetelméi kiyttden voimme yrittda las-
kea likiarvoja Neperin vakiolle e. Katsotaan kuinka tarkkoja likiarvot ovat:
Haemme siis ratkaisuja vélilla [0, 1] ja valitaan h = 1, %, ;11, % ja 1—16. Saamme
Eulerin menetelmélld seuraavat likiarvot y(1) = e:lle:

h Euler-approks. e:lle

1 2,0

1/2 2,25
1/4 2,44141
1/8 256578
1/16 2,63793

Havaitaan, etté likiarvot tuntuvat lahestyvin todellista arvoa, mutta kaytén-
nossd menetelmé on aivan liian hidas.



Luku 3

Lineaariset 2. kertaluvun
yhtilot

3.1 Lineaariset differentiaalioperaattorit

Yleinen muoto 2. kertaluvun differentiaaliyhtélélle on

F(z,y,y,y") =0, (3.1)

missd F' on sopivassa R*:n alueessa midritelty funktio. Niiden yleinen teoria
on vaikeaa, ja eksplisiittisid ratkaisuja saadaan vain erikoistapauksissa.

Jatkossa keskitymme ns. lineaarisitn yhtdloihin. Talla tarkoitetaan, etté
yhtélossd (3.1) funktio F' on lineaarinen 3 jélkimméisen muuttujan suhteen
(eli y:n ja sen derivaattojen suhteen). Lineaarinen yht#lo on siis muotoa

ax(x)y" (z) + a1 (2)y' () + ao(x)y(r) = b(z), (3.2)

missd yleensd a;:t ja b ovat jatkuvia funktiota annetulla valilla I C R. Jos
a;:t ovat kaikki vakiofunktioita, niin yht&lo on vakiokertoiminen. Naiden yh-
taloiden teoria on huomattavasti helpompi kuin yleinen lineaarinen tilanne.

Oletetetaan, ettd az(x) # 0 kaikilla x € I. Jakamalla puolittain (3.2)
as:lla saamme yhtélon standardimuotoon:

{y"< )+ p(a)y () + q(a)y(x) = g(a), (33)
ple) = ar(@)/as(x),  q(x) = an()/az(x),  g(x) = b(x)/ax(x)

Jos g = 0, niin yhtélé on homogeeninen, muulloin yhtalé on epdhomogee-
ninen. Homogeeninen yht&loé on siis

y" () + p(2)y'(x) + q(x)y(z) = 0. (3.4)

45
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Merkitaéan lyhyesti

L(y) = y" + p(x)y’ + q(x)y.
L on ns. 2. kertaluvun lineaarinen differentiaalioperaattori (DO). Lineaari-
suus implikoi seuraavan lauseen

Lause 3.1. Oletetaa, etti L on lineaarinen DO ja yi,y2 € C*(I), c € R
vakio. Tdlloin

L(y1 + cy2) = L(y1) + cL(y2).
Talla on tarkea korollaari:

Seurauslause 3.2. i) Josyi,ys € C*(I) ovat homogeenisen yhtdlén (3.4)
ratkaisuja, niin c1yy + caYs on myds ratkaisu, kun ci,co € R ovat va-
kioita.

it) Oletetaan, ettd homogeenisella alkuarvotehtivalli

(3.5)

xo € I kitnted piste

{y" +p(2)y + q(z)y =0
y(zo) =y (z0) =0,

on vain triviaaliratkaisu y = 0. Tdlloin vastaavalla epdhomogeenisella

alkuarvotehtdvalla
y' +p(x)y + q(x)y = b(z) (36)
y(w0) = Yo,y (z0) = y1, xo € I kitnted piste .

on korkeintaan yksi ratkaisu y € C*(I).

Todistus. i) Jos y1, y2 ovat (HY):m (3.4) ratkaisuja, niin L(c1y1 + coya) =
c1L(y1) +caLl(y2) = ¢1 X 0+ ¢ x 0 = 0. Siis c1y; + coyo on (HY):n (3.4)
ratkaisu.

it) Jos y1,yo € C?*(I) ovat kaksi epdhomogeenisen alkuarvotehtivin rat-

kaisua (3.6), niin y = y; — yo on homogeenisen alkuarvotehtévan (3.5)
ratkaisu. Oletuksen nojalla y =0 = y; = ys.

]

Huomautus 3.3. Olemme nyt vaatineet enemmén alkuarvodataa tunnetuksi
kuin 1. kertaluvun tapauksessa, seki y(xo)m ja y'(zo):n. Muitakin tapoja an-
taa alkuarvoja, mutta "nyrkkisdéntona”2. kertaluvun yhtéldiden ratkaisuissa
on kaksi integroimisvakiota/vapausastetta, joten niiden kiinnittdmiseen tar-
vitaan kaksi riippumatonta ehtoa.

Seuraavaksi esitimme yksikésitteisyys- ja olemassololauseen:



3.2. PERUSJARJESTELMA 47

Lause 3.4 (2. kl:n lineaarisen yhtélon ratkaisun olemassaolo- ja yksikésitte-
syys). Oletetetaan, etti I = (a,b), xy € I ja p,q € C(I). Tdlloin jokaisella
Yo, y1 € R alkuarvotehtivdlld

y'+p@)y +q(x)y = b(x)
y(z0) = Y0,y (z0) = 11
on valilla I yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Kurssin loppuosassa. ]

3.2 Perusjirjestelmé

Esimerkki 3.5. Katsotaan ensin esimerkkia

y' —y=0. (3.7)
Yhtélon ratkaisuja ovat y; = e* ja yo = e~ *. Oikeastaan jokainen yhtélon
(3.7) ratkaisu on yi:n ja yo:n lineaariyhdiste:

y(z) = a1y (@) + caya ().

Tamé ndhdédén seuraavasti: katsotaan mielivaltaisia alkuehtoja

y(@o) = yo.  ¥'(w0) = y1- (3.8)
Pyritdan maardamadn sellaiset vakiot ¢y, co, etté alkuehdot (3.8) totetuu:

Zo

0 ’

Yo = y(x0) = c1y1(xo) + cay(z0) = c16™ + coe™
y1 =Y (x0) = ayy(xo) + cayy(x) = c1€™° — coe™

eli saimme 2 x 2-lineaarisen yhtéaloryhman

ero  e7T0 ¢\ _ (Yo
e —e ™ J \ey)  \w
Koska yhtélosysteemin determinantti

zo —Zo

e
(&

© =e™. () =M. =-1-1=-2#£0,

zo o

_e_

niin yhtalosysteemilla on ratkaisu. Yksikasitteisyyslause implikoi, ettd muita
ratkaisuja ei ole. Siis kaikki ratkaisut ovat lineaarikombinaatioita.



48 LUKU 3. LINEAARISET 2. KERTALUVUN YHTALOT

Tarkastellaan edellisen esimerkin motivoimana yleistd homogeenisen 2.
kertaluvun alkuarvotehtavai

{DY y' +p(x)y +qlz)y =0

(3.9)
alluehto:  y(ro) = yo, o/ (x0) = y1.

Olkoot ¥ ja yo mielivaltaisia (3.9) DY:n ratkaisuja. Milloin kaikki DY:n rat-
kaisut saadaan néiden sopivina lineaariyhdisteind? Tehddan yrite y(x) =
c1y1(x) + coyo(z). Talloin

{y(ﬂfo) = c191(z0) + c2y2(z0)
Y'(z0) = c1yi(wo) + c2y3(20)

Téasta yhtéaloryhmésta voimme ratkaista yksikdsitteisesti vakiot c; ja co jos
ja vain jos yhtdloryhmén determinantti (kuten edellisessé esimerkissi)

W (41, o) (20) == |}

= y1(wo) - y3(wo) — ya(wo) - Yy (x0) # 0

Determinantti W (y;, y2)(zo) on ratkaisujen y; ja yo Wronskin determinantti
pisteessé xy. Olemme siis todistaneet:

Lause 3.6. Jos xy € I jay,,ys ovat DY:n (3.9) ratkaisuja I :ssd, jolle Wrons-
kin determinantti W (y1,ys)(zo) # 0, niin jokainen DY:n ratkaisu on yi:n ja
Yo :n lineaariyhdiste.

Vaikka edellisen lauseen ehto W (yy, y2)(zo) # 0 vaikuttaa riippuvan sopi-
van pisteen x( valinnasta, niin itse asiassa on voimassa:

jos W{(y1,y2)(xg) # 0 jollakin xzy € I, niin W(y1,y2)(x) # 0
kaikilla x € 1. T

Taméan osoittamiseksi merkitaan

w(z) = W(ys, y2)(x) = y1(@)ys(z) — ya(2)y; (2);

Nyt derivoidaan w ja katsotaan, toteuttaako w jonkin differentiaaliyhtélon:
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Havaitaan siis, ettd w toteuttaa 1. kertaluvun separoituvan DY:n v’ = —pw,
joten

w(x) = Cexp (/ p(z)dz).
Jos nyt w(zg) # 0, niin C' # 0 = w(x) # 0 kaikilla z € I.

Maéaritelma 3.7. Ehdon W (yp,ys2)(z9) # 0 toteuttava pari yhtélon y” +
py' + qy = 0 ratkaisuja on perusjarjestelmi.

Eli toisen kertaluvun homogeenisen yhtalon taydellinen ratkaiseminen on
palautettu perusjirjestelmén loytdmiseen (miké tosin ei aina ole helppoal)

Esimerkki 3.8. Ratkaisut y;(z) = cos 3z, yo(z) = sin 3z ovat yhtalon y” +
9y = 0 perusjérjestelma, silla

| cos3x sindx | 2 . 9 B
Wy, y2)(x) = Casindr 3 cos e = 3(cos” 3z + sin” 3x) = 3 £ 0.

Usein riittaéd 16ytaa jokin yhtalon y” + p(x)y’ + ¢(x)y = 0 ratkaisu. Toi-
nen, perusjirjestelmén taydentava ratkaisu saadaan sen jélkeen "kertaluvun
pudotukselle”:

Esimerkki 3.9 (Kertaluvun pudotus). Oletetetaan, etta
v () + )y () + q(z)y(z) = 0.
Pyritaéin 16ytaméédn sellainen funktio f # 1, etté

y(x) = f(x)y(z)

on myos ratkaisu. Nyt

jolloin
y'(@) +p@)y (@) + a(@)y(@) = yu(@) " (2) + 241 (2) + p(@)y (@) f(2)
+ f(@) (¥l (2) + p(2)yi (2) + a(@)yi ()
= y(2) () + Qyy(z) + pla)yi (2)) ()

Olkoon h = f’. Havaitaan, ettd y on DY:n ratkaisu, jos

y1(z)W (z) + (2y1(z) + p(z)y1(z)) h(z) = 0.
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Tamé on 1. kertaluvun lineaarinen h:lle (eli osaamme ratkaista sen!) Stan-
dardimuodossaan (kun y(x) # 0) yhtélé on

2y1(z) + p(z)y1(z)
y1(I)

W (z) + hz) = 0.

Integroiva tekija u(x) on

joten

h(x):L/mo.u(x)dx: ¢ exp(—/xp(x)dx).

y1(x)?

Integroimalla h saadaan ratkaistua f ja kertomalla y;:114 saadaan ratkaistua
Y;

— [ p(t)dt)

d
y1(x)? !

y(@) = f@)y(x) = n(@) /x h(z)dx = y1(x) /x o

Muodostaako nyt y; ja y perusratkaisun, eli onko Wronskin determinantti
W (y1,y) # 07 Havaitaan, ettd

d (y(fc)> Y ()i (z) =y (x)y(x) Wy, y)(v)
y1(v)? yi ()

dx y1(zx) - -

Toisaalta y(z)/yi(x) = f(x), joten

W(y1,y)(x) _ ﬁ

yi(z)2 dx(m) =M@

—~
~—

Siis Wronskin determinantti
Wi p)w) = exp (= [ pla)ds) 20,

eli 1 ja y muodostavat perusjarjestelmén!

Lasketaan nyt "kertaluvun pudotus’esimerkkiyhtélolle.
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Esimerkki 3.10. Tarkastellaan yhtalod y” — 2y’ +y = 0. Havaitaan helposti
(kohta palataan tdhén tarkemmin), ettd y; () = e* on erés ratkaisu. Pyritdin
méaarittdméaan yhtdlon perusryhmaé. Tehdéddn tamé kayttamalld edellisen esi-

merkin kaavaa N p
(o) = o) [ 2O

Nyt y1(z) = €” ja p(z) = =2, joten — [“ p(t)dt = 2z + C, joten

dz.

T 2z
y(z) = em/ e—xd:v = ze”.

e2

Siis y1(x) = €” ja ya(x) = xe® on perusjarjestelma.

3.3 Vakiokertoimiset 2. kertaluvun lineaari-
set yhtalot

Seuraavaksi katsomme, kuinka aina 16yddmme perusjérjestelmén vakioker-
toimiselle yhtélolle

L) =y +ay +by=0, a,beR. (3.10)

Yhtalon ratkaisemiseksi tehdddn yrite: y(x) = €™, r € R. Nyt

rr

y'(z) =re™, y'(x)=re
Siis
L) = r2e™ 4+ are™ + be™ = (r2 +ar +b)e"™.

Koska €™ # 0 aina, niin olemme osoittaneet seuraavan lauseen

Lause 3.11. Funktio €™ on yhtdlon (3.10) ratkaisu joss r on polynomin
r? +ar+b=0 (reaalinen) juuri.

Yhtils r?+ar+b = 0 on differentiaaliyhtlon (3.10) karakteristinen yhtdld
(KY).

Esimerkki 3.12. Mairad yhtalon y” + 5y — 6y = 0 perusjarjestelma.
Ratkaisu: (KY)

2+ 5r—6=0+=1=

—5i\/52+4-6_—5i7_{—6
2 21
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6—61‘

Siis juuret ovat r = 1 ja r = —6, joten yi(x) = €* ja ys(x) = ovat

yhtélon ratkaisuja. Lasketaan Wronskin determinantti

T —6x

Wy y)(@) =10,

o ete| = —6e™%" — e = —Te T £ ().

x 7633)

Siis y1,y2) = (e on perusjirjestelmaé.

,€
Edellisen esimerkin tilanne ei ollut sattumaa, vaan yleisesti pétee

Lause 3.13. Jos KY:lldr*+ar+b = 0 on kaksi erillistd reaalijuurta r, 7o €
R, niin (e"*,e™*) on DY:n (3.10) perusjirjestelmd.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]
Esimerkki 3.14. Ratkaise alkuarvotehtava
y'+ 21—y =0,
{mm=0w«»:—1
Ratkaisu: (KY)

—2+V4+4
%:_11\/5'

P2 —1=0<=r=
Siis perusjirjestelmé on (y1 (), yo(x)) := (eC1HV27 (~1-V2)7) Ftsitéin nyt

se y1:n ja yo:n lineaariyhdiste, joka toteuttaa alkuehdot. Olkoon y(z) =
c1y1(z) + caya(x). Alkuehdoista saadaan

0=y0)=c1+c PN ] = —Co
~1=9(0) = (=14+v2)er + (=1 — V2)cy —2V2¢, = —1

61:—2
<~
Cy =

Siis alkuarvotehtévéan yksikésitteinen ratkaisu on

5 e

1 e
= _(emWHVR2r _ o~y — 27 ginh(v/22)
2V2 V2

Viela on késittelemétta tilanteet, jolloin karakteristisella yhtélolla on kak-
sinkertainen juuri tai kaksi ei-reaalista juurta.
Katsotaan ensin tilanne, jossa KY:1l4 on kaksoisjuuri rg:

y(z)

r?+ar+b=(r—rg)’=1r>—2ror +rg.
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Lasueen 3.11 nojalla saadaan yksi ratkaisu y;(z) = €™, mutta toinen jaa
vield avoimeksi. Kéytetddn “kertaluvun pudotusta’(kuten esimerkissia 3.10,
jossa yhtélon KY:114 on kaksikertainen juuri r = 1). Etsitddn siis ratkaisua

y(x) = flx)e™*, f#1
Derivoidaan téta kahdesti
yo(x) = (f'(x) +rof(x))e™”
ys (x) = (f"(x) + 2rof'(x) + 3 f(x))e™®

ja yhdistetaan

() + (o) + () = €7 (£1(2) + (2o @) () + (53 - aro £ 1))
=" (f"(z) + (2rg — 2ro) f'(x)) = €™ f"(z) = 0.

Koska €% # 0, niin f"(x) = 0 = f(z) = ¢z + co. Valitaan ¢; = 1
ja cg = 0, joten saadaan toiseksi ratkaisuksi ys(x) = ze™*. Onko (yi, )
perusjarjestelma? Lasketaan Wronskin determinantti kohdassa z = 0

67‘0-0 O . 67‘0'0
7,067‘0-0 6’I‘()-O + 0 . 7,,061'*0.0

1
To

W(y1,92)(0) =

0
-1 0

joten (e°% ze"%) on perusjirjestelmé. Eli olemme osoittaneet lauseen

Lause 3.15. Jos 7 on yhtilin r* + ar + b = 0 kaksotijuuri, niin yhtdilélli
y" + ay + b =0 on perusjirjestelmd (e, xe™").

Esimerkki 3.16. Ratkaistaan 3" + 6y’ +9 = 0. Nyt (KY) on r? +6r +9 =
(r+3)?, joten r = —3 on kaksoisjuuri. Siis perusjirjestelmi on (e™3%, ze=37).

Mité tapahtuu, kun (KY):114 on ei-reaaliset juuret? Oletetaan, ettd yhta-
16n r24+ar+b = 0 juuret 71,75 € C eivit ole reaalisia. Jos Lausetta 3.11 sovel-
taa suoraan (valittAmétta siitd, ettd juuret eivét ole reaalisia) havaittaisiin,
ettd €™ ja e™* ovat ratkaisuja. Tarvitsemme tietoa kompleksianalyysisté:
millainen on kompleksimuuttujan eksponenttifunktio e*, kun z € C?

Sovelletaan suoraan ns. DeMoivren kaavaa (jota ei todisteta tdssd):

z

ef =" = e%e" = " (cosy + isiny).

Siispé jos 1 = $1 + ity, niin €"* = e*1*(cos(t1x) + isin(t1x), joten jakamalla
tdmaé reaali- ja imaginddriosiin saadaan kaksi ratkaisukandidaattia:

yi1(x) = e cos(t1x), ya(z) = e**sin(tyx)

Nama antavat myos yhtalon perusratkaisun téssé tapauksessa.
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Lause 3.17. Jos rog = s+t ja 7o = s — it ovat reaalikertoimisen karakteris-
tisen yhtdlon r*> + ar +b = 0 juuret ja t # 0, niin yhtilon y" + ay’ +b =0
perusjdrjestelmd on

y1(x) = e cos(tx), yo(x) = e* sin(tz).
Todistus. Koska ro on yhtélén 72 + ar + b = 0 juuri, niin
0=r3+arg+b=(s>—t*+2ist) +a(s+it) +b
= (s> —t* + as + b) +i(2st + at)
s?—t*+as+b=0
{2315 +at=0
Laskemalla suoraan
yy(z) = " (s cos(tx) — tsin(tz))
Y (z) = e¥(s? cos(tx) — 2st sin(tx) — t* cos(tz))
joten
Yy +ay; + by = e* < cos(tz)(s* — t* + as + b) + sin(tx)(—2st — at)) =0,
joten y; on ratkaisu. Vastaavasti laskemalla ndhd&aén, ettd y, on ratkaisu.

Lasketaan nyt Wronskin determinantti pisteessa x = 0:

Wy )(0) = || || =t 40

Siis (y1,y2) on perusjirjestelmé. O

Esimerkki 3.18. Hae yhtélon y” +2y'+4y = 0 perusjarjestelmé. Ratkaisu:

(KY):

—2+4-16 —2+2iV3
2 2

Siis perusjirjestelm on () = e~ cos(2v/37), yo(x) = e *sin(2v/31).

P4 =0 == — —14+2iV/3.

3.4 Vakion variointi

"Vakion variointi’on klassinen menetelm4, jolla voidaan 16ytéa jokin ratkaisu
v epdhomogeeniselle yhtalolle

y' 4+ p(x)y + q(z)y = g(x), (3.11)

kun tunnetaan perusjirjestelmé (yi,y2) vastaavalle homogeeniselle yhtélolle

y" +p(x)y +q(x)y = 0. (3.12)
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Huomautus 3.19. Jos v on jokin epdhomogeenisen yhtilon (3.11) ratkaisu,
niin kaikki muut ratkaisut voidaan esittda muodossa

y(@) = ey (z) + caya () + v(2);

tamé johtuu siité, ettd y — v toteuttaa homogeenisen yht#lon (3.12) ja on siis
lineaariyhdiste perusjérjestelméasté (yi,ys).

Haetaan nyt ratkaisua v muodossa
v(z) = cr(2)y (@) + c2(2)ya(),

missé siis vakiot ¢; ja ¢y on korvattu funktiolla ¢1(x) ja co(x). Tastd johtuu
nimitys "vakion variointi”. Lasketaan

V(@) = (@) (@) + G@)a(2)) + (aa(@)yh (@) + eax(z)ys ().

Koska emme halua padyta 2. kertaluvun differentiaaliyhtéloihin c;:lle ja co:lle,
niin oletetaan, etté

c1(@)y1(2) + 3 (2)y2(x) = 0. (3.13)
Talloin
V() = () (2)y (@) + ch(@)ys(2)) + (er(@)yy (@) + ca(x)ys (x))
Yhdistdmalla ja vaatimalla v” + pv’ + qv = ¢g saadaan
g(x) = c1(2) (Y + p(@)y(2) + q(2)) + ca(2) (y5 + p(2)ys + g(2))
+ (@) () + h(@)ya(2)) = i (2)y (x) + h(w)ys(2)

Yhdistdmalla tamé yhtélon (3.13) saadaan seuraavanlainen yhtalosysteemi
tuntemattomille funktioille ¢; ja co

¢ (2
(@),
Olemme siis osoittaneet, ettd jos ¢ ja ¢y ovat systeemin (3.14) ratkaisu,
niin y(x) = ¢1(z)y1 () + co(2)y2(x) on yhtdlon (3.11) yksi ratkaisu. Ratkais-

taan nyt yhtalosysteemi (3.14) pisteessd . Taméa on lineaarinen yhtaloryhma
(cy(z), dy(x)):1le, joten se on ratkeava, silla determinantti

0
(2) + & (x)ys () = g(x).

—
8
+
¢!

o~

Ny

N

)

&

I

(3.14)

=Wy, y2)(x) #0
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silld (y1,y2) on perusjirjestelmé. Oletetaan, ettéd yo(z) # 0. Télldin

joten

/ — Cll(x)yl(x) = alz
()i () — v )—y2( ) g(z)

(2)y2(z)
)

= ¢1(x) /Wyl, )(xdx
9(@)y2(z)y1 ()

< ()W (y,p2)(x) =g

_ g@)y(z)
W(y1,y2)( )

/

— cy(x) =

W (y1, y2)(2)y2(2)
" g
W (y1, y2)(2)

Esimerkki 3.20. Madraé yhtalon

— o) =

y'(z) + y(z) = tanx

yleinen ratkaisu. Ratkaisu: homogeeninen yhtélo on y” 4+ y = 0 jonka (KY)
on r?+1 =0 <= r = +i. Siis homogeenisen yhtilén perusjirjestelmé on
(cosz,sinz). Haetaan vakion varioinnilla epdhomogeenisen yhtélon ratkai-
sua:

y(zr) = c1(z) cosx + co(x) sin .

Nyt yhtélosysteemi (3.14) on muotoa

{c’l(x) cosx + ch(x)sinxe =0

—d)(z)sinx + dy(r) cosx = tan .

Ratkaistaan tamé. Kun = # nmw, n € Z, niin sinz # 0 ja

c(x
cy(x) = —cotzc)(x) = —c(z)(sinz + cosz cot x) = — 1( ) = tanx
sin x
, _ —sin’z  cos’z —1 1
< dj(z) = —sinztanz = = = cosT —
CoS T cos Cos T

Tésta saadaan integroimalla (integroimisvakio voidaan unohtaa, silld ne on
otettu huomioon jo homogeenisen yhtélon ratkaisussa)

cg(a:):/ tanxd:v:/ Smxdx:—ln|cosx]

COsS T
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ja

ci(z)

/I(cosx -

Siis yleinen ratkaisu on on

y(x) =c1cosx + casinx + (sinz — In

1
)dxr =sinx — In
COS T
1+sinz
——)co
CoS &

o7

1+sinz

COS T

sz — (In|cosx|) sin z.
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Luku 4

Yleista teoriaa

4.1 Lokaali olemassaolo- ja yksikéasitteisyys-
lause

Tarkastellaan nyt 1. kertaluvun alkuarvotehtavaa

Y = flz,y), y(xo) = yo

Osoitetaan, ettd funktion f toteuttaessa tiettyja sddnnollisyysehtoja, tdmé
ongelma on aina yksikésitteisesti ratkaistavissa jossain pisteen zy ympéristos-
sd. Todistus tehtdéan kéyttden ns. Picardin perdkkdisten approksimaatioiden
menetelmdd. Tata varten tarvitaan hieman aputuloksia.

Lemma 4.1. Olkoon I C R wili, v, : I — R, n =1,2,..., sellainen jono
funktioita, ettd

|tnt1(2) — un(2)] < an
jokaisella x € I, missi jono (a,) on summautuva eli Y a, < oco. Tdalldin
jono (uy) suppenee tasaisesti valilld I kohti funktiota

uw(z) = uy(z) + Z (tnt1(z) — up(x)), =z €l

Todistus. Havaitaan, ettéd jokaisella n > 2 on voimassa

[y

un(z) = ur(@) + ) _(ups1(z) — up(2)).

3

ol

Nyt jokaisella x € I reaalilukujono (u,(z)) on Cauchyn jono, silla kun m > n,
niin

|tm () = un ()] =

3 () — ()] € 3 (@) — ()] < 3

29
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ja oikea puoli ldhestyy nollaa, kun n — oo, silld jono (a,) on summautuva.
Tésta seuraa, ettd jono (u,(x)) suppenee kohti reaalilukua u(x). Siispa

n—oo

@) = I () = (o) + i S en(2) — ()

= u(z) + ) (urs1(2) — ur(@)).

oo
k=1

Edelleen suppeneminen on tasaista, silla

oo
sup |u(z) — u,(x)] < supz ap — 0.
xel xel h—n

]

Maiaritelméa 4.2. Funktio h on Lipschitz-jatkuva (1yh. Lip-jva) valilla I C
R, jos on olemassa sellainen vakio M > 0, etta kaikilla x,y € I on voimassa

|h(x) = h(y)] < M |z —y].

Tasoalueessa D C R? mééritelty funktio on tasaisesti Lipschitz-jatkuva toisen
muuttujan suhteen, jos on olemassa sellainen vakio M > 0, ettd

|f(9c,y1) - f(x,y2)| S M |y1 - y2|
kaikilla (z,v;) € D.
Esimerkki 4.3.

e Jokainen rajoitetun vilin I ympéristossa jatkuvasti derivoituva funktio
@ on Lip-jva vililld I: oletetaan, x,y € I ja z < y. Nyt véliarvolauseen
nojalla

o(@) = o) = 1£' ()] |z -yl
jollakin vilin pisteelld ¢ € (x,y). Koska derivaatta on jatkuva, niin
rajoitetulla vélilla se pysyy rajoitettuna eli

lp(x) — ()| = " ()] |z —y| < sup W' (Ol —yl = M|z —y|.

e Funktio ¢(x) = y/|z| on jatkuva origossa, muttei Lip-jva misséén ori-
gon ymparistossa: nyt

w() — 9(0) = Vol = 12

Nl

Koska |z|/? — oo, kun # — 0, niin mitdén M > 0 ei voida valita
siten, ettd 1) toteuttaisi Lipschitz-ehdon.
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Nyt voidaan todistaa seuraava tulos

Lause 4.4 (Lokaali OY-lause). Olkoon D tasoalue, (xo,y0) € D ja f alueessa
D jatkuva ja toisen muuttujan suhteen tasaisesti Lip-jva D:ssd. Tdlloin on
olemassa sellainen § > 0, ettd alkuarvotehtdvdlld

Y (z) = flz,y(@), ylxo) = yo (4.1)

on yksikdsitteinen ratkaisu vdlilla (xg — d, 9 + ).

Todistus. Jaetaan todistus selvyyden vuoksi vaiheisiin.

Vaihe 1: Muunnos integraaliyht&loksi:
Oletetaan, ettd vélilla I maaritelty funktio y on alkuarvotehtdavén (4.1) rat-
kaisu, eli

v (z) = f(z,y(x)), y(zo) =yoja (z,y(z)) € D kaikilla z € I. (4.2)

T&lloin integroimalla saadaan
via)=w+ [ Sty sel (13)
xo

Kédntéen, jos y toteuttaa integraaliyhtdlon (4.3), niin derivoimalla z:n suh-
teen saadaan y' = f(x,y(x)), ja kun z = =, niin y(z¢) = yo, joten alkuar-
votehtdva (4.2) ja integraaliyhtdlo (4.3) ovat yhtapitdvéit. Ratkaisemmekin
integraaliyhtdlon (4.3) jollakin sopivalla valilla.

Vaihe 2: Iteraatio:

Olkoon

Q={(z,y) €R?*| |z — x| <h, |y —yol <k}
suorakulmio. Koska D on alue ja (zg, o) € D, niin voidaan valita parametrit

h ja k niin pieniksi, ettd Q C D. Valitaan nyt

) k
a:mm{mgmﬂ},|vuz(prﬂaww

z,y)€Q

Tasséd kohdassa oletetaan siis, ettd f # 0. TAma on kuitenkin triviaali tapaus,
silld télloin ¢y = 0.
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Olkoon I = (xg — 0, o + J). Maaritellddn rekursiivisesti
Yo(z) = vo,
yl(x) = Yo + / f<t7y0)dt7
Zo

wm=m+/?wm@w,

Yni1(x) = yo + /x [t ya(t))dt,

Téssé iteraatiossa on pidettava huolta siitéd, ettd (¢,y,(t)) € D, aina kun
t € I. Tamé voidaan osoittaa induktiolla: Oletetaan, ettd x > zy (tapaus
x < xo menee vastaavasti). Nyt

[y1(z) — yol S/ | F(t,y0)| dt < Hf”dgg

ja jos olemme osoittaneet jo, ettd (¢,y,(t)) € D kaikilla ¢ € I, niin

‘ k
sr(e) = ol < [ 1fEon@)]de <5< 5,

Siis aina kun = € I, niin y,11(z) € (yo—k, yo+k) joten (z,y,11(z)) € @ C D.
Vaihe 3: Jatkuvuus ja konvergenssi:
Lip-jvuusoletuksen nojalla on olemassa sellainen M > 0, ettd

|f(@,91) — fz,92)| < My1 — yo|,  kaikilla (z,y;) € D
Osoitetaan induktiolla, etté kaikilla n > 0 pétee

M IS
(n+1)!

kun z € I ja ettd funktiot y, ovat jatkuvia.

Funktion y, jatkuvuus seuraa maaritelmésta suoraan, silla jos y,, on jatku-
va, niin madritelmén nojalla y,,,1 on télloin jatkuvan funktion ¢ +— f (¢, y,(t))
integraalifunktiona jatkuva. Koska yo(t) on vakiofunktio, on se jatkuva, joten
induktiolla saadaan kaikki funktiot y, jatkuviksi.

Edelleen, kun x > x4 (tapaus x < o menee vastaavasti), niin

M° || f
WAL, o

|z — xo|"t, (4.4)

’yn-&—l(x) - yn(x” S

)

|y1(x) = yo()| S/ [F(t yo)l dt < [ fI} |z — 20| =
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joten viite (4.4) on voimassa, kun n = 0. Oletetaan, ettd véite (4.4) pétee.
Télloin Lipschitz-estimaatin ja induktio-oletuksen nojalla

/z: f (@, Ynia (t))dt — /x: f<t7yn(t))dt‘

</ Vs () — Py dt S M gaa(6) — ya(0)] d

zo

ind.ol. z M™ M+l
£y U g
, (n+1)! (n+2)!

‘yn+2(1ﬂ _'yn+l(x)|::

|.Z' To |n+2

Siispd viite (4.4) arvolla n + 1 on my6s voimassa, joten induktioperiaateella
se on voimassa kaikilla n > 0. Sovelletaan nyt lemmaa 4.1 kun

Mn—l(sn
n!
Ensiksi kaikilla z € I on siis voimassa
M| £l w1 M
n —yn(z)| < — 2" < ——= 8" = a,
|y +1(CL’> Y (ZL’)l = (7’L+ 1)[ |.T Zo (’I’L+ 1) An41

ja toisaalta

S, = Sl HfHZ 5 _ 111 s

n=0 n=0

Siis lemman 4.1 nojalla jono (y,(x)) suppenee tasaisesti vélilla I kohti raja-
funktiota y(z):

_@/0‘1‘2 Ynt1(T) — yn(T))
ja jatkuvien funktioiden y, on tasaisena rajana myos y on jatkuva.

Vaihe 4: y toteuttaa yhtilén (4.3):
Osoitetaan, ettd kun x > zq (tapaus x < o menee vastaavasti), niin

n—oo

lim ftyn ))dt = /fty

Nyt Lipschitz-estimaatin ja tasaisen suppenemisen (edellinen vaihe) nojalla

[ stmtna- [ s, y(t))dt\ < [ 150) = Fieyte)] a

Lip.est z
= / M [ya(t) — y(0) dt < M |z — o] sup [ya(t) — y(8)] — 0,
xo

tel n—oo
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missi [ = 1o — d, 19+ 6]. Siis olemme osoittaneet (edellinen vaihe + dskeinen
raja-arvo), etté

yie) = Jim gn(a) = i (s [ FCtm(o)ie) =0+ [ o)t

n—od

Vaihe 5: yksikésitteisyys:
Témé véite osoitetaan ns. ansalanka (bootstrap) argumentilla: oletetaan, etté
y ja w ovat kaksi C'(I) ratkaisua integraaliyhtélolle (4.3):

w=%+/7mmm% mmzm+/ﬂmwmﬁ

Tarkastellaan tapausta, kun = > xy (ja tapaus x < xy menee vastaavasti).
Lipschitz-estimaatin avulla saadaan arvio

xT

(@) —w@) = | [ (Fey) — Fle o) di

z Lip.
< [ Urt®) - )] dt < 2 fao - alsuplu(®) - w(o)
xo (S
< M |z — x| 2k
Sovelletaan tatd arviota iteratiivisesti:

( |</uty @mmw<M/n/—mnw
<2kM2/ It — x0|dt—2kM2%,
() r<M/w (t)] dt

PR 3
Sszs/ Mdt:%MsM,
) 3!

|$ - x0|n n—o00

0.

(@) = wlw)] < - < 20

Siis y(z) = w(x) kaikilla = € I, joten ratkaisu on yksikésitteinen. ]

Milloin lokaali Lipschitz-ehto pétee funktiolle f? Seuraava lause antaa
helposti tarkistettavan kriteerin:
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Lause 4.5. Oletetaan, ettd g—£ on olemassa ja rajoitettu kaikilla (z,y) € D
ja D on konveksi joukko. Tdlloin f on tasaisesti Lip-jva toisen muuttujan
suhteen D :ssd.

Todistus. Suoraan véliarvolauseen nojalla: kaikilla (x,y1), (x,y2) € D on voi-
massa

0

) = Fla, )| = ’—f(l",f)(yz — )

<M —
By = |?/1 y2|,

missi £ on jokin janalla ((z,y1), (z,ys)) oleva piste ja

M = sup
(z,y)eD

Z—g(x,y)‘ < 0.

Katsotaan varoittavaa esimerkkii.

Esimerkki 4.6. Tarkastellaan alkuarvotehtavaa

y = y*3
{y(O) = 0;
nyt f(z,y) = y*3. Talld tehtavilld on ratkaisut y = 0 ja y(z) = 52
jalkimmaéinen saadaan separoimalla, kun y # 0
dy Y ﬁ

1
13—y = (x4 C)>.
y=g(z+0)
Alkuehdosta saadaan 0 = y(0) = 5-C* = C = 0. Siis alkuarvotehtévilli
onkin ainakin kaksi ratkaisua! (itse asiassa ratkaisuja on #édrettoméan monta)
Jokin oletuksista menee siis rikki. Funktio f on kylla jatkuva origon ym-
paristossé, muttei Lip-jva;

[f(x,y) = f2,0)] = Iy = Iy 1yl

ja koska |y|_1/3 — 00, kun y — 0, ei Lipschitz-ehto voi toteutua.
Havaitaan siis, ettd Lipschitz-estimaatti on oleellinen!
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Luku 5

Systeemit

5.1 Miksi systeemeji?

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan koetilannetta: Kolme jousta, joilla kaikilla on
jousivakio = k, on kytketty toisiinsa ja ensimmaéinen ja kolmas vield seindin
kahden kappaleen vélitykselld, joilla massa = m; oletamme alustan kitkatto-
maksi.

Piddmme ensimmaéisen kappaleen tasapainotilassa ja poikkeutamme tois-
ta oikealle ( = systeemin alusta positiivinen suunta) lepotilasta matkan o > 0
verran. Pédstetddn hetkelld ¢t = 0 kappaleet irti. Jos z;(t) on kappaleen i poik-
keama hetkelld ¢ > 0, niin miten méardat z;(¢)m ja xo(t):n.

Pieni pééttely (Hooken laki + Newtonin toinen peruslaki) = z; ja
toteuttavat systeemin

mxy + 2kxy — kxy =0
maxly + 2kxy — kxy =0

alkuehdolla

0, #,(0)=0
a, x4(0) =0.

21(0)

5(0)

Seuraavalla esimerkilla on differentiaaliyhtéloiden teoriassa merkittiava
asema.

Esimerkki 5.2. Korkeamman asteinen yhtélo voidaan aina palauttaa 1. ker-
taluvun yhtalosysteemiksi. Tarkastellaa esimerkiksi lineaarista 2. kertaluvun
yhtaload

y" 4+ p(x)y + q(x)y = g(x). (5.1)

67
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Merkitadn v, (z) = y(x) ja ya(x) = yi(z). Siis yhtéls (5.1) voidaan kirjoittaa
muodossa
Yo+ p(@)y2 + q(x)yr = g(x)
ja liséksi
vi(@) =o' (2) = ya(x).

Voimme siis kirjoittaa yhtalon (5.1) matriisimuodossa

(28) " (CI(Ox) Pz;)> (z;gD N (9(01’)> 7

eli jos merkitsemma

Yiz) = @;Eg) Ale) = (q(ox) pz;))’ Gle) = (9&))’

niin saamme yhtélon
Y'(z) + A(x)Y (x) = G(x). (5.2)

Vaikka taméa on formaalisti samanlainen kuin 1. kertaluvun lineaarinen dif-
ferentiaaliyhté&lo (jollaisia osaamme ratkaista), niin hieman késittely tulee
skalaarisesta tilanteesta muuttumaan.

5.2 Skalaariyhtilén redusointi systeemiksi

Téastéa nahtiin jo esimerkki johdannossa tapauksessa n = 2. Tarkastellaan nyt
n:nnen asteen standardimuotoista lineaarista skalaariyhtdlda:

Y™+ an(2)y" Y 4+ aa(@)y + an(z)y = b(x) (5:3)

Redusoidaan tdmé systeemiksi asettamalla
y(z) = y(z)
y2(x) = yi(x)
Yn(x) = yp_1(2)

Tallsin yhtélot (5.3) ja (5.4) saavat muodon

Yo+ an (@)Y + - - + a2(2)ya + a1 (x)yr = b(x)
Uk =11, k=2,3,....n
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mika on matriisimuodossa

Ys 0 0o - 0 0 Yo 0

: + : L 0 : = :

Yn-1 0 0o ... 0 ~1 Yn—1 0
Yn ar(z) as(z) ... ap_1(x) a,(x) Yn b(z)

joka on standardimuotoinen lineaarinen n x m-systeemi. Katsotaan esimeri-
killa

Esimerkki 5.3. Tarkastellaan yhtilod y” + q(z)y + k*y = sinz. TAmA re-
dusoidaan yhtalosysteemiksi asettamalla

jolloin saamme

()= G ) () = )

5.3 Epélineaariset autonomiset systeemit

Muotoa

{x’(t) = f(z(t),y(t)) . telCR (5.5)

y'(t) = g(x(t), y(t))

olevaa 1. kertaluvun systeemié sanotaan autonomiseksi (lyhennetéén (AS));
tésséd f ja g ovat jossain tasoalueessa D méadriteltyja reaaliarvoisia funktioita.
Muuttujaa t voidaan ajatella aikana. Olennaista on, ettd funktiot f ja g eivdt
riipu t:5td.

Olkoon (z(t),y(t)) autonomisen systeemin (5.5) jokin ratkaisu vélilla 1.
Télloin pistejoukkoa { (x(t),y(t)) | t € I } sanotaan radaksi. Erillaisia ratoja
on ddrettoméan monta riippuen alkuehdoista. Usein xy-avaruutta kutsutaan
systeemin faasiavaruudeksi.

Esimerkki 5.4. M&iraa autonomisen systeemin

{x’(t) x(t)
y'(t) = 2y(t)
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ratkaisut seké vastaavat radat.
Ratkaisu: Suoraan ratkaisemalla (2 separoituvaa yhtdlod) saadaan

x(t) = Clet, y(t) = 0262t, C1 = x(o),@ = y(O)

Vastaavat radat saadaan nyt helposti

y(t) = c2e™ = ¢z (&)2 =10k

C1

eli radat ovat paraabeleja, joiden huippu on origossa. Tésté erityisesti néh-
déén, ettd |y(t)] — oo, kun [t| — oo (ellei cg = 0)

Useimmiten edellisella tavalla e: voi toimia. Suoranainen ratkaisu voi ol-
la mahdotonta, mutta ratojen méadrdéminen saattaa silti onnistua. Téarkea
autonisten systeemi on seuraava:

Lause 5.5. Systeemi (5.5) on translaatio-invariantti ajan suhteen, eli jos
pari (z(t),y(t)) on jokin ratkaisu vililla I ja jokaisella o € R asetetaan

Falt) = ot +0), ya(®) =yt +a), tel—a,
niin (To(t), ya(t)) on myds systeemin (5.5) ratkaisu valilld I — «.

Todistus. Suoraan ketjusddnnolla saadaan

{iﬂ&(t) =2 (t+a) = f(z(t+a),y(t +a)) = f(zall), ya(t))
Yo (t) =/ (t+a) = g(z(t + @), y(t + @) = g(za(t), ya(t)),

mika osoittaa véitteen. O
Tarvitaan vield lisdkasitteita:

Maidritelmi 5.6. Piste (o, yp) on automisen systeemin (5.5) kriittinen piste,
jos f(zo,%0) = g(x0,y0) = 0. Kaikkien kriittisten pisteiden joukko on (AS):n
kriittinen joukko. Jos (xo,yo) on kriittinen piste, niin vakiofunktiopari

x(t) = xo, y(t) = o
on aina (AS):n ratkaisu, eli ns. tasapainotila.

Yleensd paamadrand on kuvata autonomisen systeemin kaytosté, kun ¢t —
400 ja ymmértda systeemin kiytos tasapainotiloissal
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Esimerkki 5.7. Tarkastellaa autonomista systeemia

{x’(t) = —y(y—2)
y(t) = (z - 2)(y - 2).

Systeemin kriittiset pisteet ovat

{y(y—2):0<:)y20\/y:2

(2—-2)(y—2)=0<=a2=2Vy=2 = y=2V(zy) =(20)

Yhtalosysteemin ratkaisu on hankalaa, mutta ratakidytoksen médrdaminen
onnistuu ilmankin.
Differentiaali- ja integraalilaskennan I.1 kurssilla on osoitettu seuraavaa:

Kun 2/(ty) # 0, niin ainakin pisteen ¢, pienessid ympéristossi
funktio z(¢) on injektio. Siis kiénteisfunktio h(s) = x~!(s) on
olemassa pisteen z(tg) ympéristossa.

Téamén avulla t voidaan eliminoida, silld ketjusdannolla

1

(t)
Maarittelemalld z(s) := y o h(s) saadaan, 2'(s) = y'(h(s))h/(s), joten kun
s = x(t), niin

t=hoa(t) = 1= W(a(t)a'(t) <= (x(t) =

8

/ o T "o _ y/(t) _ (m(t) B 2)(y(t) _ 2)

x(t) — 2 x(t) — 2 x(t) — 2

u(t) — ylhon)(t)  =(a(t)
Siis tdmé& ajan eliminointi johtaa differentiaaliyhtdloon z:lle, kun = = z(t);
T —2

z

2 (x) =—

Formaalisti asia voidaan johtaa helpommin: ketjusddnnolla

dy dydt dy(d:v)_17 yt) (@-2)(y—2) x-2
de  dtdr dt dt '

Ca(t) —yly-2) y
Saatu differentiaaliyhtélo on separoituva, joten

dy — x—2

= ydy = — (v — 2)dx = /yydy = —/x(x—Q)dac
(z —2)°

<:>%:— 5 +oa<=1P+@-2"=c, c=2¢

de Y
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Talld on ratkaisuja vain kun ¢ > 0 ja ndmé ratkaisut ovat (2,0)-keskisid
\/Co-séteisid ympyroitd. Namé ympyrét ovat siis systeemin ratoja. On huo-
mattava, ettd emme kuitenkaan ratkaisseet funktioita z(t) ja y(t).

Tarkastellaan nyt toista kysymysté: kuinka (z(t),y(t)) kiyttaytyy, kun
t — o00. Oletetaan, ettd co = 9. Talloin rata leikkaa suoran y = 2 kun,

(z—2244=9=|z-2|=V5<=2=2+5.

Yhtilosts
a'(t) = —yy —2)

voidaan pédtelld, ettd kun y > 2, niin 2/(t) < 0, joten z(t) on aidosti
vihenevi. Siis piste (z(t),y(t) lihestyy pistettd (2 — v/5,2). Toisaalta kun
y < 2, niin vastaavasti voidaan paatelld, ettd (x(t),y(t)) lahestyy myos pis-
tettd (2— /5, 2). Kummassakin tapauksessa siis systeemin tila ldhestyy kriit-
tista pistetta.

Jos taas ¢y < 4, niin rata ei leikkaa kriittistd suoraa y = 2 ollenkaan. Nyt
voidaan paatelld, ettéd ratkaisut eivit lahesty mitéén raja-arvoa (itse asiassa
voidaan padtelld, ettd ratkaisut ovat télloin periodisia, mutta jatdmme tadmén
todistamatta).

Maéritelma 5.8. Jos autonomisen systeemin (5.5) ratkaisukdyrit saadaan
funktion F' tasa-arvokayristé, eli muodossa

F(z,y)=C,
niin ne ovat integraalikiyrid ja funktio F' on (AS):mn 1. integraali.

Usein funktio F' vastaa (AS):n médrddmén systeemin energiaa ja kun
(AS) on konservatiivinen eli energian sdilyttavé, niin edellinen mééritelmé
sanoo vain, etté liike tapahtuu pitkin tasaenergiakéyria.

Palataan nyt takaisin esimerkkiin 5.7. Siin& ndimme, etté jos ratkaisujen
parilla (z(t),y(t)) oli raja-arvo, kun ¢ — oo, niin tdméi raja-arvo kuului
kriittiseen joukkoon. Ta4mé on aina totta, kuten seuraavaksi osoitamme:

Lause 5.9. Olkoon (x(t),y(t)) autonomisen systeemin (5.5) ratkaisu vélilla
[0,00) ja oletetaan, ettd f ja g ovat jatkuvia. Jos on olemassa raja-arvo

wo = lim (1), yo = lim y(?),

niin (o, yo) on kriittinen piste.
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Todistus. On osoitettava, ettd f(xo,y0) = g(xo,y0) = 0. Havaitaan ensin,
ettd oletuksesta f, g jatkuvia seuraa

lim 2/(¢t) = lim f(z(t),y(t)) = f(xo,yo)

t—o0 t—o00
Jim ' (2) = lim g((t), y(1)) = g(zo, %o).

Tehdéén nyt vastaoletus: Oletetaan, ettd (zo,yo) el ole kriittinen piste. Siis
joko f(xo,y0) # 0 tai g(zo,yo) # 0. Oletetaan, etté

w := f(zo,yo) > 0.

(Tésmélleen samanlaisella padttelylld voidaan muut 3 mahdollisuutta osoit-
taa). Koska f on jatkuva, niin jokaista ¢ > 0 kohti 16ytyy sellainen N > 0,
etta

|f(zo,y0) — f(z(t),y(t))| <e ainakunt > N

Valitaan € = w/2 > 0: siis 16ytyy sellainen N > 0, etta
lw— f(z(t),y(t))| <w/2 aina kun t > N.

Siis w/2 < f(x(t),y(t)) = 2/(t) kaikilla ¢ > N. Integroimalla saadaan siis,
etta
tw
x(t) > o) +c,
kun ¢ > N. Mutta téstd seuraa, ettd x(t) — oo, kun ¢ — oo, miki on ris-
tiriidassa oletuksen kanssa. Voidaan siis péételld, ettd vastaoletuksen taytyy

olla vaara ja siis (zg,yo) on kriittinen piste. ]
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Luku 6

Lineaariset 1. kertaluvun
systeemit

6.1 Matriisi-kertaus

e Reaalinen m X n -matriisi (merkitdén A € R™*") on
ai; ... A1p
A=1 1+ . 1 | =(a), a;€R
Am1 .- Qmp
e Jos A, B € R™" niin A+ B = (a;; + b;;). Jos A € R, niin AA =

(Aa;j). Kaikki normaalit laskulait pdtevét matriisien yhteenlaskulle ja
skalaarilla kertomiseele.

o Kertolasku: Jos A € R™F* ja B € R¥" niin tulo AB € R™" on
mééritelty ja tulon AB kohdassa (ij) oleva alkio on

k

(AB)Z] = Z ailbl]‘

=1

e Edelleen (kun seuraavat tulot on maéritelty)

AB+C)=AB+ AC, (B+C)A=BA+CA,
A(BC) = (AB)C, MAB = (A)B = A(\B)

Vektorit x € R™ voidaan samaistaa n X 1-matriisin kanssa, jolloin jos
A€ R ja z € R", niin Az € R ~ R"” ja

(Az)i = aiz;
j=1

75
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yleesi AB # BA, esim.

0 —1 10 0 1 0 -1
=)=l )= (o) (5 0),

o Kertolaskun ykkdsalkio n x n-matriiseille on identtinen matriisi
10 ... 0
01 ... 0
00 ... 1

Yleisemmin A € R™™ on n-neliomatriisi

Neliomatriisi B on neliomatriisin A kddnteismatriisi, jos
AB=BA=1.

Tilloin sanomme, ettid A on kddntyvi ja B = A~L

6.2 Peruskasitteita

Olkoon z(t) = (z1(2),. .. ,xn(t))T € R™! ~ R" pystyvektori, jonka muodos-
taa n vililld I méériteltyja funktiota ;. Jatkossa vapaa muuttuja on aina ¢.
Jos A(t) on n x n-matriisifunktio,

I>t— A(t) = (aw(t)) S Rnxn7
niin normaalimuodossa n X n-systeemi on
2(t)=A)z(t)+ f(t), tel. (6.1)

Systeemin (6.1) alkuehto on

T
x(to) = (zoa,-.-,Ton) , To; €R, (6.2)

ja yhdessé (6.1) ja (6.2) muodostava normaalimuotoisen alkuarvotehtévin.

Perus OY-lause on seuraava, jonka todistusta emme ehdi késitelld (mutta
lauseen todistuksen pééittely on hyvin samankaltainen kuin aiemmassa OY-
lauseessa).

Lause 6.1. Oletetaan, etti A ja f ovat jatkuvia valilla I (A(t) = (ai;(t))
on jatkuva, jos jokainen matriisialkio a;;(t) on jatkuva) ja olkoon t, € I.
Tdllgin jokaisella xo = (xg1,...,%0n)] € R™ alkuarvotehtivdlld (6.1)-(6.2)
on yksikdsitteinen ratkaisu koko vdlilld I.
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Seurauslause 6.2. Jos funktiot a;(t), i = 1,...,n jab(t) ovat jatkuvia valilld
I, nuin alkuarvotehtdvdlld

Y +an(By"Y £ a(t)y = b(t),
Y (t0) = Aty - -, ylto) = Ao

on yksikdsitteinen ratkaisu koko vdlilld 1.

Todistus. Palautetaan yhtdlo ensimmaéisen kertaluvun systeemiin, jolloin ole-
massaolo ja -yksikésitteisyyslause systeemeille (eli Lause 6.1) antaa ratkaisun,
joka on yksikésitteinen. ]

Té&lld 1. kertaluvun systeemilld on seuraava ominaisuus (lineaarisuus)

o jos zi(t) = A(t)x;(t) + fi(t), i =1,..., k, niin summalle z(t) = x,(t) +
-+ 4 x(t) pétee

z(t) = A(t)z(t) + f(8), () = fit) + -+ fulD).
e josa'(t) = A(t)x(t)+ f(t), niin (A\x)'(t) = NA(t)x(t)+Af(t), kun A € R.

e jos x(t) = A(t)z;(t) + f(t), i = 1,2, niin erotus z(t) := x1(t) — x2(t)
toteuttaa homogeenisen yhtalon

Edetédan kuten skalaariyhtélon tapauksessa ja asetataan méaaritelma:

Maaritelmé 6.3. Perhe (z1(t),...,,(t)) vektorifunktioita on homogeeni-
sen systeemin (HY)

2(t) =Alt)z(t), tel (6.3)
perusjdrjestelmd, jos x;(t) on (HY):n ratkaisu kaikilla j = 1,...,n ja jokainen

(HY):n ratkaisu x(t) voidaan kirjoittaa muodossa
z(t) =z (t) +...cprn(t), g eERi=1,....n

Nyt OY-lause (6.1) sanoo, ettd jos mielivaltaisessa vélin pisteessd tg € [
annetaan alkuarvot

x(to) = 20 = (To1, .-+, Ton)’ €R",

niin ratkaisu maardytyy téaysin. Olkoon siis z(t) jokin (HY):n ratkaisu ja
(z1(t),...z,(t)) annettu perhe (HY):n ratkaisuja. Ajatellaan nyt perhetté
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(x1(t), ..., x,(t)) perusjarjestelmén kandidaattina. Kysymys kuuluukin, mil-
loin voimme valita sellaiset vakiot cy,...c, € R, ettd pisteessi to € I pétee
I’(to) = leL'l(t()) + s —f- Cnl‘n(to)? (64)

Koska jokainen funktio yhtélossé (6.4) on vektorifunktio, niin yhtélo on itse
asiassa lineaarinen n x n -yhtéalosysteemi tuntemattomille vakioille ¢y, ..., ¢,.
Kirjoitetaan edellinen yht#lo (6.4) matriisimuodossa: Olkoon

$1,1(t) ZL'LQ(t) Ce $1,n(t)

Tn1(t) Tpo(t) ... Xpa(t)
Télloin yhtélo (6.4) voidaan kirjoittaa muodossa
&1

z(ty) = X(tp)C, kun C =

Cn
ja talla on yksikdsitteinen ratkaisu, jos ja vain jos

x11(to) ... x1n(to)
det X (to) = : : # 0.
Tn1(to) ... Tpn(to)
Tata determinattia nimitetddn Wronskin determinantiksi.
Masritelmi 6.4. Yhtilon (HY) ratkaisujen x;(t) = (21,(¢), ... ,xn,j(t))T,

1=1,...,n, Wronskin determinantti pisteessia t € I on

z11(t) .. za(t)
Wiy, ..., x,)(t) = : :
Tn1(t) .. Tpa(t)

Huomautus 6.5. Tama on erindkoinen Wronskin determinantti kuin aikai-
semmin 2. kertaluvun skalaariyhtéalolle

2 (t) + a ()2’ (t) + ax(t)x(t) =0 (6.5)

médritelty Wronskin determinantti. Kyseessé on kuitenkin sama asia toisella
tavalla kirjoitettuna: Olkoon (x1,x5) yhtélon (6.5) ratkaisupari. Sille siis

W (x1, 22)(t)
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Muunnetaan nyt yhtélo (6.5) ensimméisen kertaluvun systeemiksi:

t) =x(t
3/1( ) :L'/ )7 / ’ Y(Zf) _ <yl(t)) ’
y2(t) = 2'(t) = w1 (t) ya(t)
jolloin yht&lo (6.5) palautuu 1. kertaluvun yhtélosysteemiksi

o (0 1
Y(t)_<_a2(t) _al(t)) Y (t). (6.6)

Jos nyt (Yi(t), Ya(t)) ovat yhtilosysteemin (6.6) ratkaisuvektoripari,

o= () o= ().

jotka saadaan ratkaisuista z; ja x, seuraavasti:

Y11 =T Y12 = T2
_ / _ /
Y21 = Ty Y22 = Ty
Nyt saamme

y11(t) yra(t

B )
Wy, 20)(t) = Y2,1(t)  y22(t)

1(t) xz(t)‘ _

R0

Siispé késitteet ovat samat, vain erindkoiset.

Palataan nyt Wronskin determinantin ominaisuuksiin. Kuten aikaisem-
minkin, Wronskin determinantti médrdad, milloin perhe (HY):n ratkaisuja
muodostaa perusjérjestelmén.

Lause 6.6. Perhe (x1,...,x,) on matriisiyhtilé (HY) perusjirjestelmd vi-
lilld I jos ja vain jos jollain ty € I pdtee

W(JTl, Ce ,l’n)(to) 7é 0

Todistus. Olkoon z(t) mielivaltainen (HY):n ratkaisu ja oletetaan ensin, et-
td Wronskin determinantti W(xy,...,x,)(ty) # 0. Talloin paattelyn, jonka
teimme ennen Wronskin determinantin méaéritelméé, nojalla on olemassa sel-
laiset vakiot cq,...,c, ettd

x(ty) = c1x1(to) + . .. chp(to). (6.7)
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Toisaalta yhtdlon (6.7) molemmilla puolilla olevat funktiot x(t) ja cixy(t) +
. CnZn(to) ovat (HY):n ratkaisuja ja ovat yhtdlon (6.7) nojalla saman al-
kuarvotehtdvin ratkaisuja. Nyt OY-lauseen nojalla ratkaisut ovat samat, jo-
ten z(t) = crz1(t) + - - - + cpx,(t) kaikilla ¢t € 1. Siispé (z1, ..., x,) on perus-
jérjestelma.

Oletetaan nyt kdéntden, ettd (z1,...,x,) on perusjirjestelma. Olkoon
.1'171(15) Ce xl,n(t)
X =1 :
Tp1(t) .. Tpa(t)
Koska (z1,...,z,) on perusjirjestelmé, niin jokaista tq € I ja jokaista xg €
R™ kohti on olemassa sellaiset vakiot ¢q,...,c,, ettd

X(to)C’sz, C= (Cl,...,Cn)T e R".

Toisin sanoen X (t) on surjektio. Lineaarialgebran perustuloksen nojalla tés-
ta seuraa, ettd X (o) on myos injektio, joten se on kddntyvi. Siispd saadaan,

etta W(ZEh e ,In)(t0> = det X(to) 7é 0. O
Esimerkki 6.7. Osoita, ettd vektorifunktiot
e?t —et 0
r(t) =¥ |, xo(t) = 0 |, xz3(t)=1 e
o2 ot et

muodostavat systeemin

perusjarjestelméan.
Osoitus: Tarkastetaan ensin, ettd x1, xo ja x3 ovat ratkaisuja. Osoitetaan
vain esimerkiksi, ettd x5 on ratkaisu (muut menevit vastaavasti)

et 01 1\ [—e? et
=1 0 |, [1 01 0 |=( o | =20
—et 1 10 et —et
Siis xg on ratkaisu. Muut ovat myos (tarkistal). Nyt
2t —t
e —e 0
~ 0 e let et
W (21, 29, 23)(t) = e* 0 et | =e* et et +e o2t _pt
o2 et et

= e fel(—e—e)=-1-2=-3#0.

Siis (1, x2, x3) on perusjarjestelma.
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6.3 Vakiokertoimiset systeemit

Perusjérjestelmén 16ytaminen on yleensé vaikeaa; kuitenkin silloin, kun ker-
roinmatriisi A e: riipu t:sté, asia on varsin helppo. Téahén tarvitaan hieman
tietoja matriisien ominaisarvoista ja -vektoreista.

e Jos A € R™"™ niin A € R on matriisin A ominaisarvo, jos on olemassa
sellainen u € R™, u # 0, ettd

Au— ) u =0.

Jokainen u € R", joka ratkaisee edellisen yhtdlon on ominaisarvoa A
vastaava ominaisvektort; ndiden virittdma R™:n lineaarinen aliavaruus
on ominaisarvoa A\ vastaava ominaisavaruus

e Seuraavat ovat yhtapitavia véitteiti:

— A on A:n ominaisarvo
— matriisi A — Al ei ole kddntyva
— determinantti det (A — A\I) = 0.

Determinanttiechto antaa tavan méaérédtd ominaisarvot ja -vektorit.

Esimerkki 6.8. Olkoon

2 =3 2—A -3
) a7 ),

— det (A—)\I):‘Q_)‘ -3

— (4 — )2 —\2_ 1=
! —2—)\‘_ 4=A)+3=X-1=0

< A==1
Ominaisvektorit: Olkoon A = 1. Talloin
(1 =3\ (w)  [wr—3ug)
a-mu=(; 55) () = (o) o
— u; —3uy =0

Siis A = 1 vastaava ominaisavaruus on suora {u; = 3us}. Olkoon nyt A = —1.

Vastaavasti
. 3 —3 ury\ 3U1 - 3U2 _
aenn= (7 ) () = (i) o

:>U1—'LL2:O

Siis A = —1 vastaava ominaisavaruus on suora {u; = us}.
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Huomautus 6.9. Lineaarialgebrasta tiedetéén, ettd n x n-matriisilla on aina n
kompleksista ominaisarvoa (osa voi olla useampikertaisia): ndmé ovat n:nnen
asteen polynomiyhtélon det (A — AI) = 0 juuret.
Kuinka tdma liittyy 1. kertaluvun differentiaaliyhtélosysteemeihin? Tar-
kastellaan systeemié
o' (t) = Ax(t).

Etsitddn ratkaisua z(t) = e"'u, missi u € R™, u # 0, vakiovektori. T#lloin

2'(t) =retu, Ax(t) =" Au

= re"'u =" Au <= Au =ru

Siis 7 on A:n ominaisarvo ja u vastaava ominaisvektori. Télld tavalla saadaan
itse asiassa kaikki yhtélosysteemin ratkaisut.

Lause 6.10. Oletetaan, etti (r1,...,r,) ovat matriisin A ominaisarvot ja
ne ovat reaalisia. Jos (uy, ..., u,) niitd vastaavat ominaisvektorit, jotka ovat
lineaarisesti riippumattomia, niin

rntun)

(€ uy, ... e
on yhtilosysteemin o' (t) = Ax(t) perusjirjestelmd.

Todistus. Olemme jo ndhneet, ettd funktiot e"i'u;, j = 1,...,n, ovat yhtéls-
systeemin ratkaisuja. Toisaalta Wronskin determinantti

eMuyy ey,
W(e™ uy, ... e u,)(t) =
My o €y,
U1 .. Uin
= el | #£0,
Up1 -+ Unn
sillg e(mt=+m)t =£ () aina ja vektorit (uy,...,u,) ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. O

Esimerkki 6.11. Esimerkin 6.8 matriisia vastaavan systeemin perusjarjes-

telmé on siis
el 3 et !
1)’ 1 '

Edellisen lauseen liséehto on my6s voimassa, silléd vektorit

(1) ()

ovat lineaarisesti riippumattomia.
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Ongelmana edellisen lauseen soveltamisessa on varmistua, ettd ominais-
vektorit (uq,...,u,) ovat lineaarisesti riippumattomia. Tdmé& voidaan pe-
rustella esimerkiksi seuraavassa tilanteessa (joka kattaa edellisen esimerkin
tilanteen)

Lause 6.12. Jos ominaisarvot rq,...,r, ovat erillisid, niin niitd vastaavat
ominaisvektorit ovat lineaarisesti risppumattomia.

Todistus. Todistettu lineaarialgebran kurssilla. ]

Katsotaan esimerkkié:

Esimerkki 6.13. Tarkastellaan systeemié

1 2 -1
Zdt)y=(1 0 1 |=z() = Ax(t).
4 —4 5

Maarateen matriisin A ominaisarvot:

1-x 2 -1
det (A=X)=] 1 —x 1 :(1—A)‘
4 —4 5-X\
o=
4 —4
=N X1 +5)+AN-Db—4+2—4)+(4—2+4)
=N 4+6)—11A+6=0

-2 1

11
“ahl st

4 5—-A

‘:(1—)\)()\2—5)\+4)—2(5—>\—4)—(—4+4)\)

Kokeilemalla ldpi mahdolliset kokonaislukuratkaisut havaitaa, ettd A = 1 on
ratkaisu. Jakamalla \ — 1:114 saadaan toisen asteen yht#lo —A\2 45\ — 6 = 0,
jolla on juuret A = 2 ja A = 3. Siis ominaisarvot ovat erilllisid ja reaalisia,
niin lauseen 6.12 nojalla ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.
Ratkaistaan ndmé: Kun A = 1, niin

0=A-Du=[1 -1 1 | |u <:>{ 2

4 —4 4 Us

—1
U3:2U2
= == u = 1 | us
Uy = U — U3 = —U2 2

ul—u2+u3:O
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Kun A\ = 2, niin

-1 2 -1 Uy
-2 =0
0—(A—2Dju=[1 =2 1| [u] D27t
4 _4 3 Us 4U1_4u2+3u320

{U1_2U2+U3ZO {ul = 2Uy — U3 = —2Uy

4U2—U3:O U3:4'LL2
—2
—u=| 1 | u
4
Kun A = 3, niin

92 2 1
0=(A—30u=|1 -3 1 (w) —Quy + 2uy — uz =0
4 —4 2 U2 up — 3ug +uz =0

—2U1 + 2U2 — Uz = 0 Uy = —U2
<~ <~
—U1 — Uy = 0 Uz = —2U1 + 2U2 = 4U2
—1
— u= 1 ]| us
4

Siis yhtalosysteemin yleinen ratkaisu on

—1 —2 —1
v(t)=ce' | 1 | +ce® | 1 | +e3e® | 1
2 4 4

Kun ominaisarvot eivét ole erilliset, niin lausetta 6.12 ei voida soveltaa
lineaarisen riippumattomuuden osoittamiseen. Toinen téarkeéd erikoistapaus
ovat reaaliset symmetriset systeemit, eli yhtéalot

7'(t) = Ax(t), Ac R A= AT

Néamé ovat téarkeitd seuraavan lineaarialgebran kurssilla osoitetun ominaisuu-
den takia:

Lause 6.14. Jos A on symmetrinen n X n-reaalimatriisi, niin kaikki sen
ominaisarvot ovat reaalisia ja silld on n lineaarisesti riippumatonta omi-
naisvektoria.

Siis lauseen 6.10 oletukset ovat aina voimassa reaalisille symmetrisille
systeemeille. Katsotaan tatakin esimerkilla:
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Esimerkki 6.15. Tarkastellaa systeemié
1 -2 2
2(t)=Az(t), A=|-2 1 2
2 2 1

Nyt A = AT, joten A on symmetrinen 3 x 3-reaalimatriisi. Lasketaan omi-
naisarvot:

1-X =2 2

det (A—M)=| -2 1—-X 2 :(1—)\)‘1;)\ 1EA‘
2 2 1-X
-2 2 —2 11—
+2‘2 1_A’+2‘2 5 ‘:(1—A)((1—A)2—4))

+202A=6) +22A—6) = (1 - AN —1-2)(A—1+2)
+8A=3)=A=3)(1-=N)A+1)+38)
=A=3)1=N+8) =-A=3°A+3)=0

Siis ominaisarvoja on kaksi: kaksinkertainen juuri A = 3) ja yksinkertainen

juuri A = —3. Méaardtdaan ominaisvektorit: Kun A = 3, niin
-2 =2 2 Uy
O:(A—BI)UZ -2 =2 2 AUl = ur+uy—u3 =0

2 2 -2 us

up = —us +u -1 1
— ! 2T s u=uw [ 1 | +us O
Uy = UgU3z = U3 0 1

Kun A = —3, niin

4 -2 9 2up —ug +us =0
0=(A+3Nu=|-2 4 2 <Zl><:> —uy + 2us +ug =0
2
2 2 4 Uy + uo + 2U3 =0
3 = = —Uz — =
us + 3ug =0 Uy Uy — 2U3 = Usg
U1+UQ+2U3:O Uz = —U2
1
<— u=u | 1
-1
Siis yhtélosysteemin yleinen ratkaisu on
-1 1 1

z(t)=cre® | 1 | +ee® | 0] +ege™ | 1
0 1 -1
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6.4 Kompleksiset ominaisarvot

Yleensa ominaisarvot eivat ole reaalisia: tarkastellaan n x n-matriisin karak-
teristista yhtaloa:

det (A= M) =(=1)"\"+a, A" '+ +aA+a=0, a; €R.

Jos A € C on juuri, niin my6s sen kompleksikonjugaatti A on juuri:

0= (_1)n/\n + an_lz\”_l —+ ... CL1/\ —+ ap
= (—1)”? + an,lxnil + ... alx + ag,
silld @; = a;. Siis kompleksiset ominaisarvot reaalisella matriisilla esiintyvit
aina pareittain: A = o + 113 ja A = o — 3. Havaitaan, edelleen ettd Au = A\u
jos ja vain jos Au = Au. Siis jos v on ominaisarvoa \ vastaava ominaisvektori,
niin 7 vastaa ominaisarvoa .

Pyritdan nyt 16ytdméan reaaliset ratkaisut, jotka vastaavat ominaisarvoja

A=a+if, A\ =a—1if, kun § # 0. Merkitdéin niiti vastaavia ominaisvek-

toreita vastaavati u = a + b ja T = a — ib. Jos wy(t) = eMu ja wy(t) = N,

niin wi(t) = Awi(t) ja wh(t) = Awsy(t). Madratddn funktion wy (t) reaali- ja
imaginaariosat:
wi(t) = eMu = e™(cos(Bt) + isin(Bt))(a + ib)
= ¢ ((acos(Bt) — bsin(Bt)) + i(bcos(Bt) + asin(6t))
Nyt z1(t) ja z2(t) ovat reaalisia ratkaisuja. Lisdksi ne ovat lineaarisesti riip-
pumattomia

Lause 6.16. Jos = Im X\ # 0, niin x1(t) ja x2(t) ovat lineaarisesti riippu-
mattomia.

Todistus. Olkoon ¢y, co € R sellaisia, etté
0= c12(t) + c2(t) = €™ ((cra + c2b) cos(Bt) + (coa — c1b) sin(5t))

Koska ( # 0, niin téstd voidaan pédtelld, ettd seuraava lineaarinen yht&lo-
systeemi toteutuu:

cia+ cab =10
—citb4+ca =0

Koska u = a + ib on ominaisvektori, niin u # 0. Siispé jollakin indeksilla
Jj=1,...,nona; #0 tai b; # 0. Edellisesté yhtélosysteemistéd saadaan siis

0 . claj + Cgbj o CL]‘ bj C1
0 o —Clbj + Czbj B —bj a; Co '
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Koska a; # 0 tai b; # 0, niin determinantti

aj by

2 2
b a —aj—I—bj;éO.

Siispd ¢; = ¢ = 0 ja funktiot z; ja x5 ovat lineaarisesti riippumattomia. [J
Olemme siis osoittaneet lauseen:

Lause 6.17. Jos A\ = a + i on reaalisen matriisin ominaisarvo ja 3 # 0,
niin sitd vastaa lineaarisesti riippumaton ratkaisupari

71(t) = e*(acos(Bt) — bsin(Bt))
15(t) = e*(bcos(Bt) + asin(ft)),

missi u = a + ib # 0 on ominaisarvoa \ vastaava ominaisvektori.

Esimerkki 6.18. Madraéd yhtalon

() = (j _23> (1) = Ax(t)

yleinen ratkaisu. Ratkaisu: Maérataan ominaisarvot:

e 2 2 B
det(A—)\I)—‘ 1 _3_)\'—)\ +4X+5=0
—4++/16 —2
= A= 26 0 =—-241
Ratkaistaan ominaisvekorit, kun A = —2 + i:

1—i 2 u) L

(_1 —1—Z> (Uz) —O<:>U1 = (1+Z)UQ
(1+i)

— U= — _1 U9

Koska A = —2 + 4, niin o« = —2, § = 1. Vastaavasti vektorit

() ()

Yhtélosysteemin perusjarjestelmé on lauseen 6.17 nojalla
o 1 . 1
x1(t) = e (cos(t) <_1) + sin(t) <O>>
o 1 : 1
xo(t) = e **(— cos(t) <O> + sin(¢) (_1))
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6.5 Epidhomogeeniset systeemit
Seuraavaksi tutkimme epdhomogeenista yhtélod (EY)
' (t) = Az(t) + f(t), z,f:1—R" (6.8)
Asetetaan esin méaritelmé:
Masritelméi 6.19. Jos x;(t), j = 1,...,n, on homogeenisen yhtilo (HY)
Z'(t) = Ax(t)
perusjirjestelmé, niin matriisi
X(t) = col (x1(t),...,z,(t))
on (HY):n perusmatriisi.

Mielivaltainen homogeenisen yhtdlon ratkaisu voidaan siis esittdd muo-
dossa

z(t) = crzy(t) + -+ cpwn(t) = X(t)e, c=(cr,...,c0)T.

Kuten 1. kertaluvun epdhomogeenisen lineaarisen skalaariyhtalon tapaukses-
sa, pyrimme nyt ratkaisemaan (EY) varioimalla vakiota. Vakion variointi
systeemille voidaan nyt tehdd seuraavasti. Haetaan epdhomogeenisen yhté-
lon (EY) ratkaisua muodossa

z(t) = X(t)c(t), ct) = (ci(t),...,ca(t))T.

Ensimméinen ongelma on, kuinka vektorifunktio x(¢) derivoidaan matriisi-
tulosta? Katsotaan derivointi komponenteittain: Kun o = (1, ...,2,)?, niin
jokaisella 2 =1,...,n on

() = 5 (XX 0)
= Z (Xi,j(t)cj(t) + Xi,jC}(t))

Yhdistamaélld ndmé, ja kirjoittamalla matriisimuodossa saamme siis

2'(t) = X'(t)clt) + X ()¢ (t)
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Harjoitustehtédvan nojalla perusmatriisin derivaatta toteuttaa matriisiyhté-
16n
X'(t) = AX(t),
joten
2 (t) = Az(t) + f(t) <= X'(t)c(t) + X () (t) = AX (t)e(t) + X () (2)

= Ax(t) + X (t)d(t) = Ax(t) + f(t)

— X()c(t) = f(t)
Koska X (t) on perusmatriisi, niin sen sarakkeet x;(t) ovat lineaarisesti riip-
pumattomia. Siispd X () on kiantyvé, joten ¢ (t) voidaan ratkaista:

() = X (6L () / X!

:Xt)/X—l

Valitettavasti ratkaisu vain néyttda yksinkertaiselta. Homogeenisen yhtéalon
ratkaisusta saatavan perusmatriisin X (#) kdinteismatriisin X ~1(¢) méiras-
minen voi olla hankalaa ja my0s integrointi voi olla vaikeaa.

Tarkastellaan lineaarista alkuarvotehtavaa

{%;((g i ZFt)x(t), t>s, (6.9)

Merkitédén tehtévén (6.9) ratkaisua
z(t) = u(t, ;).
Allkuehdon mukaan pétee

u(r,r;§) = ¢&. (6.10)
Koska (6.9) on lineaarinen, niin tieddmme, etti
u(t, r€) = gelr o (6.11)

Tarkastellaan tilannetta vililla [r, t] ja valitaan piste s € (r,t). Kaavan (6.11)
mukaan

u(s, r;€) = gelr 0. (6.12)

Jo nyt otetaan tdmé& arvo uudeksi alkuarvoksi ja ratkaistaan yhtélo valilla
[s,t], niin on intuitiivisesti selvid, ettéd ratkaisun arvo pisteessa t on u(t,r,§).
Ja néin onkin:

u(t, s;u(s,r,€)) = u(s,r, 5) £e a(nirefi atmir —
56 aT)dT+f a(t)dr __ f@ a(T)dT _ u(t,r;ﬁ). (613)

Otetaan nyt relaatiot (6.10) & (6.13) dynaamisen systeemin maaritelméksi.
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Maaritelma 6.20. Kuvaus v : R x R X R — R on dynaaminen systeemsi
R:ssé jos

u(t,s;u(s,r,€)) = u(t,r;§), r<s<t ¢ecR, (6.14)
u(r,r;§) = & reR, (eR. (6.15)

On huomattava, etté lineaarisuus e sisdlly dynaamisen systeemin méaéri-
telméén. Itse asiassa tulemme myohemmin osoittamaan, ettd myos epéline-
aarinen differentiaaliyhtalo virittdd dynaaamisen systeemin. M&aritelmé on
myos riippumaton tila-aavaruudesta, joka tédssd on R. Myohemmin tulemme
tarkastelemaan dynaamisia systeemejé esimerkiksi avaruudessa R”.



