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Aleksandr Nuija

1. Olkoot u,v,w € R" ja ¢,d € R. Todista, etta

<1 >0,
-1 =0 jos ja vain jos u = 0.
Ratkaisu: Olkoot
U= (U, .., Up),
U= (v1,...,Un),
missa uq, ..., Uy, v1,...,0, € R ovat vektorien u ja ¢ komponentit.
Télloin vektorien yhteenlaskun ja skaalarilla kertomisen mééritelmien

nojalla
c(U+0) =clug +v1,. . uy +v,) = (c(ug +up), ... c(u, +vy,)) =

(cuy + vy, ..., cun + cvy) = (cuy, ..., cuy) + (cvq, ..., cv,) = ci + cv.

Téssé on kaytetty osittelulakia
(1) a(b+c) = ab+ ac,

joka on tunnetusti voimassa mielivataisille reaaliluvuille a, b, c € R.

Vastaavasti
c(di) = c(duy, . .., duy,) = (c(duy), ..., c(duy,)) = ((ed)uy, . .., (cd)uy,)) = (cd)u.

Tama lasku taas perustuu erédseen reaalilukujen ominaisuuteen, nimit-
tain kertolaskun assosiativisuuteen,

a(bc) = (ab)c,



a,b,c e R.

Kayttamélla uudestaan osittelulakia (1) saadaan

n n n n n
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Mielevaltaiselle @ € R™ saadaan

n n
ﬁ-ﬂ’zg uiuizg u?
i=1 i=1

Tunnetusti jokaisen reaaliluvun nelié on ei-negatiivinen ja ei-negatiivisten
lukujen summa on ei-negatiivinen. Tésté seuraa, ettd

u-u >0

kaikilla @ € R™. Liséksi jos @ # 0, niin u; # 0 jollakin j € {1,...,n},
joten

n
U-U= E u?2u2>0,
i=1

silld nollasta eroavan reaaliluvun nelié on aidosti positiivinen. Né&in
ollen, jos u - @ = 0, niin « = 0. Kédantden helposti ndhdaan, etté

o-ozzn:o?:o.
=1

. Tarkastellaan tasossa kulkevia suoria, jotka maaraytyvat yhtéloista
(a) 9 = 3z — 1, (b) 3x1 + 2z = 5.
Kirjoita kumpikin suora vektorimuodossa ¥ = p'+ td.
Ratkaisu: a) Merkitéén [:114 tason osajoukkoa, jonka yht&lo
To =311 — 1
méérittele. Toisin sanoen ¥ = (z1,x5) € [ jos ja vain jos

To =321 — 1.
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Sijoittamalla tdhén yhtdloon z; = 0 ndhd&én, ettd piste p= (0, —1) €
[. Lisdksi jos ¥ = (x1,x2) € [, niin

f—ﬁ: (J]l, 3$1 - ].) - (O, —]_> == (5131,31'1) == .Tl(].,?)),
joten I voidaan esittdd muodossa
7= p+td,
missé d = (1,3) (ja t = 1). Késntéen jos 7 = §+ td jollakin ¢ € R,
niin
3.2131 —1:3(p1+td1)—1:3t—1:p2+td2 = I3.

Niin ollen 7 on suoralla [ jos ja vain jos Z = j+ td, missi = (0,-1)
jad=(1,3).

Toinen tapa: Y14 olevassa ratkaisussa ei oletetaan mitédén tietoa suo-
rista. Yleensd tdmén tyyppinen tehtédva ratkaistaan néin:
Oletamme tunnetuksi, ettd yhtalo

I‘2:3.§L’1—1

tosiaankin méérittelee suoran tasossa. Oletetaan myos tunnetuksi sen,
ettd kaksi suoran pistettd maaravat sen yksikésitteisesti. Liséksi jos ¢/
ja w ovat kaksi eri suoran [ pistettd, niin tAmén suoran pisteet voidaan
esittdd muodossa = U+t(wW— ), missd t € R. Kaantden miké tahansa
tatd muotoa oleva piste on suoralla [. T&ssa siis d = 1 — ¥ on suoran
suuntavektori.

Néin ollen riittaé loytaa kaksi eri pistettd suoralla. Y1l& on jo loydetty
piste p = (0, —1) € [. Sijoittamalla suoran yhtéloén x; = 1 ndhdéén,
ettd piste W = (1,2) € [. Tastd saadaan suoran suuntavektoriksi

d=o—p=(1,3).
Téastd ndhdéaén, ettd suoran pisteet ovat muotoa
7= p+td,
missi §= (0, —1) ja d = (1,3).

Huomautus: Suoran esitys muodossa

| = {p+tdt € R}

3



ei ole yksikésitteinen, silld alkuvektoriksi p’ voidaan valita miké tahan-
sa suoran piste ja suuntavektoriksi kelpaa myos miké tahansa toisen
suuntavektorin monikerta.

b) Merkitdén yhtélon

31[1 -+ 21’2 =5
médritelemad suoraa [:114. Taas riittaa 16ytaa kaksi eri pistetta suoralta.
Valitsemalla 1 = —1 ja x; = 1 néhd&én, ettd pisteet p'= (—1,4) ja
v = (1,1) ovat suoralla. Suuntavektoriksi saadaan

—

d=17—F=(2-3).

Néin ollen suoran pisteet voidaan esittdd muodossa ¥ = p'+ tcz teR,

—

missé p'= (—1,4) ja d(2,-3).

. Tarkastellaan sité tasoa avaruudessa R?, joka sisdltdi pisteet

1 4 0
1, 0, 1
1 2 ~1

Kirjoita kyseinen taso vektorimuodossa & = p'+ su + tv.

Ratkaisu: Kun tason kolme pistetti p, a ja l;, jotka eivét ole samal-
la suoralla, tunnetaan, niin taso on yksikésitteisesti méaaritty ja sen
vektorit voidaan esittdd muodossa

7=+ i+ t7,

missd v =dad —pjav = b— p ovat tason suuntavektorit, s,t € R.

Tarkistetaan ensin, ettd tehtdvdannossa annetut pisteet eivét ole sa-
malla suoralla. Vektorien p = (1,1,1) ja @ = (0,1, —1) muodostama
suoran pisteet ovat muotoa

F=p+t@—p) = (1,1,1)+t(—1,0,-2),t € R.

Jos vektori b = (4,0,2) olisi talla suoralla, niin se tarkoittaisi, etta
jollakin ¢ty € R pitee

(3,=1,1) =b— = to(—1,0,—2) = (—to,0, —2t,).

4



Vertamaalla vasemman ja oikean puoleen vektorien toista komponent-
tid, ndhdadn, ettéd silloin pitda olla —1 = 0, mika on ristiriita. N&in
ollen l;, a ja p eivit ole samalla suoralla, joten ne méérittele tason
vksikésitteisesti. Tamén tason pisteiden esitys vektorimuodossa saa-
daan téstd laskemalla vield suuntavektorit @ = @ — p'= (—1,0,—2) ja
T=0b—p=(3,—1,1). Saadaan esitys

T=p+su+tv,s,teR,
missé p=(1,1,1), « = (—1,0,-2) ja v = (3,—1,1).
Huomautus: Tason esitys tdssid muodossa ei ole yksikésitteinen. Al-

kupisteeksi p" kelpaa miké tahansa tason piste. Myo6s suuntavektorit
eivit ole yksikasitteisi.

. Mitka seuraavista yhtéloista ovat lineaarisia? Miksi?

(a) V2r+7mly—(logn®)z =1, (b) dy+e* =6, (c) 14220 = A+a4—25.

Ratkaisu: Tuntemattomien xy,zs, ..., x, yhtilo on lineaarinen jos se
on muotoa
ari+ ...+ apx, =0b,

missé aq, ..., a,,b € R ovat vakioita, tai se saadaan tdh&n muotoon so-
veltamalla tavanomaisia yhtdlén muokkamistapoja, kuten esimerkiksi
yhtélon jésenten siirto yhtélon toiselle puoleelle.

a)-kohdan yhtélo on lineaarinen, silld se on kolmen tuntemattoman
x,1, z joka voidaan kirjoittaa muotoon

a1 x + asy +asz =0
valitsemalla a; = v/2, ay = 7%, ag = —(log ) ja b = 1.
b)-kohdan yht&lo ei ole lineaarinen, silld eréis sen tuntematon z esiin-

tyy lausekkessa e*, joka ei riippuu z:sté lineaarisesti. Voidaan helposti
osoittaa, ettd tdmén yhtalon ratkaisujoukko ei ole minkédén lineaarisen



yhtélon ratkaisujoukko.

c¢)-kohdan yhtélo on lineaarinen, silld siirtamélla kaikki tuntemattomat
yhtélon vasemmalle puolelle se saadaan muotoon

T1+ 2209 — x4 + x5 = 4.

. Luennolla méériteltiin kolme alkeisrivioperaatiota (elementary row ope-
rations). Osoita, ettéd kukin alkeisrivioperaatio voidaan kddntaé (eli suo-
rittaa takaperin).

Ratkaisu: Jokainen alkeisrivioperaatio O muuttaa mielivaltainen mat-
riisi M uudeksi matriisiksi O(M ). Operaation O kddnteisoperaatiolla O’
tarkoitetaan sellaista operaatiota joka muuttaa matriisi O(M) takaisin
alkuperéiseksi matriisiksi M. Toisin sanoen kéddnteisoperaatio eliminoi
alkuperéisen operaation tekemét muutokset.

Tarkastellaan erityyppiset alkeisrivioperaatiot. Merkitddn mielivaltai-
sen matriisin ¢:s rivi R;:114. Merkinnilld R; — R tarkoitetaan alkeiri-
vioperaatiota joka muuttaa rivi R; uudeksi riviksi R.

1) Operaatio vaihtaa kesken#dén kaksi matriisin rivid eli R, — R;,
R; — R, joillakin indekseilld 7, j. Tdmé& operaatio on itsensd kééntei-
soperaatio, silld vaihtamalla samat rivit keskendén uudestaan padstaan
alkuperéiseen matriisiin.

2) Operaatiossa erds matriisin rivi kerrotaan reaaliluvulla ¢ # 0. Tél-
16in kertomalla sama rivi reaaliluvulla 1/t saadaan alkuperdinen matrii-
si. Toisin sanoen operaation R; — tR; kiddnteisoperaatio on R; — 1/tR;.
3) Operaatiossa riviin j lisdtddn rivin ¢ monikerta eli R; — R; + tR;,
missd ¢t € R. Tamén operaation kadénteisoperaatio on R; — R; — tR;.

. Alla olevassa kuvassa ohuet viivat ovat pikselien reunoja ja paksut
viivat kuvaavat rontgenséteitd. Pikselin sivun pituus on yksi. Ajatel-
laan, ettd kussakin pikselissd on tuntematon rontgenséteilyn vaime-
nemiskerroin z;, j = 1,2,...,9. (Voit numeroida pikselit haluamas-
sasi jdrjestyksessd.) Kukin rontgensidde tuottaa mittausarvon my =
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Uiy 4 Lroy + -+ + Loy, missd 1 < k < 6 ja {; on sen matkan
pituus, jonka side numero k kulkee pikselissd numero j. (Voit numeroi-
da myos rontgensiteet haluamassasi jarjestyksessi.) Kirjoita mittaus
lineaariseksi yhtaloryhméksi muuttujille x1, zo, . . ., xg.

Ratkaisu: Numeroidaan pikselit ylhédéltéd alaspain vasemmalta oikeal-
le.

Numeroidaan ensimmésen kuvan séteet ylhééltd alaspdin numeroilla
1, 2, 3, niin ettd sdde numero 1 kulkee vain pikseleissa 1, 2 ja 3, sé-
de numero 2 - pikseleissa 4, 5, 6 ja side numero 3 - pikseleissid 7, 8,
9. Toisen kuvan séteen numeroidaan niin, ettd side 4 kulkee pikseleis-
s 2, 4, side 5 kulkee pikseleissa 3, 5, 7 ja sédde 6 kulkee pikseleissa 6 ja 8.

Tarkastellaan ensin sdteet 1, 2, 3. Jokaisen kokonaismatka s saadaan
helposti Pythagoran lauseen avulla,

s =v12+ 32 = V10.

Alkeisgeometriasta my0s seuraa helposti, ettd jokaisen sdteen matka
jokaisessa kolmesta pikselissé jossa se ylipddtédn kdy on sama pikselista
riippumatta eli on

s/3 =V10/3.
Néin olleen kun k£ = 1, 2, 3 saadaan

lisk—2) = ler—1) = Uik = V10/3
ja l; = 0 muuten.
Seuraavaksi tarkastellaan séteet 4, 5, 6. Kuvasta ndhdéén, etté jos jokin
néisté séteistd kulkee jossakin pikselissd niin sen kulkema matka téssa

pikselissé on yhtd suuri kuin tdmén pikselin lavistdjan pituus eli v/2.
Saadaan siis

lap = Ly = lsg = lss = ls7 = lgs = les = V/2
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ja li; = 0 muuten.

Saadaan siis seuraava yhtaloryhma

[ V10/321 + v/10/322 + v/10/325 = my
V10/3z4 + v/10/325 + V10/326 = mo
@) V10/327 4+ v/10/3z5 + V/10/319 = ms
V215 + V214 = my

V23 + V225 + V217 = ms
V26 + V218 = mg




