HELSINGIN YLIOPISTO

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I, Syksy 2009
Harjoitus 5, Ratkaisuehdotuksia

Vesa Téahtinen

1. Laske seuraavien matriisien kaanteismatriisit Gaussin—Jordanin menetelmaélla.
Tarkista tulos kertolaskulla
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jolloin kéifinteismatriisi on olemassa (vasemmalle puolelle saatiin I5) ja tidmé
voidaan lukea nyt oikealta puolelta:
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Tarkistusta varten vetoamme nyt seuraavaan tulokseen
Lause 0.1. Jos A ja B ovat n X n-matriiseja ja AB = I, niin A ja B ovat
sddnnollisié ja B = A™1.
Téamé todistetaan helposti kayttamalla tietoa, etté
A on sddnnollinen <= det A # 0,
sekd determinantin tulokaavaa
det(AB) = det(A) det(B).

Tarkastus.
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2. Olkoon B matriisi kokoa 3 x 3. Merkitdéan B’:lla sitd matriisia, joka syntyy
matriisista B rivioperaation Rz 4+ 2R seurauksena. Muodosta sellainen matriisi
C, ettd B’ = CB. Onko C kidntyva? Miksi?

Ratkaisu. Palautetaan mieleen alkeismuunnosten ja alkeismatriisien vélinen
yhteys. Olkoon ¢ tarkasteltava alkeismuunnos ja merkitdin E = e(I), samainen
alkeismuunnos sovellettuna identiteettimatriisiin. Jos A on m x n-matriisi ja

E = ¢(I) on m x m-alkeismatriisi, niin pétee

EA=¢(A),

ts. F A=matriisi, joka saadaan tekem#lld A:han alkeismuunnos &.
Suoritetaan sitten alkeismuunnos
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ja merkitdéan
1 00
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2 01
jolloin ylldolevan mukaan C' on alkeismatriisi (erityisesti siten kddntyvi) ja

CB="H.

3. Tarkista lohkomatriisien avulla, ettd seuraavat yhtdlot ovat tosia:
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Ratkaisu. (a)
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4. Laske seuraavien matriisien kainteismatriisit Gaussin—Jordanin menetelmalli.
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Ratkaisu. (a)
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5. (a) Todista: jos A on kiéntyvi matriisi ja AB = 0, niin vilttdméttda B =0
(b) Konstruoi (ei-kddntyvi) 3 x 3-matriisi A # 0 ja matriisi B # 0, joille AB = 0.

Ratkaisu. (a) Koska A on kisintyvi, silli on olemassa kiifinteismatriisi A=1.
Kerrotaan téalld yhtdlod AB = 0 puolittain vasemmalta, jolloin saadaan

A (AB)=A"1.0 <= (AA")B=0 < IB=0 <= B=0.
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(b) Merkit&én

00 1
A=10 0 0| #0,
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jolloin
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anmo |2 8|02 8[s1 ]2 8|0
ja siten A on ei-kddntyva 3 x 3-matriisi. Nyt
0 0 1|0 0 1 0 00
A2=A-A=10 0 0| |0 0 O|=|0 0 Of,
0 0 0] (0 O O 0 0 0
joten voimme valita B = A. O

6. Neliomatriisi A on idempotentti, jos A? = A.

(a) Etsi kolme idempotenttia 2 x 2-matriisia.

(b) Todista, ettéi ainoa kidntyvi idempotentti n X n-matriisi on
identiteettimatriisi.

Ratkaisu. (a) Triviaalisti I2 on idempotentti matriisi. Muiden kahden kandidaatin
loytamiseksi ajatellaan asiaa vaikkapa geometrisesti: zy-tasossa projektiot z- ja
y-akselille ovat selvisti idempotentteja kuvauksia, ts.

pr2 = pr, o pr, = pr,, prg = pr, opr, = pr,.

Puetaan tdmé matriisikielelle. Merkitddn A = [Z 3] , jolloin

_|la b| |x| _ |az+by
w=fe ] - =Tl
jossa X = Eﬂ € R? on tasovektori esitettyni R%:n luonnollisen (ortogonaali-)

kannan {€, €5} suhteen.

Valitaan a = 1 ja b = ¢ = d = 0 (projektio z-akselille), jolloin A = Ll) 8] .

Laskemalla voidaan tarkistaa, etta
o |1 0|1 o |1 0] _
o=l allo o =lo o -
Vastaavasti voidaan valita d = 1 ja a = b= ¢ = 0 (projektio y-akselille), jolloin

A= {8 ﬂ . Laskemalla voidaan tarkistaa, etti myos tilloin A% = A.

Vastaus. Voidaan valita esimerkiksi matriisit Is, [0 8} ja [8 ﬂ

(b) Olkoon A kiifintyvi idempotentti n x n-matriisi, jolloin pitee A2 = A. Koska
oletuksen nojalla A:lla on olemassa k#dnteismatriisi, voidaan tdmé yhtélo kertoa
puolittain vasemmalta A~ 1:114, jolloin saadaan

AL A=A A= (AA) A=] <= [-A=] <= A=1.



