Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I
Harjoitus 4 (5.-9.10.2009)
Ratkaisuehdotuksia (Jr)

1. Koska luku 1 vektorissa €; on komponentti numero 7, niin suoraviivaisella
laskulla saadaan

apin G2 - Qin
GA=1[0 -+ 1 -+ 0] [an a - | =lan a2 - an].
_aml Ama  * " amn_

Siis €; A on matriisin A rivi numero 1.

Toinen tapa: Koska (€;A)T = AT&T on matriisin AT sarake numero i (ks.
Poolen kirjan lause 3.1 b. todistuksineen) eli matriisin A rivin numero i trans-
poosi, niin €;A on matriisin A rivi numero 1.

2. Olkoon matriisin B koko m x n. Talloin matriisin B” koko on n x m, joten
matriisitulot BBT ja BTB ovat hyvin méériteltyji, matriisin BBT koko on
m X m ja matriisin BTB koko on n x n. Transpoosin laskusidinnoisti seuraa,
ettd matriisit BBT ja BTB ovat symmetrisii:

(BBT)T — (BT)TBT _ BBT ja (BTB)T — BT(BT)T _ BTB

3. i i
2 3 45 6 7] 110000
0456 7 8 111000
0067 8 9 011100

A=10 008 9 10 B=1001110
0000 10 11 000111
0000 0 12 000011

4. Laskuissa kiytetddn tuttuja sinin ja kosinin summakaavoja:
sin(z + y) = sinx cosy + cos x sin y,

cos(x +y) = cosx cosy — sin x sin y.



a) Sinin ja kosinin summakaavojen avulla saadaan

9 B [cosf —sinf| [cosf —sinb
AT =AA= | sin 6 cos@] [sin@ cos 0

B [cosfcosh —sinfsinf  — cosfsinf — sin 6 cos
_sin@cos@—i—cos@sin@ —sin@sin @ + cos 6 cos 6

[cos(0 +6) —sin(0+0)]  [cos20 —sin26
sin(@+60) cos(@+6)]  |sin20  cos26|°

b) Viite pétee tapauksessa n = 1, koska

A4 cosf —sinf _ cos 16 —sin 16
sin 6 cos sin 16 cosl0| "’

Olkoon sitten n > 1 mielivaltainen. Oletetaan (tdmé on ns. induktio-oletus),
ettd viite pitee tapauksessa n, toisin sanoen, ettd yhtalo

An — |:COS nf —sin n@}

sin nf cosnb

pétee. Todistetaan (tdmé on ns. induktioaskel), ettd véite patee nyt tapauk-
sessa n + 1, toisin sanoen, ettd yhtalo

A+l cos(n+1)0 —sin(n + 1)0
~ |sin(n+1)8  cos(n+1)0

péatee. Tamé seuraa induktio-oletuksesta ja sinin ja kosinin summakaavoista
seuraavasti:

AL A g — {cos nf —sin n@} |:COS€ — sin 9]

sin n6 cosnf| |sinf cos 6

_ |cosnBcosf —sinnfsinf cosnf(—sinf) — sinnf cos d
sinnf cos @ + cosnfsinf  sin nf(— sin ) + cos nb cos 0

B {Cos(ne +60) —sin(nd + 9)} B [cos(n +1)0 —sin(n + 1)9}
~ |sin(n@+6)  cos(nf+6)|  |sin(n+1)0  cos(n+1)0|"

5. a) Matriisitulon laskusdantod

k(AB) = (kA)B = A(kB)
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kédyttden saadaan

(cA) (%A—l) y (A (%A—l)) . (% (AA—l))

joten (cA)™t=14"1

b) Koska
on (AT)=t = (A~HT,

6. a) Kanojen ja possujen piiden ja jalkojen lukuméérista saadaan lineaari-
nen yhtéaloryhma

kE+ p=16
2k + 4p = 38,

joka matriisimuodossa AZ = b esitettyné on
1 1] [k] _ [16
2 4| |p| |38]°
b) Kéytetddn Gaussin-Jordanin eliminointia:
1 1|1 0| ry—2r, |1 1| 1 O
2 410 1 0 2(-2 1

iR [L 1| 1 0] mem [L O] 2 —1/2
0 1]—1 1/2 0 1|-1 1/2|

Kainteismatriisi A~ on siis olemassa ja
w2
Toinen tapa: Jos kokoa 2 x 2 olevan matriisin
¥
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determinantille patee det(A) = ad — be # 0, niin matriisilla A on kd&nteis-

matriisi
1 d —=b
Al = .
det A {—c a]

Koska tehtédvan matriisille A pétee det(A) = 2 # 0, silld on kddnteismatriisi
gl 4 ) _[2 -1
20—2 1| T |-1 12|
¢) Lasketaan nyt & = A~1b:

=12 =[]

Maatilalla on siis 13 kanaa ja 3 possua.




