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Jan Cristina

1. Ovatko seuraavat vektorit lineaarisesti riippumattomat? Perustele.
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Vektorijonon lineaarisella riippumattomuudella tarkoitetaan, ettei mitaén jonon jasenista
voida esittdd lineaarisena summana jonon muista jésenistd. Tama on esitetty kitevasti
lineaarisen riippumattomuuden méaaritelméssé, joka palautetaan mieleen téssa.

Maar 1. Vektoreiden 71, ..., 7, sanotaan olevan lineaarisesti riippumattomat, jos
aina ehdosta
A1) + Ao + -+ 4 AT = 0

seuraa, ettd A1 =0, Ao =0,..., A\ = 0.

Jos halutaan osoittaa, ettd ¥ ja U ovat lineaarisesti riippumattomat, meidén pitda
osoittaa, ettd mielivaltaisilla A\; ja Ag, joilla

AT + AUy = 6,

on A\; = Ay = 0. Jos kirjoitetaan vektorit sarakevektoreiksi, saadaan
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Voidaan tuoda kertoimet A; ja A9 sulkujen sisélle:

2\ A2
=1 | + | 4 = 6
3\ 49

Voidaan kirjoittaa yhtalot auki:

2A1 4+ Ao =0
A +4X =0
3M\ +4X =0.



Ei ole tarvetta pelkistda porrasmuotoon. Riittda kiyttaa rivioperaattoria Rg — R3 —
RQI

201 + Ao =0
—A1+4X =0
4\ =0,
josta seuraa, ettd Ay = 0. Tatd syottamalld ylempiin yhtéloihin saadaan
A =0

joista seuraa, ettd Ao = 0. Toisin sanoen aina kun A7 + Aot = 0, niin A\; = 0 ja
Ao =0, eli ¥] ja U5 ovat lineaarisesti riippumattomat.
) J pp

Toinen ehdotus. Jos 7 ja ¥ ovat kaksi vektoria, niin ehto
AMUL+ XAaUp =0

joillain A1 ja Mg, joista ainakin toinen on nollasta eroava, on ekvivalentti sen ehdon
kanssa, ettd U5 = AUy tai U5 = At jollain A. Eli, jos vektoreista ¢ ja U ainakin
toinen voidaan esittdd toisen skaalauksena, niin vektorit eivit ole lineaarisesti riip-
pumattomat.

. Ovatko seuraavat vektorit lineaarisesti riippumattomat? Perustele.
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Kaytetddn samaa menetelmé kuin 1. tehtévéssi. Kirjoitetaan
ATt + Aotz + 3@ + Aty = 0.

Jos kirjoitetaan vektorit sarakevektoreiksi, saadaan
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Tata voidaan kirjoittaa yhtalo systeemiksi

40y =0
33 + 3\ =0
2X0 + 2A3 4+ 20y =0

MF+A+A3+ A =0.



Ylin yhtalo antaa, ettd Ay = 0. Kirjoitetaan loput yhtéaloista tata hyodyttaen:

33 =0
2X9 + 2)3 =0
A+ A+ A3 =0.

Taas ylin yhtalo antaa, ettd A3 = 0. Syotetdan tdma loppuyhtéloihin:
2 =0
{)\1 + X2 =0.
Taas ylin yhtalo antaa, ettd Ao = 0. Sydtetddn tAmé viimeisen yhtaloon:
A =0.

Eli jOS )\1171 + )\2172 + /\3173 + )\4174 = 6, niin )\1 = )\2 = )\3 = )\4 =0. Eli 171, 172, ?73 ja
¥4 ovat lineaarisesti riippumattomat.

3. Laske seuraavat matriisitulot:

-2 1 3 1 Y1 U1
()| 2 =31 1 O)[ 1 22 x5 ]| w2 )| y2 | [21 z2 23],
0 1 0 -1 Y3 Y3

(a) Kyseessd on (3 x 3)-matriisi kertaa (3 x 1)-matriisi, eli tulo on (3 x 1)-matriisi.
Lasketaan tulomatriisin ensimmaéinen rivi:

1
[—2 1 3] 1 | =(-2)-1+1-1+3-(-1)
-1
=-24+1-3
=—4
Lasketaan toinen rivi:
1
[2 =3 1] 1 |=2-1+4(-3)-1+1-(-1)
-1
=2-3-1
= —2.



Ja vield viimeinen rivi:

(01 0] 1 |=0-141-1+40-(-1)
—1

=1.

Nain saadaan lopputulokseksi
—4
-2
1

(b) Kyseessd on (1 x 3)-matriisi kertaa (3 x 1)-matriisi, eli lopputulos on (1 x 1)-
matriisi. Lasketaan auki

Y1
(21 @2 23 || yo | = z1y1 + 22yn + 23y
Y3

Eli kyseessa on vektorien siséatulo.

(¢) (3 x 1)-matriisi kerrottuna (1 x 3)-matriisin kanssa on (3 x 3)-matriisi. Téssa
tapauksessa tulo on seuraava:

Y1 Y1r1 Yixr2 Yix3
Y2 [ r1 T2 X3 ] = | Y221 Y272 Y2T3
Y3 Y3T1 Y3rz2 Ysx3

4. Kasvien yhteyttamisprosessissa hiilidioksidi ja vesi muuttuu glukoosiksi ja hapeksi.
Etsi sopivat kertoimet reaktioyhtaloon

CO9 + HyO — CgH1206 + Os.

Tehtévalla tarkoitetaan etsida kertoimet a, b, ¢ ja d siten, ettd oikealla puolella ja
vasemmalla puolella ilmestyvien alkuaineiden atomien maaraat ovat samoja. Kaytetdan
seuraavaa yhtaloa ja lasketaan sitten alkuainekohtaisesti:

a-COs+b-HO — ¢-CgH120¢6 + d - Os.

Hiilelle (C) yhtélo saadaan seuraavasti: a kappaleesta C'O2-molekyyleji saadaan a
kappaletta C-atomeja; b kappaleesta HoO-molekyyleja ei saada yhtaéan hiiltd; ¢ kap-
paleesta Cg H120g-molekyylejd saadaan 6¢ hiiliatomia; ja d kappaleesta Oo-molekyyleja
ei saada yhtdan hiiltd. Jos kirjoitetaan yhtdloné, saamme

a = 6¢.



Tekemalld sama hapelle saamme
2a 4+ b = 6¢c + 2d,

ja vedyn osalta saamme

2b = 12c.
Kirjoitetaan yhtélosysteemi
a —6¢ =0
2¢ +b —6c —2d =0
2b —12¢ =0.

Tama voidaan esittda matriisimuodossa

10 -6 0|0
21 -6 =210
0 2 =12 0 |0

Ja pelkistetdan pelkistettyyn porrasmuotoon:

10 -6 010 10 -6 010 10 -6 010
21 —6 —2|0 |01 6 —2|0| 2 1 6 —2]0
02 —12 0 |0 02 —12 0 |0 00 —24 4|0
. [10 -6 0]0 10 -6 010 100 —-1]0
2001 6 —2/0 |01 0 —1lo| ™01 0 —1]0

00 1 —%]0 00 1 =%|0 001 —%|0

Néin olleen saamme, ettd ¢ = d/6, b = d ja a = d. Saadaksemme kokonaislukuja
valitaan d = 6, jolloin lopputulokseksi tulee

6C Oy + 6Hy0 — CgH1206 + 605.

. Laske tulo AB kahdella tavalla: suoraan matriisitulon madritelméastéasekd hyodyn-
tamalla lohkorakennetta, kun

010

2 31 0 00 1
A‘[4 50 1] B=1"1151
23 2

Lasketaan ensiksi matriisitulon mééritelmén mukaan. Kyseessd on (2 x 4)-matriisi
kertaa (4 x 3)-matriisi, eli tulo on (2 x 3)-matriisi. Lasketaan tulomatriisin 1. rivin
1. sarake:

2.043-04+1-140-(=2)=1;



1. rivin 2. sarake:
2:-1+3-0+1-54+0-3=T,

1. rivin 3. sarake:
2:-0+43-14+41-440-2=T,;

2. rivin 1. sarake:
4:-045-0+0-14+1-(-2)=-2;

2. rivin 2. sarake:
4-145-040-54+1-3=T;

2. rivin 3. sarake:
4-0+5-1+0-44+1-2=7.

1 7 7]
-2 7 7|

Kirjoitetaan A ja B lohkoina seuraavasti:

Eli lopputulos on

A=[A|I] B=

2 3 541 » [ 1
weli3] melie) =]

ja I on 2-rivinen identiteettimatriisi. Néin

AB=| A0+ 15| AT+ 1B, |
::E‘A1+BQ:|

1|7 7
| 2|7 7|

Huomataan, etta tulot ovat samoja.
. Todista, ettad lineaarinen yhtaloryhma [A]g] on konsistentti jos ja vain jos vektori b
voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa kerroinmatriisin A sarakkeista.

Muistellaan, etta [A|l_;] on konsistentti, jos on olemassa vektori 7 siten, ettd AT = b.
Matriisi A voidaan olettaa (k x n)-matriisiksi. Kirjoitetaan A muotoon

ai; a2 - Aln

a1 a2 - a2n
A=

akl Qg2 - Qkp



Matriisi A voidaan jakaa sarakkeisiin:

Sy Sa S,
AN | A =
apy |‘aiz |-+ | 'G1ip
agy | az2 |-+ | G2p
A=
agl1 | Qg2 |~ | Qkn
Eli A =[S1|S,|---]S,]. Nyt meidén on todistettava “jos ja vain jos” -lause, eli pure-

taan todistus osiksi. Oletetaan ensin, ettd b voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa

—

A:n sarakkeista, ja todistetaan, ettd [A|b] on konsistentti. Eli oletetaan

g=$1§1+$2§2+'--+1‘n§n

joillakin z1,...,x, € R. Néin olleen
ail a12 Qin
- a21 a2 a2n
b=ux + 29 . +---tz,
ag1 ag2 Qkn

a1121 + a12x2 + - - + a1py
a21T1 + a2x2 + - -+ + Aop Ty

k121 + ag2x2 + + + - + AkpTn

Hieman miettiméalla ndhdaan taman olevan sama kuin

ail a2 -+ Qip T
ag1 Qg2 - Q2p T2
= ;
a1 Aag2 -+ QAgn Tn
toisin sanoen
= AZ,
jossa
T
xTr =
T



Niin olleen systeemi [A|b] on konsistentti.

Oletamme nyt, ettd [A]b] on konsistentti ja todistamme, etté b voidaan kirjoittaa
muotoon x1§1 + iL‘Qgg + -+ xngn joillakin z1,...,x, € R. Meille riittda seurata
edellisté pidtelmid toiseen suuntaan. Yhtilsryhmé [A[b] on konsistentti, eli b = AZ
jollain #:114. Kirjoitetaan

1
xTr =
Tn
Sitten kirjoitetaan auki:
air a2 - Qlin 1
- az1 Q2 - Q2p )
b= AZ =
ag1 Qg2 - Qgp T,

anTy + a2x2 + -+ aipTy
a21T1 + G222 + - - - + ATy

Ak1%1 + ag2x2 + - - + AppTn

a11 a2 A1n

a1 a22 a2n,
=1 . + 29 . +-+ 2y

Ak [9%) Qkn

= Cﬂlgl + 16252 +---+ l‘ngm

joka riittda todistukseen.



