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2. REAALIKERTOIMISET VEKTORIAVARUUDET

2.1 KOORDINAATTIAVARUUS R"

Olkoon n € N* = {1,2,3,...} positiivinen kokonaisluku (luonnollisten lukujen
joukko on tilld kurssilla N = {0,1,2,3,...}). Merkitiin R® = R"™*! = n x 1-
matriisien joukko. R™:n alkioita

X1

x=| | =[x 22 ... xz,]" €R", x; €R kaikilla 4,

kutsutaan pisteiksi tai (sarake-)vektoreiksi. Y14 olevaa alkiota x € R™ merkitdan
my6s x = (z1,...,%,), jarjestetty n-jono. Sen sijaan x # [x; =z ... x,] €
RX" jos n > 2.

Niin on maédritelty joukko R™, kun n > 1. Joskus merkitiin lisiksi R® = {0},
yksialkioinen joukko.

Erikoistapauksena matriisien yhteenlaskusta 1.2.4 ja skalaarilla (= reaaliluvulla)
kertomisesta 1.2.6 on R™:ssd (missd n > 1) madritelty yhteenlasku ja skalaarilla
kertominen:

z1 (i 1+ Y1 z1 azxi
T2 Yo T2 + Y2 T2 axs
- = . a =
T UYn Ty + Yn T axy,
(1, Tny Y1y -+, Yn,a € R); ndméa on siis mééritelty ”komponenteittain”. Mat-

riisitoimitusten ominaisuuksista saadaan seuraavat laskulait:
Lause 2.1.1. Kaikilla x,y,z € R™ ja a,b € R on
i) (x+y)+z=x+(y+2);
i) x+y=y+x;
i) x+0=x, 0=[0 0 ... 0]";
) X

iv) x+ (—1)x=0;
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v) a(x+y) = ax +ay;
vi) (a+ b)x = ax + bx;
vii) a(bx) = (ab)x;

vill) Ix =x. O
Painotekninen huomautus: Kasinkirjoitetussa tekstissa usein x = ¥ jne.

Geometrinen tulkinta tapauksissa n =1,2, 3.

n=1: Joukkoina samastetaan yleensi R! ja R niin, etti
[z]eR' 7?7 ="z cR VzeR.

Tavalliseen tapaan reaaliluvut vastaavat lukusuoran pisteitd: Annetulta suoralta S
valitaan piste O (origo) seké toinen piste £ # O (yksikkopiste). Pistettda P € S
vastaa taman jalkeen x € R:

|OP| : |OE;| = |x| (|OP| = janan OP pituus)
x>0, jos pisteet P # O ja F; ovat O:n samalla puolella
x <0, jos pisteet P # O ja E; ovat O:n eri puolilla.

P O Eq P
<0 z>0
Mainittu vastaavuus on kaantaen yksikéasitteinen.
n = 2: Kiinnitetddn tasossa T piste O (origo) ja O:n kautta kulkevat, toisiaan
vastaan kohtisuorat suorat S ja S (koordinaattiakselit), sekd yksikkopisteet E; €

S; (i =1,2). Taman jdlkeen samastetaan S; R:n kanssa kuten ylla. Silloin jokaista
pistettd P € T vastaa kidntien yksikisitteisesti piste x = (x1, z2) € R%:

Sa S
Py P /
S Si |l Si

. SéﬂSlzPl — x1 €R
2

S{HSQZPQ — 19 €R

— P < XZ(ZCl,.’BQ)ERZ.
O T Py S,
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Yhteenlasku geometrisesti:

|y _— i

PeT < x=(v1,12) €R? é
QeT < y=(y,y) €R? ” E
ReT < x+yeR?
—> R saadaan suunnikassaannolla, :P é
so. OPRQ on suunnikas. Of— 11 —>} Y1 E

Skalaarilla kertominen geometrisesti:

PecT «— xcR?* P#0 (ts.x#0) ja
ReT «— ax¢c R?
—> R on suoralla OP;
R ja P ovat O:n samalla puolella, kun a > 0
R ja P ovat O:n vastakkaisilla puolilla, kun a < 0

|OR| : |OP| = |al.
P
M b
R, (a < 0) (0<a<1)

n = 3: Kiinnitetdan avaruudessa A origo O, kolme toisiaan vastaan kohtisuoraa
koordinaattiakselia Sy, S ja S3, ja yksikkopisteet E; € S; (i = 1,2,3). Tamén jal-
keen jokaista pistettid P € A vastaa kidntden yksikisitteisesti x = (21, 22, 23) € R3,
summa P+ () muodostetaan A:ssa suunnikassaannolla (tasossa O P(Q) ja skalaarilla
kertominen tapahtuu kuten kohdassa n = 2.

Siis on saatu vastaavuudet

tason pisteet «— RZ:n pisteet

avaruuden pisteet «— R3:n pisteet

Namaé riippuvat koordinaatiston (so. pisteiden 0, Ey, Eo, ... ) valinnasta.
—
Tason tai avaruuden pisteparia P, () vastaa vektori PQ = @Q — P.

7

P
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Kahta eri pisteparia voi vastata sama vektori:
— —
PQ=RS <— Q—-P=S—-R < P+S=Q+R

("vektori” = suuntajanojen ekvivalenssiluokka).
—

Erityisesti on olemassa yksikasitteinen piste X, nimittdain X = @ — P, jolla PQ =
—
OX on pisteen X paikkavektori. Saadaan vastaavuus

—
PQ «— X «—— xcR?taixeR3

tason (vast. avaruuden) vektorien ja R?:n (vast. R3:n) vektorien eli pisteiden vilille.
— —_— — — —_— — — —_— —
Erityisesti PQ) = OQ—OP, joten OQ = OP+P(Q), ja yleisemmin PR = PQ+QR
(koska (Q —P)+ (R—Q)=R—P).
R

Q

2.2 VEKTORIAVARUUDET

Edella nahtiin, ettd R™:n vektorien yhteenlaskulla ja skalaarilla kertomisella on
perusominaisuudet 2.1.1 i)-viii). Vastaavat ominaisuudet ovat voimassa monis-
sa muissakin tilanteissa (esimerkkeja alla). Kannattaa siis ottaa kayttoon yleinen
méaritelmad, jossa ko. ominaisuudet asetetaan perusoletuksiksi (aksioomiksi); t&lloin
kehitettava yleinen teoria soveltuu sellaisenaan jokaiseen erikoistapaukseen.

Maaritelma 2.2.1. Joukko V on (R-kertoiminen) vektoriavaruus, jos kaikkiin v,
w € V ja a € R on liitetty yksikésitteiset summa v +w € V' ja tulo av € V niin,
etta seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:

i) (u+v)+w=u+ (v+w) kaikillau,v,weV.
v+w=w+v kaikillav,weV.
iii) On olemassa sellainen 0 = Oy, etta v+ 0 =v kaikillav € V.
iv) Jokaiseen v € V liittyy sellainen —v € V', ettd v + (—v) = 0.
vi) (a+b)v=av+bv kaikillaa,beR, veV.
vii) a(bv) = (ab)v kaikilla a,b € R, v e V.
lv=v kaikillaveV.

Téassa V:n alkioita kutsutaan vektoreiksi, R:n alkioita skalaareiksi.

ii)
i)
)
v) a(v+w)=av+aw kaikillaa€R, v,w e V.
i)
i)
viii)
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Huomautus 2.2.2. a) laskutoimitukset + ja - kuuluvat vektoriavaruuden struk-
tuuriin. Tarkkaan ottaen vektoriavaruus ei siis ole pelkka joukko V' vaan kolmikko
(Vi+,).

b) iii):ssé nollavektori 0 on yksikésitteinen. Jos nimittdin my6s z € V toteuttaa
ehdon v 4 z = v kaikilla v € V, niin

iii

z:z-l—OiO—i—z:O.

c) iv):ssé vektorin v vastavektori —v on v:n yksikésitteisesti méérddma. Jos nimit-
tain myos w toteuttaa ehdon v +w = 0, niin
iii iv i
w=w+0=w+ (v+(—-v))=(WwW+Vv)+(—Vv)

ii iii

E(VAW) (V) =0+ (—v) = (V) + 0 = ().

Esimerkki 2.2.3. a) 2.1.1:n mukaan sarakevektorien joukko R"™ = R"*1 (n > 1)
on vektoriavaruus, laskutoimituksina n x 1-matriisien yhteenlasku ja skalaarilla
kertominen. Vastaavasti tulee rivivektorien eli 1 X n-matriisien [z1 z2 ... z,]
(z; € R) joukosta R,, = R1*™ vektoriavaruus, kun laskutoimituksiksi valitaan 1 xn -
matriisien yhteenlasku ja skalaarilla kertominen.

Yleisemmin on kaikkien m x n -matriisien joukko R™*™ (m > 1, n > 1) matriisien
yhteenlaskulla ja skalaarilla kertomisella varustettuna vektoriavaruus.

Myos R = {0} on vektoriavaruus, kun mééritelliin 0 +0 = 0 jaa-0 = 0
kaikilla a € R.

b) Olkoon X # () joukko ja
RX = {f| f on kuvaus X — R}
kaikkien X :ssi méiriteltyjen reaalifunktioiden joukko. Kun f,g € R¥ ja a € R,

midritelliin f + g € RX ja af € RY (siis f + g ja af ovat kuvauksia X — R)
asettamalla

f(z) +g(x)

~~
.
—+
<
~
g
I

kaikilla z € X, missa yhtaloiden oikealla puolella + ja - tarkoittavat R:n laskutoimi-
tuksia. Talloin R¥:sté tulee vektoriavaruus. Todistetaan esimerkiksi aksiooma i):
Olkoot f,g,h € RX ja z € X. Tilloin

(f+9) +h)(x) = (f + 9)(x) + hz) = (f(x) + g(x)) + h(z)
= f(x) + (9(2) + h(z)) = f(z) + (g + h)(2) = (f + (¢ + 1))();
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koska siis ((f+g)+h)(xz) = (f+(g+h))(x) kaikillaz € X, on (f+g)+h = f+(g+h)
(méaaritelmén mukaan kaksi kuvausta f1, fo : X — R ovat samat tdsmélleen silloin,
kun f1(z) = f2(z) kaikilla z € X). R¥:n nollavektori on nollakuvaus

0: X —-R, 0(z)=0 kaikilla z € X.
Alkion f € R¥X vasta-alkio on
—f: X =R, (—f)x)=(-1)f)(x)=(-1) f(z) =—f(x) kaikilla z € X.

(Liséiksi sovitaan, ettd R? = {0} = R?.)
c) Useat R¥:n osajoukot (sopivalla joukolla X) ovat kiintoisia vektoriavaruuksia;
ks. 2.3.

Esimerkki 2.2.4. Kun z,y,a € R, maaritellaan x@y = x—y, missa — on tavallinen
erotus, ja a ©® x = a -z, missi - on tavallinen tulo. Mitké aksioomista i) — viii) ovat
voimassa (R, @, ®):ssd? Onko (R, ®,®) vektoriavaruus?

Ratkaisu. 1) ei ole voimassa; esimerkiksi
0e0)®1=(0-0—-1=-1 ja 06(01)=0—-(0—-1)=1,

joten (0 0)®1#£0® (0 1). Siten (R, P, ®) ei ole vektoriavaruus.

ii) ei ole voimassa; esimerkiksi
081=0-1=-1#1=1-0=1®0.

iii) on voimassa; t ®0 =2 —-0=x Vx € R. (Sen sijaan 0 ® z = —x # z, kun
x #0).

iv) on voimassa; x kelpaa x:n vasta-alkioksi, koska r®@x =x—x =0 Vz €R.

v) on voimassa; a ® (z@y) =a(z —y)=ar —ay = (a®x) ® (a ®y).

vi) ei ole voimassa; esimerkiksi
1+1)e1=201=2 ja (lol)a(1lel)=1-1=0,

joten 1+ 1) el (1eol)a(1o1).

vii) ja viii) ovat voimassa. [J

Olkoon V' vektoriavaruus. Silloin kahden vektorin v; ja vo summa on maéaritelty
kaikilla vi,vy € V. Useamman vektorin summa maaritellian rekursiivisesti: kun
n>2javy, ve, ..., v, €V, on

Vi+vet vy, = Vit F+Vuo1)+ Vi
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Liitdnnaisyydestd 2.2.1 i) seuraa yleinen liitdnndisyys eli sulut voi asettaa mieli-
valtaisesti. Tarkastellaan esimerkkina tapausta n = 4. Rekursiivisen maaritelman
mukaisesti

(M) vi+ v+ vy + vy =((vi+va)+vs)+ vy
Toisaalta sulut voidaan asettaa myos seuraavilla tavoilla:

) (vi+(va+wvs))+ve  2) (vi+ve)+(vz+vy)
3) vit+(va+(va+va) 4) vi+((va+vs)+va)

Koska vi + (va +v3) = (V1 +V32)+ V3, summa 1) on sama kuin (M). Samalla tavalla
padtelladn, ettd summat 3) ja 4) ovat keskenddn samat. Jos merkitddn v = vy +vo,
on

(vi+ve)+vy)+vy=(v+v3)+vi=v+(vs+vy) = (vi+va)+ (vs+vy),
joten summa 2) on sama kuin (M). Toisaalta, jos merkitdén u = vy + vs, on
vit((va+v3)+vy)=vi+u+vy)=(vi+u)+vy=(vi+ (va+v3)) + vy,

joten summat 4) ja 1) ovat keskendén samat. Siis kaikki nelji summaa ovat samat
kuin (M). Néin ollen merkinnén vy + vo + v3 + v4 voidaan ajatella tarkoittavan
juuri sita, etta sulut voidaan asettaa mielivaltaisesti.

Liitdnnaisyydestd 2.1.1 i) ja vaihdannaisuudesta 2.1.1 ii) seuraa my0s yleinen
vaihdannaisuus eli yhteenlaskettavien jarjestys summassa (M) voidaan valita mieli-
valtaisesti.

Osittelulaeista 2.2.1 v) ja vi) seuraavat yleiset osittelulait

a<V1+-'-—|—Vn):CLV1+"'+aVn (CLER, Vl,...,'UHEV)
(a1+"'+an)V:a1V+"'+anv (ala"'aan€R7V€V)'

Yleisen liitantalain, vaihdantalain ja yleisten osittelulakien tasmalliset todistukset
(induktiolla) sivuutetaan.

Vektorien v,w € V erotuson v—w = v+ (—w) € V. Siis z = v — w on se
yksikésitteinen V:n vektori, jolla z + w = v.

Mm. seuraavat laskusdénnot seuraavat vektoriavaruuden aksioomista i) — viii):

Lause 2.2.5. Olkoot v,w €V, a,b € R. Silloin
a) av=0 <= a=0 tai v =0;
(—Dv =—v;
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Todistus. (a) 7 <=". Koska Ov = (0+0)v 2 0v + 0v, on

0 & 0v 4 (—0v) = (0OvV + 0v) + (=0v) = 0v + (0v + (—=0v)) £ 0ov + 0 Z 0v.
Vastaavasti a0 = a(0 4 0) = a0 + a0, joten

0 = a0 + (—a0) = (a0 + a0) + (—a0) = a0 + (a0 + (—a0)) = a0 + 0 = «O0.
” = 7. Olkoon av = 0 ja a # 0. Silloin on olemassa 1/a € R, ja

viii 1 vii 1 I ed
v = 1V:(a-a)V: a(av):a-O <.

(b) Koska v+ (—1)v = 1lv+ (-1)v = (1 + (—=1))v = Ov 2 0, on vastavektorin
yksikésitteisyyden nojalla (—1)v = —v.

(c) a(v—w) Za(v+ (~1)w) < av + a((=1)w)

vii

=av+ (a(—1))w

=av+ ((—-1)a)w D ov + (=1)(aw) D ov + (—aw)

(d)
(a—b)v = (a+(=b))v =av+(-b)v = av+((—1)b)v = av+(—-1)(bv) = av—bv. O

2.3 ALIAVARUUDET

Tarkastellaan vektoriavaruutta V.

Maaritelma 2.3.1. Osajoukko W C V on V:n vektorialiavaruus (lyhyesti aliava-
ruus), jos

i) v+w € W aina, kun v,w € W,
ii) av € W aina, kun v € W ja a € R, ja
iii) 0y € W.
(Aksioomissa i) ja ii) + ja - ovat V:n laskutoimitukset.)

Huomautus 2.3.2. Olkoon W C V aliavaruus. 2.3.1 i):n ja ii):n nojalla voi-
daan maaritella v +w € W ja av € W kaikilla v,w € W ja a € R kayttéen
V:n laskutoimituksia. Nain saaduilla laskutoimituksilla varustettuna W on itsekin
vektoriavaruus:

Laskusddnnot 2.2.1 1), ii) ja v) — viii) patevat W:n vektoreille, koska ne patevét
jopa V:n vektoreille; koska v+ 0y =v Vv eW (jopaVveV)jaly € W (2.3.1
iii), niin Oy kelpaa W:n nollavektoriksi; vektorin v € W vastavektoriksi W :ssi
kelpaa sen vastavektori —v V:ssé, silld 2.3.1 ii):n nojalla —v = (—1)v € W.

Aliavaruus ajatellaan aina (ellei toisin mainita) varustetuksi tilla ns. indusoidulla
vektoriavaruuden struktuurilla.
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Esimerkki 2.3.3. a) W = {[z1 2] € R? | 21 + 25 = 0} on R2:n aliavaruus:
i) Olkoon x = [21 a2]" € Wijay = [11 w]" € W. Tillsin x +y =
[21+y1 o —I—yg]T. Koska

(1 +y1) + (22 + y2) = (v1 +22) + (y1 +y2) =0+ 0 =0,

onx+yeWw.
ii) Olkoon x = [27 22]" € Wjaa e R. Tallsinax =a |z 2] =|az; azy]’.
Koska
(az1) + (az2) = a(z1 +22) =a-0=0,

onax € W.
iii) Oga = [0 0]" € W, koska 0+ 0 = 0.
b) Sen sijaan W = {[21 a2]" € R? | &1 + a5 = 1} ci ole R2:n aliavaruus, silli
Oz =[0 0]" ¢ W (0+0=0# 1), joten 2.3.1 iii) ei ole voimassa.

Mydskédn 2.3.1 1) ja ii) eivét ole voimassa, silla esimerkiksi [1 O]T e W ja
0 1]"eWija2eR mutta [l 0]"+[0 1]"=[1 1] ¢W (1+1=2#1)
ja2-[1 01" =[2 0] ¢W (240=2#1).

9 T2

ﬁ\
x1 (1’0) x1
\ )

c) Tarkastellaan vektoriavaruutta R¥, vektoreina kaikki funktiot f : R — R. Esi-
merkiksi seuraavat osajoukot ovat RF:n aliavaruuksia:

a) b)

CO'(R,R) = {f e R® | f on jatkuva},

CY(R,R) = {f e R®| f on derivoituva ja f’ on jatkuva},
P={feR®| f on polynomifunktio},
P,={fePldeg(f)<n} (neN).
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(Todistus CY(R,R):lle: Differentiaali- ja integraalilaskentalaskenta I.1:ssé osoite-
taan, ettd f+ g ja af ovat jatkuvia, kun f, g : R — R ovat jatkuvia ja a € R; lisdksi
vakiokuvaus 0 : x — 0 on jatkuva.)

Tassa
PBCPCPRG---CPCCY(RR)CCORR) C R

d) Jokaisella vektoriavaruudella V' on (ainakin) triviaalit aliavaruudet {0y} ja V.

Lineaarikombinaatiot ja aliavaruuden virittaminen.

Esimerkki 2.3.4. a) Olkoon P € R? (tai R3), P # O (O origo) ja v = OP € R2.
Téll6in joukko {tv | t € R} on O:n ja P:n kautta kulkeva suora.

/
tv, (t > 1)
0 P

b) Olkoot P,Q € R3, ja oletetaan, etti O, P ja Q eivit ole samalla suoralla.
— —

Merkitain v = OP € R3 ja w = OQ € R3. Tallsin joukko {sv + tw | s,t € R} on

pisteiden O, P ja @ kautta kulkeva taso.

Yleisesti, olkoon V' vektoriavaruus ja vy, vo, ..., vi € V vektoreita. Vektorit
T1V1 +xove + -+ v €V, x1,...,21 € R,
ovat vektoreiden vi, vo, ..., Vi lineaarikombinaatioita. Niiden joukkoa merkitdan
span(vy,...,vg) ={z1vi+ -+ 2k | 21,..., 2, E R} C V.

(Sopimus: Tama on = {0}, jos k =0, ts. (vy,...,V,) on "tyhjd jono”.)
Lause 2.3.5.

a) span(vy,...,vg) on V:n aliavaruus.

b) vi, ..., Vi €span(vy,...,Vg).

c) Jos W CV on aliavaruus ja vy, ..., v € W, niin span(vy,...,vg) C W
(ts. W sisdltdda vektoriensa kaikki lineaarikombinaatiot).
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Todistus. a) Jos v =x1vyi+---+xpVvg € span(vy,...,Vg), W =y1V1+- -+ ypVk €
span(vy,...,vg) jaa € R, on

v+w=(r1+y1)vi+ -+ (zrx + yr) vk € span(vy,..., Vi),
av = (ax1)vy + - + (axg)vg € span(vy, ..., Vg).
Lisdksi 0 = 0vy + - - + 0vy € span(vy, ..., V).
b) vj=z1vi+ -+ v €span(vy,..., V), missd z; =1 ja z; =0, kun i # j.
c) Olkoon W aliavaruus ja vi,...,vy € W. Olkoot x1,...,z; € R. Kohdan 2.3.1
ii) nojalla z;v; € W kaikilla j € {1,2,...,k}; tdmén jalkeen kohdan 2.3.1 i) nojalla

T1V] + xove € W

T1V1 + xoVe + x3Vs = (21V] + 29Vy) +ax3Vvz € W

T1Vy+ -+ TV = (:131 —|—"'—|—£Uk_1vk_1) +xpve e W, O

Siten span(vy, - -+, vg) on inkluusion C suhteen pienin niistd V:n aliavaruuksista,
jotka sisaltavat vektorit vq, ..., vg, vektorien vy, ..., vi virittama aliavaruus.

Huomautus 2.3.6. Jos myos wy, ..., w; € V niin
Span(V17 e 7V]€> - Span(w17 e ,Wl) — Vv € Span(w17 e ,Wl) \V/j

Yleensé talloin ei pade v; € {wy,---,w;} milldén jmn arvolla.

Laskumenetelma 2.3.7. Olkoot a, as, ..., a, € R™. Tutkittava, onko annet-
tu vektori b = [by by ... bm]T € R™ esitettavissda vektorien ay, as, ..., a,
lineaarikombinaationa, ts. onko

b € span(ay,...,a,).
Ratkaisu. Olkoon a; = [a1; ag; ... amj]T (j =1,...,n) ja A = [a;;] €
R™*"™: ¢iis A on m X n-matriisi, jonka sarakkeet ovat ai, as, ..., a,. Nyt b €
span(ay,...,a,) <= zia; +z2as+ -+ x,a, = b joillakin 1, z2,...,2, € R, ja
ai a2 A1n
az1 a22 Q2n
Tiay +x2az + -+ Tpdp =1 | |+ X2 | | | T+ Tp | = Ax,

]
3
3

am1 Am?2
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missd X = [z o ... xn]T € R™. Siispd b € span(ay,...,a,) <= lineaari-
sella yhtaloryhmalla Ax = b, eli

a1121 + a12 x2 + -+ a1pTn = b1
a21T1 + agy 2 + -+ + agpT, = bo
Am1T1 + Ama®e + -+ QmnTn = by,
.. T
on ratkaisuja x = [z; ... z,| €R" 0O

Esimerkki 2.3.8. a) Olkoon a; = [1 2 1] € R3 a, = [1 0 2] e R3,
as=[1 1 0]"eR3jab=[2 1 5]" € R% Onko b € span(ay, ay,as)?

Ratkaisu. Kuten 2.3.7:ssé todettiin, b € span(aj, as,a3) <= xi1a;+xas+x3a3 =
b joillakin x1,29,23 € R <= x = |21 X9 xg]T € R3 toteuttaa yhtiloryhmin
Ax = b, jonka tdydennetty matriisi muunnetaan porrasmuotoon seuraavasti:

[ 112 1 1 11 2] 1 1 1 2
2 0 11| ~ [0 =2 —1i-3| ~ [0 1 —-1i 3
I 015 0 1 —-1i 3] 0 -2 —-1i-3
[1 1 1i2 1 1 11 2]
~ |0 1 —=1i13| ~ [0 1 —1:
[0 0 —3:3 0 0 1i-1]
Yhtaloryhmén Ax = b ratkaisuon siis x3 = —1, 0 = 34+2x3 =2, 11 =2—29—T3 =

1, joten b = a; + 2a; — a3 € span(aj, as,as). 0O

b) Olkoona;=[1 2 1] eR3 ay=[1 0 2] " eR3jab=1[b by b3]" €
R3. Milla ehdolla on b € span(aj,as)?

Ratkaisu. Ehtoa b € span(aj, az) vastaavan lineaarisen yhtaléryhmén tdydennetty
matriisi muuntuu porrasmuotoon seuraavasti:

1 11 b 11 i b1
2 0 i b2 VI v 0 1 E bg—bl
1 2 1 b3 0 0 | by—4by +2b3

Siispd b € span(aj,as) <= on ratkaisuja <= by — 4by +2b3 =0. O
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Matriisiin liittyvia avaruuksia.

Olkoon A = [a;; | € R™*™ m x n-matriisi. A:n nolla-avaruus on
Null(4A) = {x € R" | Ax = 0} C R"™;

siis Null(A4) on homogeenisen yhtéaléryhmén Ax = 0 eli

annry + -+ ap Ty =0

ag1ry + -+ agy Ty =0

Ap1T1 + + + AppTp =0
ratkaisujen x = [21 ... x,]  joukko.

Lause 2.3.9. Null(A) on R™:n aliavaruus.

Todistus. Kaytetddn matriisitulon ominaisuuksia (1.3.1):

i) Olkoot x,y € Null(A). Talléin A(x +y) = Ax + Ay = 0+ 0 = 0, joten
x +y € Null(A4).

ii) Olkoon x € Null(A) ja ¢ € R. Téll6in A(cx) = ¢(Ax) = ¢- 0 = 0, joten
cx € Null(A).

iii) A0 =0, joten 0 € Null(4). O

Tarkastellaan yo. matriisin A = [a;; ] € R™*™ sarakkeita

T .
aj:[alj az; ... amj] e R™ (j:1,2,...,n)
ja riveja _
a’:[ail ;o ... am]eRn (221,2,,771)
A:n sarakeavaruus Col(A) ja riviavaruus Row(A) ("sarake” = ”column”, "rivi” =
"row”) ovat

Col(A) = span(ay, ag,...,a,) C R™,

Row(A) = span(a',a?,...,a") C R,.

Siis Col(A) on R™:n aliavaruus ja Row(A) on R,,:n aliavaruus.

Lause 2.3.10. Jos m x n-matriisit A ja B ovat riviekvivalentit, niin
a) Null(4) = Null(B),
b) Row(A) = Row(B).
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Todistus. a) Koska tdydennetty matriisi [A10] on riviekvivalentti tdydennetyn
matriisin [ B | 0] kanssa, ovat lauseen 1.5.7 nojalla yhtaloryhmit Ax = 0 ja Bx =0
ekvivalentit. Téten niilld on sama ratkaisujoukko eli Null(4) = Null(B).

b) Erikoistapaus: B on saatu A:sta yhdelld alkeisrivitoimituksella, joka on tyyppid
I, IT tai I1I. Kasitellaan tyyppi I11, joka on vaikein.

III. r#s,c€R, b*=a°+ca” jab'=a'Vi#s. Talloin
b’ € span(a’,...,a™) = Row(A) Vi,

joten
Row(B) = span(b',...,b™) C Row(A).

Toisaalta, koska a® = b® — cb” ja a’ = b’ Vi # s, on
a’ € span(b’,...,b™) = Row(B) Vi,

joten
Row(A) = span(a’,...,a™) C Row(B).

Yleinen tapaus: On olemassa jono A = Ag, A1, ..., Ay = B, missd A;;1 on saatu
Aj:sté yhdelld alkeisrivitoimituksella (I = 0,...,k—1). Y1l4 olevan erikoistapauksen
nojalla on

Row(A) = Row(A4p) = Row(4;) = -+ = Row(4x) = Row(B). O

Huomautus 2.3.11. Jos A ja B riviekvivalentteja, niin yleensi Col(A) # Col(B).
Esimerkki 2.3.12.

= B,

s

I
o O =
—_ =
o O =
S =
o O =
S = O

joten A ja B ovat riviekvivalentit. Koska [1 1 1]" € Col(A), mutta
1 1 1]"¢Col(B)={[z1 22 0]" |z, 22 € R},

on Col(A) # Col(B).
Avaruuksia Null(A), Col(A) ja Row(A) analysoidaan yksityiskohtaisesti jatkossa.



Suorat ja tasot.

—

Olkoot P,Q € R2?, P # Q. Merkitisin OP = p=I[p pl"jaPQ=v-=
[v1 v2]T #[0 0], Tallsin v = OQ’, missi Q' = Q — P € R2.

span(v)

Kohdan 2.3.4 a) nojalla span(v) on O:n ja Q"n kautta kulkeva suora. Olkoon
—

¢ P:n ja Qm kautta kulkeva suora, X € R? ja OX = x = [z; a2]". Talléin

X €l < x=p+tvjollakin t € R, joten

t={p+tv]|teR},

ja £:n parametrimuotoinen yhtalo on x = p +tv, t € R, eli

T = +tv
5:{ L=h ! t € R.

To = Pg + tua ’
(Sanotaan myos, ettd ¢ kulkee P:n kautta ja on v:n suuntainen.)

1
Jos erityisesti v1 # 0, on t = —(z; — p1) ja saadaan yhtalo
U1

U2 U2 V2
Ty =po +tvg =pop+ — (1 —p1) = —x1 + (p2 — —p1).
(%1 U1 U1
L = —
Jos P,Q R}, P#Q,jaOP =p=1[p1 p2 ps] , PQ=v=[v1 vy v3]" #
[0 0 O ]T, niin vastaavasti P:n ja Q:m kautta kulkevan R3:n suoran parametrimuo-
toinen yhtalo on x = p+tv, t € R, eli

x1 =p1 +tn
0 To =po+tvy , teER.
x3 = p3 +tus
Esimerkki 2.3.13. Olkoon P = (2,3,—4) € R? ja Q = (3,—2,5) € R3, jolloin
p=[2 3 —4]jav=[3-2 (-2)-3 5—(-]" =[1 -5 9]". Pmija

Q:n kautta kulkevan R3:n suoran ¢ parametrimuotoinen yht#lé on
y
r1 = 24t
l: ro= 3—-5t, teR.
r3 = —4 + 9t
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Oletetaan, etti piseet P, Q, R € R? eivit ole samalla suoralla. Merkitiin OP =

T 5HA T . DB T

p=1[p1 p2 p3|, PQ=v=1_[vy v v3] jaPR=w=[w wy ws] .
Télloin v f w (vektorit eivét ole yhdensuuntaiset).

/A )

p

w span(v,w)
/ oV /

Kohdan 2.3.4 b) nojalla span(v,w) = {sv +tw | s,t € R} on pisteiden O, Q' ja R’
(Q'=Q — P, R' = R — P) kautta kulkeva taso.

Olkoon T pisteiden P, @ ja R kautta kulkeva R3:n taso, X € R? ja OX = x =
(21 22 3 ]T. Talloin X € T <= x = p + sv + tw joillakin s,t € R; siis

T={p+sv+itw]|s,teR},
ja T'n parametrimuotoinen yhtalo on x = p + sv +tw, s,t € R, eli
r1 =p1 + sv1 +twy
T: Ty = po + Svo +twy , s,t€R.
T3 = p3 + Sv3 + tws
Esimerkki 2.3.15. Olkoon P = (2,-2,1), Q@ = (—1,0,3) ja R = (5, —3,4), jolloin
p=[2 -2 1]",v=[-3 2 2]"jaw=[3 -1 3]". P, Qmn ja R kautta
kulkevan R3:n tason T parametrimuotoinen yht#lo on siis
r1= 2—-35+3t
T: To=—-24+2s—t , s,telR.
r3= 1+2s+ 3t

Huomautus 2.3.15. Suora tai taso on (vektori-) aliavaruus vain, jos se kulkee
origon kautta. Sen sijaan suora tai taso on aina ns. affiini aliavaruus, so. muotoa

p+tW={p+ujueWW},

missa W on vektorialiavaruus ja p kiintea vektori. Huomaa, etta tassa vektori p ei
ole yksikésitteisesti madratty; itse asiassap+ W =p'+ W < p—p' e W.
Talla kurssilla aina ”aliavaruus” on ”vektorialiavaruus”.
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2.4 LINEAARINEN RIIPPUMATTOMUUS
Olkoon V' vektoriavaruus ja vy, va, ..., Vi € V vektoreita.

Maaritelma 2.4.1. Jono (vy,...,vy) on vapaa eli lineaarisesti riippumaton, jos
yhtalo
$1V1+---+$ka:0, xla"'axkeRv

toteutuu vain, kun z; = --- = x; = 0. Talléin sanotaan myos, etta vektorit v,
., Vi ovat lineaarisesti riippumattomat. Muussa tapauksessa jono (vi,...,Vg)
on sidottu eli lineaarisesti riippuva.

(Sopimus: Tyhja jono (tapaus k = 0) on vapaa.)

Maéaritelmén mukaan (vq,...,vg) on sidottu <= 16ytyy sellaiset luvut =1, ...,
xy, ettad ainakin yksi x; # 0 ja vy +--- + 2 v = 0.

Vapaus on siis (jérjestetylle) vektorijonolle méaritelty ominaisuus. Koska V:n
yhteenlasku on vaihdannainen, jonon vapaus ei kuitenkaan riipu vektoreiden jar-
jestyksestd: Jos (vi,...,vE) on vapaa (vastaavasti sidottu) ja {wi,...,wg} =
{v1,..., v} (samat vektorit eri jarjestyksessd), niin (wy,...,wy) on vapaa (vas-
taavasti sidottu).

Huomautus 2.4.2. Olkoot ay, as, ..., a, € R™ sarakevektoreita ja olkoon A =
[ay ay -+ a,]| € R™*™ se m X n-matriisi, jonka sarakkeet ovat aj, ..., a,.
Té&ll6in jono (ap,...,a,) on vapaa, jos ja vain jos vektoriyhtalolla zia; + -+ +
rna, = 0 eli hom:(F)geenisella yhtaloryhmalla Ax = 0 on vain triviaali ratkaisu
x=[xy - z,] =0.

Esimerkki 2.4.3. a; =[1 0 1 2]7 ceR* a;=[0 1 1 2]" eR*jaag =
[1 1 1 3] € R Tutkitaan yhtilod zqa; + z0as + 23a3 = 0:

10 1 10 1 10 1 v 4wy =0

0 1 1 «/13 0 1 1 33 0 1 1 — Zo 4+ 25 =0

1 1 1 0O 1 0 0O 0 -1

2 2 3 02 1 00 -1 —23 =0
— r1=29=23=0 . (aj,a9,a3) on vapaa. [

(Selitykset: 1) Riviin 3 lisdtdén (—1) x rivi 1, riviin 4 lisétaén (—2) x rivi 1.
2) Riviin 3 lisétdén (—1) x rivi 2, riviin 4 lisdtdén (—2) x rivi 2.)

Esimerkki 2.4.4. Olkoot v,w € V.

a) (v)on vapaa <= v #0.

Todistus: 7 = ". Josv=0,o0n 1-v=0; koska 1# 0, on (v) sidottu.
” <= ". Olkoon v # 0. Jos xv = 0, niin 2.2.5 a):n nojalla x = 0; siis (v) on
vapaa. [
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b) (v,w) on sidottu <= w = av jollakin a € R tai v = bw jollakin b € R.

Todistus: 7 = ". Jos (v, w) on sidottu, on zv + yw = 0 eriilld z,y € R, missi
x#0taiy #0. Josy #0,on w=—(z/y)v,jajosz #0,onv=—(y/z)w.
7 «<—=". Jos w = av, niin av + (—1)w = 0, joten (v,w) on sidottu. Jos taas

v = bw, niin 1- v + (—=b)w = 0, joten nytkin (v, w) on sidottu. [

Jos (v,w) on sidottu (ks. 2.4.4 b), sanotaan, ettd vektorit v ja w ovat yhden-
suuntaiset, ja merkitaén v || w.

Lemma 2.4.5. Jos (vi,...,Vy) on vapaa, niin jokainen osajono (vj,...,v;,),
1< <jo << g1 <k, on myos vapaa.

Todistus. Olkoon x; v;, +---+x;v; =0, x;,...,z; € R. Merkitdan x; = 0, kun
jed{1,2,... . k}\{j1,72, ..., 51}. Talloin x1vy + za2ve + - - - + 2V = 0 (summaan
xj,vj, +---+x;,v; on lisitty yhteenlaskettavat z;v; =0v; =0, j € {1,2,...,k}\
{j1,792,---,51})- Koska (vi,va,...,vk) on vapaa, on x1 = o = --- = x = 0, joten

erityisesti v, = v, =---=x; =0. [0
Seuraus 2.4.6. Vapaassa jonossa (vi,...,vy) on v; # 0 Vj, ja v, }f v; aina kun
1 £ j; erityisesti vy, ...,V ovat kaikki eri vektoreita.

Todistus. Vaite seuraa valittomasti esimerkista 2.4.4 ja lemmasta 2.4.5. [J

Lemma 2.4.7. Olkoon jono (vi,...,vy) vapaa V:ssi ja w € V. Silloin

(Vi,..., Vi, W) on vapaa <= W ¢ span(vy,..., Vg).
Todistus. ” = 7. Olkoon w € span(vy,...,vg). Tallin w = x1vy + -+ + zp Vg
erilld zq,...,zr € R, joten z1vy + -+ + x v + (—1)w = 0. Téssé esiintyvista
skalaarikertoimista ainakin —1 # 0, joten (vy,..., Vg, w) on sidottu.
7 «<=". Oletetaan, ettd w ¢ span(vy,...,vg). Olkoot x1,...,zk,y € R sellaisia,
ettd x1vy + -+ + zpvp + yw = 0. Silloin taytyy olla y = 0; jos nimittdin olisi
y # 0, niin w = —(z1/y)vi + -+ — (2 /y) vk € span(vy,...,Vvy) vastoin oletusta.
Siis z1vy +- - -+ x v = 0; koska (vq,...,vg) on vapaa, on 1 = - -+ = x; = 0. Néin
ollen (vy,...,vg,w) on vapaa. O
Lemma 2.4.8. Jos wy,...,w; € span(vy,...,vg) jal >k, jono (wy,...,w;) on
sidottu.

Todistus. Oletuksen mukaan on olemassa sellainen matriisi A = [a;;] € RF*!] etti

k
W, = E Qi Vi, jzl,,l
=1
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Homogeenisessa yhtéaloryhméssd Ax = 0, x = [z, . ..,xl]T, on k yhtaloa ja [
tuntematonta; koska k < [, on yhtaloryhmalla lauseen 1.5.12 nojalla epéatriviaaleja
ratkaisuja. Siten voidaan valita x = [x1,..., ]T 2 0 niin, ettd Ax = 0 eli

l
E aijxj:(), ’iZl,...,k’.
J=1

Tasta seuraa, etta

PIEAIEDS (Z %‘aij"z Z Zaz]xj vi=)Y 0-v; =0,
Jj=1 j=1 \i=1 i=1 =1
ja ainakin yksi z; # 0. Siispd (w1, ..., w;) on sidottu.

2.5 KANTA JA DIMENSIO

Olkoon V vektoriavaruus

Maaritelma 2.5.1. Jono (vy,va,...,Vvg) V:in vektoreita on V:n kanta, jos
i) (vi1,...,Vg) on vapaa, ja
ii) (vi,...,vg) virittdd Vin ts. V = span(vy,..., vg).

(Erikoistapaus k = 0: Tyhja jono on avaruuden {0} kanta.)

Lause 2.5.2. Olkoon (v1,...,Vg) jono V:n vektoreita. Tdlloin (v1,...,vE) onV:n
kanta <= jokaisella v € V on yksikasitteinen esitys v.= x1vy+-- -+ Xk Vg, missa
T1,...,2k € R.
Todistus. ” = ”. Olkoon v € V. Koska V' = span(vy,...,vg), on v = z1vy +
<+ xpvy erailla xq, ...,z € R.

Esityksen yksikasitteisyys: Olkoon my6s v = y1vy + - + yx Vg, Y1,.-.,Yx € R.
Talloin
0=v—v=(z1vi+-+xpvi) = (y1vi+- - +yVi) = (T1—y1)Vi+- -+ (Te —Yr) Vi;

koska (v1,...,Vvg) on vapaa, on 1 —y; =0, ..., 2 —yx = 0, joten 1 =y, ...,
Tk = Yk
7 <= 7. Jos jokaisella v € V on esitys v = x1vy 4+ -+ + 2iVg, niin V =
span(vi,...,vg).

Vapaus: Olkoot x1,...,xr € R sellaisia, ettd x1vy 4+ -+ + v = 0. Koska

myos 0 = 0Ovy + - - - + 0vg, on 0:n esityksen yksikasitteisyyden nojalla x1 =0, ...,
T = 0. O

Jos S = (vi,...,vg) on Vin kanta, v € V ja v = x1vy + -+ + Vg, missi
x1,...,2Tr € R, kutsutaan sarakevektoria
T
Vs =[z1 z2 - xk] e RF

V':n vektorin v koordinaattivektoriksi kannan S suhteen.
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Esimerkki 2.5.3. a) Olkoon n > 1. Madritelliin e = [1 0 --- 0] € R",
e2 =101 0 - 0" eR", ..., e, =[0 - 0 1]7 € R*. Tillsin
(e1,€2,...,€e,) on R™n (ns. luonnollinen) kanta.
Todistus. Viritys: Kun x = [z7 -+ an]" € R", on
1 1 0 0
) 0 ) 0
x= T =0+ |0+ .4| | =zie;+m202+ -+ Tpep;
. . . O
Ty 0 0 Tn
siten R™ = span(eq,...,e,).
Vapaus: 0 = z1€1 + -+ xp€, = [27 - xn]T:>aj1:-~-:acn:O. O

Tapauksessa n = 2 on perinteisesti kédytetty merkintoja e; = i, e; = j, ja ta-
pauksessa n = 3 merkintoja e; =i, ex = j, e3 = k.

b) Samoin (el el ... el) on R,m (luonnollinen) kanta (e’ =[1 0 ---0] jne.).
c) Jono (1,t,t2,...,t"), missi t/ tarkoittaa polynomifunktiota ¢t — t/, on P,m
kanta, silld f € P, <= f : R — R on polynomifunktio, deg(f) < n <= on
olemassa yksikasitteiset kertoimet ag, a1, ..., a, € R, joilla

f(t)=a0+a1t+a2t2+---+ant” vVt € R.

d) a):sta seuraa, etti (ey,es) = ([1 0]7,[0 1]7) on R%n kanta. Merkitisin
vi=[1 1" eR2 vy =[1 —1]" € R2 Viitdmme, etti myds (vi,vs) on RZm
kanta.
T2
(S} Vi
e
T1
\p)

Todistus. Vapaus: x1vi +22vo =0 = z1+ 20 =21 — 22 =0 = 21 =25 = 0.

1 —1
— R? = span(e;, ez) C span(vy,vy) C R? = R? = span(vy,vy). [

.. 1 1 .
Vit v =4[] 44 || =t b doe=dvi- v

Esimerkistd 2.5.3 d) néhd&én, ettd samalla vektoriavaruudella voi olla useita
kantoja. Kuitenkin patee:
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Lause 2.5.4. Jos vektoriavaruudella V' on kannat (v1,...,vg) ja (Vi,...,v]), niin
k =1; siis jokaisessa V :n kannassa on yhta monta vektoria.

Todistus. Koska (v7,...,v;) on V:n kanta, se on vapaa, ja koska (v1,...,vy) on V:n
kanta, se virittda V:m. Néin ollen vi,..., v, € span(vy,...,vy). Téstd seuraa, ettd
taytyy olla [ < k; jos nimittain olisi [ > k, niin lemman 2.4.8 nojalla (v1,...,v))
olisi sidottu.

Vastaavasti todetaan, etta £k <. [

Maaritelma 2.5.5. Jos V:lla on kanta (vq,...,vg), niin £k = dim(V) € Non V:n
dimensio. (Erityisesti dim{0} = 0.)

Esimerkki 2.5.6. a) Esimerkin 2.5.3 nojalla dim(R") = dim(R,,) = n; dim(P,) =
n+ 1.

b) dim(R™*™) = mn, silld matriisit I,.s jossakin jérjestyksessd (r = 1,...,m, s =
1,...,n; vrt. sivu 23) muodostavat R™*™:n kannan.

Emme tiedd vield, milld avaruuksilla on (dérellinen) kanta (ja siis dimensio).

Maaritelma 2.5.7. Vektoriavaruus V' on aarellisulotteinen, jos se on aarellisen
monen vektorinsa virittdma, ts. V = span(vy, ..., vy) joillakin vy, ..., vy € V.

Esimerkki 2.5.8. a) R", R,,, R™*" ja P, ovat &darellisulotteisia.

b) Kaikkien polynomien avaruus P ei ole airellisulotteinen. Jos nimittdin oli-
si P = span(fi,..., fr), niin kaikilla f € P olisi deg(f) < d < oo, missd d =
max {deg(f1),...,deg(fr)}

Lause 2.5.9. Vektoriavaruudella V' ovat seuraavat ehdot yhtdapitavat:
i) V on ddrellisulotteinen.
i) V:n vapaiden jonojen pituudet muodostavat ylhadltd rajoitetun joukon.

iii) V:lld on (ddrellinen) kanta.

Todistus. i) = ii). Olkoon V = span(vy,...,vy). Silloin jokaisella V:n vapaalla
jonolla (wq,...,w;) on lemman 2.4.8 nojalla [ < k; siis £ on vapaiden jonojen
pituuksien joukon ylaraja.

ii) = iii). Ehdon ii) mukaan V:n vapaiden jonojen pituudet muodostavat yl-
haalta rajoitetun epatyhjén joukon luonnollisia lukuja (joukossa on alkiona ainakin
tyhjén jonon pituus 0). Téssé joukossa on suurin alkio m. Nyt siis m on erédin va-
paan jonon S = (uy,...,u,,) pituus, ja mikdan (m + 1)-alkioinen jono ei ole vapaa.
Tasté seuraa, ettd vapaa jono S myo0s virittaa koko V:n; jos nimittéin olisi olemassa
vektori w € V' \ span(uy, ..., u,,), niin lemman 2.4.7 mukaan (uy,...,u,,, w) olisi
(m + 1)-alkioinen vapaa jono. Siis S on V:n kanta.

iii) = i) on triviaali. O
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Jokaisella aarellisulotteisella vektoriavaruudella V' on siis kanta, joten myos di-
mensio dim (V') on méaritelty.

Padttelemalld samaan tapaan kuin 2.5.9:n todistuksen osassa ii) = iii) saadaan
seuraava tarkempi tulos:

Lause 2.5.10. Olkoon (uy,...,u,) avaruuden V vapaa jono, ja olkoot vy, ..., vy €
V' sellaisia vektoreita, ettd jono (ui,...,Up,Vi,...,Vg) virittic V:n. Tdlloin on
olemassa (vi,...,vE)m osajono (Vji,,...,v; ) (1 <51 <--- < j, < k), jolla jono
(u1,...,up,vj,,...,v,.) on V:n kanta.

Todistus. Tarkastellaan jonon (vi,...,vy) kaikkia osajonoja (vj,,...,v; ), joilla
jono (uy,...,up, vj,,..., Vv, )onvapaa; ainakin tyhjé osajono on téllainen. Valitaan
mahdollisimman pitké téllainen osajono (vj,,...,v;, ). Nyt siis jono (uy,...,up,
Vj,,...,Vj,) On vapaa, ja riittéé osoittaa, ettd sen virittdma aliavaruus W on koko
V (silloin ko. (p 4 r)-alkioinen jono on V:n kanta).

Vastaoletus: W # V. Télloin jollakin j' € {1,...,k} téytyy olla v;; ¢ W; jos ni-
mittain olisi v; € W kaikilla j € {1,...,k}, niin V = span(ui,...,up, vi,...,vg) C
W, mista seuraisi W = V vastoin vastaoletusta. Lisaamalla vektori v, osajonoon
(Vjy,---,Vj,.) (sopivaan kohtaan) saadaan (r + 1)-alkioinen (vq,...,Vy):n osajono,
ja lemman 2.4.7 nojalla vastaava (p + r + 1)-alkioinen jono on myds vapaa. TAmé&
on mahdotonta, koska osajono (vj,,...,v; ) valittiin jo alun perin mahdollisimman
pitkaksi. [

Seuraus 2.5.11. Olkoon V' aarellisulotteinen vektoriavaruus.

a) V:n vapaa jono (ui,...,up) voidaan sopwilla vektoreilla wq,...,w, € V tdy-
dentdd V :n kannaksi (aq, ..., up, Wi,..., Wy).

b) V:n jokaisen wvirittijijonon (v1,...,vy) jokin osajono on V:n kanta.

Todistus. a) Valitaan lauseessa 2.5.10 jonoksi (v1,...,vg) mikd tahansa V:n virit-
tajajono; sellaisia on olemassa, koska V' on aarellisulotteinen.

b) Valitaan lauseessa 2.5.10 jonoksi (uy,...,u,) tyhja jono. O

Lause 2.5.12. Olkoon V adrellisulotteinen vektoriavaruus ja W C V' aliavaruus.

Tdlloin W on myéds ddrellisulotteinen, jo dim(W) < dim(V'). Jos W # V, niin
dim(W) < dim(V).

Todistus. Koska jokainen W:n vapaa jono on vapaa myos avaruudessa V', toteuttaa
W ehdon 2.5.9 ii) (koska V' toteuttaa sen), ja on siis dérellisulotteinen. 2.5.9 iii):n

nojalla W:lla on kanta (uj,...,up), ja 2.5.11 a):n mukaan tdmé V:n vapaa jono
voidaan tdydentdd V:n kannaksi (ui,...,up, wi,...,w,). Siten dim(W) = p <
p+r =dim(V). Jos W # V, uusia kantavektoreita wy, ..., w, tarvitaan ainakin

yksi; siis talloin r > 1 ja dim(W) < dim(V). O
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Esimerkki 2.5.13. Olkoon W C R™ aliavaruus ja {0} # W # R™. Té&ll6in
dim(W) € {1,2,...,n—1}.

Jos n = 2, W on origon kautta kulkeva suora (dim(W) = 1) ja jos n = 3, W on
origon kautta kulkeva suora (dim(W) = 1) tai taso (dim(W) = 2).

Lause 2.5.14. Olkoon dim(V) =n ja vy,...,vi € V.

a) Jos (vi,...,Vg) on vapaa, niin k < n; tdlléin k =n <= (vi,...,vg) on V:mn
kanta.

b) Jos span(vy,...,vg) =V, niin k > n; tilloin k =n <= (vi,...,vg) on V:n
kanta.

Todistus. a) Olkoon (v1,...,Vvy) vapaa. Jos (vi,..., V) on V:n kanta, niin lauseen
2.5.4 mukaan k = n. Jos (vy,...,vy) ei ole kanta, niin span(vy,...,vg) # V, jolloin
lauseen 2.5.12 mukaan k = dimspan(vy,...,vg) < dim(V) =n.

b) Olkoon span(vy,...,vg) = V. Taas k = n, jos (vi,...,vg) on V:n kanta.
Jos (vi1,...,vg) el ole kanta, niin seurauksen 2.5.11.b) mukaan erés aito osajono
(Vjy,-..,Vj,) on kanta; siis r < k jan =dim(V) =r<k. O

Erityisesti R™:ssa jokainen m:n vektorin pituinen vapaa jono on kanta, samoin
jokainen n:n vektorin pituinen virittava jono.

2.6 MENETELMIA KANNAN ETSIMISEKSI

Tulosten 2.5.9 iii) ja 2.5.11 todistukset eivit valitettavasti anna mitédén kon-
kreettisia laskumenetelmia kantojen etsimiseksi, eika tallaisia menetelmia yleiselle
vektoriavaruudelle V' tietenkaan voikaan olla olemassa. Kehitamme seuraavassa las-
kumenetelmia, jotka toimivat eriilla koordinaattiavaruuksien R™ aliavaruuksilla V.

Sarake- ja riviavaruuden kanta.

Olkoon A € R™*"™ m x n-matriisi, jonka sarakkeet ovat aq, ..., a, € R™ ja rivit

al, ..., a™ e R,. Tutkitaan avaruuksia

Col(A) = span(ay,...,a,) CR™ ja Row(A)=span(a',...,a™) C R,.

Muunnetaan A alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi B. Olkoot B:n sarakkeet
by, ..., b, € R™ ja Bm rivit b', ..., b™ € R,,. Olkoot B:m johtavat alkiot
kohdissa (1,741), ..., (r,4.). Silloin erityisesti b’ # 0, kun 1 < i < r, ja b® = 0, kun
r<i<m.

Laskumenetelmi 2.6.1. (aj,,...,a;, ) on Col(A):n kanta.

Todistus. Vapaus: Olkoot zj,, ..., x;. € Rsellaisia, ettd x;,a;, +---+z;.a; =0.
Merkitdén z; =0, kun j € {1,2,...,n}\ {j1,...,dr}, jax=[21 22 --- xn]T.
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Silloin z1a; 4+ -+ -+ xpa, = 0 eli Ax = 0. Koska A ja B ovat riviekvivalentit, myos
Bx = 0 (yhtdléryhmilld on samat ratkaisut). N&in ollen z1by + -+ + z,b, = 0
ja edelleen z; b;, +---+ x; b; = 0 (koska muut x;:t valittiin nolliksi). T&ll6in
vastaavan yhtaloryhman yhtalo r = x; = 0; sen jalkeen yhtdlo r —1 =—
zj._,=0,...,yhtalo 1 = z;, =0.

Viritys: Riittd4 osoittaa, ettd a; € span(a;,,...,a;, ) myo6s, kun j € {1,...,n}\
{j1,...,jr}. Olkoon siis jo € {1,...,n}\ {j1,-..,Jr}. Tarkastellaan yhtéléryh-
mid Bx = 0, jonka ratkaisut saadaan 1.5.8 a):sta. Annetaan vapaille muuttujille
seuraavat arvot:

zj, = 1; z; =0, kun je{l,....n}\ {jo,Jj1,- -, dr}

Olkoonx =s=[s1 Sz -+ Sp ]T vastaava yhtaloryhméan Bx = 0 ratkaisu. Kos-
ka yhtéaloryhméat Bx = 0 ja Ax = 0 ovat ekvivalentit, on x = s my0s yhtaloryhmén
Ax = 0 ratkaisu, ts. As = 0 eli s;a; + sqas + - -+ + s,a, = 0. Tastd saadaan

sjlajl +---+sjrajr +1 -ajo =0

(muut s;:t =0), joten a;, € span(a;,,...,a;. ). O

Menetelmassa 2.6.1 sarakeavaruuden kantavektoreiksi poimitaan siis alkuperai-
sestd matriisista A porrasmatriisin B johtavien alkioiden sarakkeita vastaavat sa-
rakevektorit.

Laskumenetelmi 2.6.2. (b!,....b") on Row(A):n kanta.

Todistus. Lauseen 2.3.10 b) mukaan on

JAi siis osoitettavaksi, ettd (b!,... b") on vapaa.

Olkoon z1b! 4+ -+ + 2,b" = 0, z1,...,2, € R. Tami lineaarikombinaatio
on rivivektori, jonka jj-komponentti on = x1; koska lineaarikombinaatio = 0, on
siis erityisesti 1 = 0. Tutkimalla tdman jalkeen lineaarikobinaation jo-, ..., J,-
komponentteja (téssa jarjestyksessd) ndhdéén edelleen, ettd o =0, ..., 2, =0. O

Menetelmassa 2.6.2 riviavaruuden kantavektorit ovat siis porrasmatriisin B nol-
lasta eroavat rivit.

Seuraus 2.6.3. dim Col(A) = dimRow(A) (=7r). O
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Esimerkki 2.6.4.

02 3 —4 1 1Loo 9 3
17 _5

A |00 2 3 4 e |01 0 —F =5
2 2 -5 2 4 o001 3 2
2 0 —6 7 000 0 0

Menetelmén 2.6.1 mukaan erés Col(A):n kanta koostuu vektoreista

oo 2 21", [2 0 2 0], [3 2 -5 —6]".

Menetelmén 2.6.2 mukaan erds Row(A):n kanta koostuu vektoreista

(1o o0 9 %], [01 0 -4 27 [0 0 1 2 2]

Huomautus 2.6.5. Olkoon annettu sarakevektorit vq,...,v, € R™. Aliavaruu-
delle V' = span(vy,...,v,) C R™ voidaan etsid kanta kahdella eri menetelmalla
(tuloksena yleensé 2 eri kantaa):

a) Muodostetaan matriisi A € R™*™, jonka sarakkeet ovat vy, ..., v, ja etsitddn
kanta avaruudelle V' = Col(A) kuten 2.6.1:ssa.

b) Muodostetaan matriisi C € R™*™, jonka rivit ovat v1, ..., vl (siis C = AT,
missi A on kuten a):ssa), ja etsitiain Row(C):lle kanta (b, ..., b") menetelmilld
2.6.2; tilldin selvisti (bY)T,...,(b")T) on avaruuden Col(CT) = Col(4) = V
kanta.

Esimerkki 2.6.6. Olkoon
vi=[1 2 3", vo=[2 3 5], vs=[0 1 1]"

ja V = span(vi, va, vs). Etsitdén V:lle kanta kummallakin 2.6.5 mainitulla strate-
gialla:

1 2 0 1 2 0 1 2 0
(a) 2 3 1| ~ [0 -1 1] ~ |0 1 -1

3 5 1 0 -1 1 00 0
Siis r = 2, ja saadaan V:n kanta (v, vs).

1 2 3 1 2 3 1 2 3
(b) 2 3 5| ~ |0 -1 —-1| ~ |0 1 1

0 1 1 0 1 1 0 0 O

Saadaan siis Vin kanta ([1 2 3]7,[0 1 1]7) # (vq,va).



55

Huomautus 2.6.7. Menetelméan 2.6.1 antamalla avaruuden

Col(A) = span(ay, ...,a,) kannalla (a;,,...,a;,) on seuraava ominaisuus:

Kun s <r, on (a;,,...,a;,) avaruuden span(a;,as...,a;,) kanta (tarkastellaan
vain sarakkeita 1,2, ..., j5).

Jos erityisesti jonon alkupéa (ay, ..., a) (k < n) on valmiiksi vapaa, niin a;, = a;
arvoilla [ = 1,2,..., k. Vastaava pétee 2.6.5 a):ssa.
Esimerkki 2.6.8. R™:n vapaa jono (vi,...,vg) (k < m) voidaan kdytdnnossa
téydentad R™:n kannaksi soveltamalla menetelméi 2.6.1 matriisiin A € R™>(k+m)
jonka sarakkeet ovat vi, ..., Vg, €1, ..., €, (silloin Col(A) = R™).

Nolla-avaruuden kanta.

Olkoon A m x n-matriisi. Palautetaan mieleen A:n nolla-avaruus
Null(4) = {x € R" | Ax = 0},

ts. homogeenisen yhtaloryhmén Ax = 0 ratkaisujoukko. Lauseen 2.3.9 nojalla
Null(A) on R™:n aliavaruus.

Ratkaistaan yhtaloryhmid Ax = 0 Gaussin (tai Gaussin-Jordanin) eliminointi-
menetelmalld, ts. muunnetaan A alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi C, jolloin
lauseen 2.3.10 a) nojalla Null(A) = Null(C'). Olkoot C:n johtavat alkiot kohdissa
(L, 41), (2,72), ..., (r,4r) (1 <j1 <jo<---<jr <n). Merkitddn

{1,2,...,’n}\{jl,jg,...,jT} == {kl,kg,...,kn_T},

missd 1 < ky < ky < -+ < kp—p <n. Null(C):n alkiot saadaan 1.5.8 a):sta:

1) Jos r =n (eli n — r = 0), vapaita muuttujia ei ole, joten Null(C') = {0} ja
dim Null(C) = 0.

2) Olkoon r < n (eli n —r > 0). Jokaista (parametri-) jonoa (s1,S2,...,Sn—r)
vastaa yksikésitteinen x = [21 @5 ... 2,,]7 € Null(C) niin, etti
Tpy = S1, Xky =82, .., T, _ = Sp—p (vapaat muuttujat)
ja

xj, = dp1s1 +dp2se + -+ dpprsn—r (h=1,2,...,71)
erailla dp; € R. Talloin ”yleinen ratkaisu” x on

X =81U1 + SoUug + -+ Sp_pUp_p € Span(ul, uo,..., un_T),
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p
missé u, € Null(C') vastaa parametrijonoa (0,---,0,1,0---,0) (siis s, =1
jas; =0, kun j # p), ts.

u,:n k,-koordinaatti =1

k4-koordinaatti = 0, kun g #p

Jn-koordinaatti = dj,,.

Liséksi jono (uy, . .., u,_,) on vapaa, silli lineaarikombinaation ¢t;u; +tous+
 + tp—pUp_p kp-koordinaatti = ¢, = 0, jos lineaarikombinaatio = 0.

On siis johdettu

Lause (ja laskumenetelmi) 2.6.9. dimNull(A) = n—r. Josn —1r > 0, on
(u,ug,...,u,—p) Null(A):n (erds) kanta. O

Huomautus 2.6.10. Kaytannossa vektorit uq, ..., u,_, 16ytyvat automaattises-
ti, kun muodostetaan yhtéloryhmén Ax = 0 yleinen ratkaisu.

Esimerkki 2.6.11.

101 4 1 27 101 4 1 2
o 1 2 1 1 o 1 2 1 1
A=]lo o o0 1 2|~1]l0 0 o0 1 2
1 -1 0 0 2 0 -2 —4 -1 0
2 1 6 0 1] 0 -1 -2 -2 -3
101 4 1 27 101 4 1 2
L0 1 2 1 1 o1 211
1o 0o o 1 2/<%loo0 o0 1 2
o 0 0 1 2 0000 0
0 0 0 -1 -2 00 0 0 0

(Selitykset: 1) Riviin 4 lisdtdan (—1) x rivi 1, riviin 5 lisdtdan (—2) x rivi 1.
2) Riviin 4 lisétdén 2 x rivi 2, riviin 5 lisétédén rivi 2. 3) Riviin 4 lisdtdén (—1) x
rivi 3, riviin 5 lisétéén rivi 3.)

Havaitaan, ettd z3 ja x5 ovat vapaat muuttujat. Merkitaan z3 = s; € R ja x5 =
so € R. Nyt

(T = _m2—4m3—x4—2x5 = —28] — S2
To = —2T3 — Xy — Ty = —251 + S
x € Null(4) <= { z3 =151

T4 = —2£IZ5 = —282

\ Ty — S9
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eli
—251 — S9 —2 -1
—281 + S9 —2 1
X = S1 =8 1| +s9 0, s1,8 €R.
—282 0 —2
52 0 1
S~—— S~——
ul uz

Siis (u1,us2) on erds Null(A):n kanta ja dim Null(4) =2. O

2.7 MATRIISIN ASTE

Olkoon A m x n-matriisi. Seurauksen 2.6.3 nojalla
dim Col(A) = dim Row(A4) =,
missa r on A:n kanssa riviekvivalentin porrasmatriisin nollasta eroavien rivien lu-

kumaara.

Maaritelma 2.7.1. Matriisin A aste on

rank(A) = dim Col(A4) = dim Row(A).

Erityisesti 0 < rank(A) < min {m,n}.
Lauseen 2.6.9 mukaan yo. merkinnéilld on dim Null(A) = n — r. Siispé

Lause 2.7.2. rank(A) + dimNull(4) =n. O
Aste rank(A) voidaan siis médrittaa (ainakin) kolmella vaihtoehtoisella tavalla:
(1) etsitddn Col(A):lle kanta (2.6.1), tai
(2) etsitddn Row(A):lle kanta (2.6.2), tai
(3) etsitdén Null(A):lle kanta (2.6.9); rank(A) = n — dim Null(A).

Seuraus 2.7.3. Homogeenisella yhtaloryhmalld Ax = 0 on epdtriviaaleja ratkai-
suja <= rank(A) < n.

Todistus. Epatriviaaleja ratkaisuja on olemassa

<= Null(4) # {0}
<= dim Null(4) >0
<= rank(4) =n —dimNull(4) <n. O

Neliomatriisille patee
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Lause 2.7.4. Olkoon A n x n-matriisi. Silloin rank(A) < n. Lisdiksirank(A) =n
<= A on sadnnéllinen.

Todistus. Kuten todettiin, rank(A) < min{n,n} = n. Edelleen

A on sdannollinen

RS homogeenisella yhtaloryhméalld Ax = 0 on vain triviaali ratkaisu

\V]

FAEY rank(A) > n <= rank(4) =n. O

w

Olkoon A m x m-matriisi, jonka sarakkeet ovat ai, ..., a, € R™, ja olkoon
b € R™. Verrataan A:n ja tiydennetyn matriisin [ A | b] asteita. Koska

Col(A) = span(ay, ...,a,) C span(ay,...,a,,b) = Col ((Aib])

on
rank(A), kun b € span(ay,...,ay)

rank ([A}b]) = { rank(A) +1, kun b ¢ span(ay, ..., a,).

Siis patee

Lause 2.7.5. Yhtdloryhmdlla Ax = b on ratkaisuja
<= rank ([Ab]) =rank(A). O

2.8 KOORDINAATIT JA KANNANVAIHTO

Olkoon V' vektoriavaruus, dim(V) = n. Jos S = (vi,...,v,) on V:n kanta ja
v € V, on olemassa yksikéasitteinen sarakevektori

Vs=[z1 ... z,]" €R™ jolla v=ux1vi+ -+ z,Vp.

Sarakevektoria [v]g kutsutaan v:n koordinaattivektoriksi S:n suhteen (ks. s. 48), ja
luvut x1, ..., x, ovat v:n koordinaatit kannassa S.

vV =x1V1 + T2Va

,
0 A4 Tr1V1 ?xq1-akseli”

” ro-akseli”
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J
Esimerkki 2.8.1. a) [vjls=e;=[0 --- 0 1 0 --- 0]" kaikilla j.
b) Olkoon E = (eq,...,e,) R™:n luonnollinen kanta. Silloin

[x]p =x kaikilla x e R" (x =z1€1+ -+ zp€y).

Lause 2.8.2. Olkoot viw € V ja ¢ € R, ja olkoon S = (vi,...,v,) V:n kanta.
Talloin
[v+wls =[vls+[wls ja [ev]s =clv]s.

Todistus. Olkoon v =x1vy +---+x,v, jaw=1y1vy + -+ y,v,. Talldin

V4w = (21vi+ 4+ T Ve) (Vi + o ynve) = (1Y) Vi (T Yn ) Vi,

joten
Vv+wls=[z1+y1 ... xn+yn]T
=21 .. z "+ . yn]l =[v]s+[w]s.
Vastaavasti
cv=c(x1vi+ -+ x,vp) = (cx1)Vvi + -+ (cTp)Vn,
joten
[cv]s =[car ... cxn] =clz ... an] =cv]s. O

Jos n > 0, tarkasteltavalla n-ulotteisella vektoriavaruudella V' on aina lukuisia eri
kantoja, ja yleensa (toisin kuin koordinaattiavaruuden R™ tapauksessa) mikdan V:n
kanta ei ole muita kantoja ”luonnollisempi” (néin on jo, jos V on R™:n jokin aito
aliavaruus). Tietty V:n vektori voidaan esittéé koordinaattivektorin avulla jokaisen
kannan suhteen, mutta tuo koordinaattivektori tietenkin riippuu siita, mita nimen-
omaista kantaa kaytetaan. Taman takia on syyta tutkia, miten saman vektorin
koordinaattivektori muuttuu, kun kaytettava kanta vaihtuu.

Olkoot siis S = (vy,...,vy) jaT = (wq,...,w,) kaksi V:n kantaa. Selvitdmme,
miten vektorin v € V' koordinaattivektorit [v]gs ja [v]r riippuvat toisistaan.

Olkoon [w;|g = [a1; az; ... anj ]T, j=1,2,...,n, toisin sanoen

(283) W, = Z Q;jV; = a15V1 -+ a2V + -+ AnjVn, j = 1, 2, PN
=1
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Lause ja maaritelma 2.8.4. On olemassa tasan yksi n x n -matriisi M (S «— T,
kannanvaihtomatriisi 7T':sta S:ddn, jolla

[Vl]s = M(S «— T)[vlr Vvevy,

nimittiin M(S — T) = [a;;] = [[wi]ls [Wals ... [wyls]| (sarakkeet [wi]s,
[Wg]s, e, [Wn]s).
Todistus. Yksikdsitteisyys: Olkoon A € R™*™ sellainen, ettd A[v]y = [v]gVv € V.
Silloin

Am j:s sarake = Ae; = A[w;]r = [wj]s,
joka on yksikasitteisesti maaratty.
Olemassaolo: Maaritellaan M (S «— T) = [[wi]s [wz2]ls ... [wn]s]. Olkoon
veVijaVlr=x=[z1 ... x,]", ts.v=a1wyi+ -+ z,wy. Silloin

M(S —TV]r=MS —T)[z1 ... x,]"

=x1[Wi|s + -+ zp[Wy]s — [T1W1 + - 2wy ]|s = [v]s. O

KinveV, [Vp=[z1 ... z,)  jaVls=[m ... wn], onsiis [v]g =
M(S « T)[v]r, eli
(285) Y; = Zaijxj = a;1T1 + a;2X2 + -+ Ain Ly, 1= 1, N 1
j=1

(vertaa tatd 2.8.3:een).

Lause 2.8.6. Olkoot R, S ja T kolme V :n kantaa. Silloin

a) M(S«— S)=1I,;

b) M(R— S)M(S—T)=MR—T);

c) M(S «+ T) on siinnéllinen ja M(S «— T)™t = M(T « S)
Todistus. a) Koska [v]g = I,[v]s Vv € V ja kannanvaihtomatriisi on yksikésittei-
nen, on M(S « S) = I,.

b) Soveltamalla aluksi matriisien kertolaskun liitdntélakia ja sen jélkeen kannan-
vaihtomatriisin maaritelmaa saadaan kaikilla v € V

(M(R«— S)YM(S < T))[v]lr = M(R «— S)(M(S «— T)[v]r)
— M(R < $)¥]s = Wz = M(R — T)v]r-
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Kannanvaihtomatriisin yksikéasitteisyyden nojalla on
M(R— S)M(S—T)=MR—T).
c) Kohtien b) ja a) nojalla

M(S — T)YM(T — S)=M(S — 8) =1, ja
M(T «— S)YM(S —T)=1, 0O

Kannanvaihto kaytannossa R :ssa.

Olkoon E = (eq,...,e,) koordinaattiavaruuden R™:n luonnollinen kanta. Kun
S = (v1,...,v,) on R™n toinen kanta, merkitdan
Mg=M(E—S)=[vi va2 ... v,| (sarakkeet vi, vo, ..., Vv,)

(ks. 2.8.4; v; = [v;]g V7, ks. 2.8.1 b); siis Mg on triviaali muodostaa.
Kun b € R", on [b]g = x yhtéloryhmén Mgx = b yksikésitteinen ratkaisu, silla
lauseen 2.8.4 nojalla

Ms[bls = M(E « S)[b]s = [b]z = b,

ja ratkaisun yksikéasitteisyys seuraa siita, ettd Mg on sdannodllinen. Yhtaloryhméa
voidaan ratkaista kuten 1.5:ssi.
Toinen tapa [b]s:n laskemiseksi on soveltaa lauseita 2.8.4 ja 2.8.6 ¢):

[bls = M(S « E)b=M(E « S)"'b = Mg'b,

missa Mg 1 16ytyy kuten menetelméssé 1.6.7.
Olkoon my6s T' = (w1, wa,...,w,) R™n kanta. Lauseen 2.8.6 b) nojalla

M(S —T)=M(S — EYM(E «T)=Mg"'Mr

saadaan, kun on loydetty Mg L
Toinen, usein suositeltavampi, tapa matriisin

M(S—T)=[lwils ... [wn]s]

muodostamiseksi: Sarake [w;]s = x on yhtéloryhmén Mgx = w; yksikésitteinen
ratkaisu, ja ndmé n yhtéloryhméé (j = 1,...,n) voidaan ratkaista yhdelld kertaa;
kun n X (2n)- matriisi

[MSEMT]:[W V2 ... Vniwl Wo ... W, ],

jonka sarakkeet ovat vi,...,v,,wi,..., w,, muunnetaan redusoituun porrasmuo-
toon [I,, 1 B], on B= M(S « T).
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Esimerkki 2.8.7. Olkoon vi = [1 1]7, vy = [1 =1]", wy = [1 —2]" ja
wo =[2 3]". Talldin S = (vi,v2) ja T = (wWq, W) ovat kaksi R? kantaa (miksi?).

Triviaalisti
M 1 1 M 1 2
ST 1) =12 3|

Olkoon b = [4 —5]" € R2. Ratkaistaan x = [b]s ja y = [b]r yhtiléryhmisti
Mgsx =Db ja Mry = b:

{1 154] {1 154] {1154] {105—%}
1 -1 1 =5 0 —2 1 -9 011 3 o1+ 2
Siis
1 9
[b]s:|: 3} (tarkista laskemalla (—§)V1—|—§V2).
2
Edelleen
{1254} ‘1254] [1254} {105%}
1 ~ 1 ~ | 3 ~> |
-2 3 1 =5 0o 7 13 01 2 011 2
Siis 29 - ’ ;
[b]r = [ ?7) (tarkista laskemalla — Wi + ?Wg).
7 4
Edelleen
(M Mo = 1t 1 2 1 141 1 2
ST a1 -2 03 0 -2 1 -3 1
[ 1 2} [ 2 5]
N N
0 11 3 —3 13 =3
Siis
ws—n=[3 ]3]
— = = = .
3 -4 21 3 -1
Totea laskemalla, etta todellakin
1[-1 5][% -1
L E 8] s o -
7 2



