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Harjoitus 5

Esimerkkiratkaisut
1. Tarkastellaan Poisson-mallia Y1,... Y, ~ P (1) 1. Varmista, etté su-estimaat-
tori i =Y = (Y1 + --- 4+ Y,)/n on harhaton, ja laske sen varianssi. Onko [

taystehokas?

Ratk. Lasketaan su-estimaattorin ji odotusarvo:

ZEI%;Y —%;E(E)Z%;MZM Vi >0,

joten ji on parametrin y harhaton estimaattori.

Estimaattorin varianssiksi saadaan
n
1 7
var(f1) = var E Y; E var(Y; ——25 b= —
n* & n
1=

Harhaton parametrin p estimaattori fi on tdystehokas, jos sen varianssi yh-
tyy informaatioepdyhtilon antamaan alarajaan 1/i(u). Lasketaan seuraavaksi
Fisherin informaatio i(u).

Poisson-mallin ytf on

n ,uyi _ /’LZ?:l Yi _ /’l‘ng _
fY(y§,U): e =— e == e "
E yi! [Tiz vi! ITi-; vi!

Asettamalla ¢(y) = [[;_, v:!, saadaan uskottavuusfunktioksi

L y) = c(y) fy (y; p) = p"e

ja log-uskottavuusfunktioksi

(3 y) = log L(p; y) = nylog(p) — np.
Log-uskottavuusfunktion toinen derivaatta on
d? d (ny ny
" (1 — — lu: - <
(1;9) a2 (1Y) = m ( n> 2
joten Fisherin informaatioksi saadaan

i) = Bl )] = "o = 2

Informaatioepayhtdlon antama alaraja on siis 1/i(u) = p/n = var(f1), joten fi
on taystehokas.




2. Tarkastellaan ns. Poisson-regressiomallia: Y;,...,Y, 1 ja V; ~ P(Ax;), jos-
sa r1,...,T, ovat tunnettuja positiivisia lukuja (selittivin muuttujan arvoja).
Konkreettisena esimerkkiné voidaan ajatella, ettd Y; on johonkin tautiin kuol-
leiden lukumaéré populaatiossa, jonka koko on x;.

a) Muodosta tdmén mallin log-uskottavuusfunktio ja johda parametrin A suu-
rimman uskottavuuden estimaattorille lauseke

L

>t i

b) Niyté, ettd A on harhaton.

c¢) Laske estimaattorin )\ varianssi ja osoita, etté se yhtyy informaatioepéayhtéalon
antamaan alarajaan.

Ratk.

a) Poisson-regressioon liittyvé tilastollinen malli on

T, (M) g yng L Limr @
fryd) = |[e™ = e AT
g yi! [T v

Valitsemalla

cly) = Lzt
HTL yl Y

=1 Z;

saadaan uskottavuusfunktioksi
Lxy) = cy)fy(y;A) = e oA
ja logaritmiseksi uskottavuusfunktioksi
[(N;y) = —nAZ +nylog(N).
Derivoidaan log-uskottavuusfunktio parametrin A suhteen:

d . ny B
al()\,y) = -2 —nZ.

I'\y) = 5

Kun y > 0, niin derivaatalla on alueessa (0,00) ainoastaan yksi nollakohta,
A = y/Z. Se on myds suurimman uskottavuuden estimaatti, koska

U(\y) = —%<o, A € (0, 00).



Kun g = 0, niin logaritminen uskottavuusfunktio yksinkertaistuu muotoon
I(Ny) = —nAz,

joka maksimoituu pisteessi A = 0 = 0/ = j/. Siten suurimman uskottavuu-
den estimaattori on

b) Odotusarvoksi saadaan

. EY) LiST EY) 30 A oz
E(A) — ( ):nZl—l ( ):nlel €z :g)\:)\ VAZO,
Xz

x x x

joten A on parametrin A harhaton estimaattori.

c¢) Lasketaan suurimman uskottavuuden estimaattorin A varianssi:

oo 1 . 1 - S
var(A) = —=—— var(V;) = —=—— Ay = ==L )
(Ximy i) ; (Xim1 i) ; (Xim1 i)
Yo nz
Fisherin informaatio on

i) = B[-I"(\ V)] = E [ﬂ} _ B0 _ Tt

)\2

joten informaatioepayhtalo antaa parametrin A harhattoman estimaattorin va-
rianssin alarajaksi

1 A

i\ nz’

joka on sama kuin suurimman uskottavuuden estimaattorin A varianssi.



3. Eréan elektronisen komponentin kestoikd noudattaa eksponenttijakaumaa, jon-
ka odotusarvo on 6/t, jossa t > 0 on komponentin kiyttolampatila ja 6 > 0 on
tuntematon parametri. Parametrin 6 estimoimiseksi testataan n komponenttia
toisistaan riippumattomasti lampotiloissa ¢y, . . ., t, ja mitataan niiden kestoiét

Yi,...,Y,. Osoita, etti
n n 1
T = Y; —

on #:n harhaton mutta ei tdystehokas estimaattori.

Vihje: Voit kéayttaa hyvéksi seuraavia aputuloksia:

Ratk. Lasketaan estimaattorin 1" odotusarvo:

e - [Tt ] - T Tl

Z?:l tz_l Zz 1 tz_ a Zz 1 tl_

joten T on parametrin € harhaton estimaattori. Estimaattorin varianssiksi saa-
daan

i1 Vi ; Y, L%t not
var(T') = var { ZZ:l Z} = Zl:l var(Y;) _ Zz:l /t; o Zzzl i g2

DO B DS P R D S R R D DR b

Mallin ytf on

fy(y;0) = ﬁ(ti/9>e(ti/9)yi — Hze_nl exp [ Zm/l] .

i=1

Asettamalla c¢(y) = ([]7_, ;) ! saadaan uskottavuusfunktioksi

ja log-uskottavuusfunktioksi

1
1(0;) = —nlog(0) = 5 "t



Lasketaan log-uskottavuusfunktion ensimméinen ja toinen derivaatta:
d n 1 <
(0:9) = ;10 ) 9+922y

d> Z
" . . =
l (0’ ) d@Ql(Q 9 tlyz

Fisherin informaatioksi saadaan nyt

. /) n 2 —
2(9) = E[—l (9, Y) = ———|' 93 E tE = —§+ﬁ E tl(é’/tz)
i=1
n 2n6 n

Informaatioepdyht#lén antama alaraja on télldin 1/i(0) = 62 /n. Verrataan seu-
raavaksi alarajaa estimaattorin varianssiin:

n —2
var(T) —i(0) ' = %92 - l92 = e
[ ] n [ ti]

Olkoon a; = 1/t;. Tallsin saadaan

2 _12
Z? 1 af - rll [Z?:l ai 2 Z? 1 alz - % [nal

var(T) —i(0) ™ = ~ 0° = — 0?
[> i ai]2 [na]2
> az —na® , _ Yialai—a)? o
== V=T e 0

Niahdéén, ettd var(T) > i(f) ™!, joten estimaattori T ei ole tdystehokas.



4. Olkoot Y7,...,Y, ~ N(0,1) 1L.

a) Osoita, ettii U(Y') = Y2—1/n on funktion g(f) = 62 harhaton estimaattori.
Laske estimaatorin U(Y') varianssi ja néytd, ettd se on suurempi kuin
informaatioepayhtédlon antama alaraja.

b) Funktion g(#) = 6? suurimman uskottavuuden estimaattori V(Y') = Y2 on
a)-kohdan perusteella harhainen. Laske estimaatorin V (Y") keskinelitvirhe
ja vertaa sitd estimaattorin U(Y") keskineliovirheeseen.

Ratk.
a) Koska Y,...,Y, ovat riippumattomia N (6, 1)-jakautuneita satunnaismuut-
tujia, niin -
Y -6
N(0,1 ja 4 =——=
.1/n) i 2=
Standardoidusta normaalijakaumasta tiedetdén, etti E( ) =0, E(Z?) = 1,
E(Z%) = 0 ja E(Z*) = 3. Helposti nihdiin, ettd Y = 6 + Z/\/_ Lasketaan
keskiarvon Y toinen ja neljds momentti.

~ N(0,1).

E[(Y)’] = E[0+ Z/Vn)’] =E [92 + \2/—%2 + %22}
= 9%3—%-%%-1:0%%

_ 463 662 40 1
E[(Y)] = E[0+Z 4 = b+ —T 4+ 7+ —7 Z4
(Y] [0+ Z/v/n)] [ t R a Y e ]

4603 662 40 1
= 9+ = 14+ —— -
+\/ﬁ 0+ . + ™ 0+ -3
2

Nyt voidaan laskea estimaattorin U(Y) = (Y)? — 1/n odotusarvo ja varianssi.

E[U(Y)] = E[(Y))] - % = 0>+ % — % =0 V0 €R,



joten U(Y') on harhaton funktion g(f) = 62 estimaattori.

Var[U(Y)] = Var[(Y)*] = E[(Y)"] - (E[(Y)])*

2
e L2 (92+1)

n n?

n
6602 3 20? 1

= P+ —4+ = - =
n n? n n?

a2 2

T on n?

Johdetaan seuraavaksi informaatioepédyhtédlon antama alaraja. Luentomonis-
teen esimerkin 2.4.3 perusteella mallin Fisherin informaatio on i(f) = n/1 = n.
Luentomonisteen kappaleen 3.4.3 perusteella funktion g(#) harhattomalle esti-

maattorille pétee
'(9)? 20)2  46?

Vilitomésti ndhdéin, etta

Var[T(Y)] = — + — > —.

b) Lasketaan suurimman uskottavuuden estimaattorin V(Y) = Y2 keskine-
liovirhe. Kappaleen 3.4.1 perusteella keskineliovirheelle pitee hajotelma

Eg[(V(Y) = 62)] = varg(V(Y')) + b(6)?,
jossa
varg(V(Y')) = varg(U(Y))
ja
1 1

b(0) = Eg(V(Y)) — 02 = Ep(U(Y) +1/n) — 6> = 0% + ~ - 0* = —~

Keskineliovirheeksi saadaan siis

Ep[(V(Y) — 6%)%] = varg(U(Y)) + 1/n? = Ep[(U(Y) — 6?)%] + 1/n”.

Estimaattorin V' (Y) keskineliovirhe on siis estimaattorin U(Y") keskinelitvirhetta
vakion 1/n? verran suurempi.



5. Jatkoa edellisen harjoituksen tehtdvadn 5. Luentomonisteen perusteella sédan-
nollisen mallin f(y; ) parametrin # harhattoman estimaattorin 7" varianssille

péatee, etta
1 1

i0) ~ B Y ¥
Olkoot Y1,...,Y, ~ Tas(0,0) L. Tarkastellaan jilleen parametrin 6 harhatonta

estimaattoria 0 = [(n + 1)/n]0. Vertaa estimaattorin 0 varianssia informaatio-
epayhtilon antamaan alarajaan

varg(T) >

1
E{I(0;Y)}?

ja kommentoi tulosta.

Ratk. Mallia vastaava ytf on

n

fr(y:0) = Hgl(oe) Yi) = ! Hl(OQ)(:%)

0, muulloin.

{9%, kun y; € (0,0),...,y, € (0,0)

Log-uskottavuusfunktioksi saadaan

1(0;y) = —nlog(f), kuny; € (0,0),...,y, € (0,0).
Derivoimalla saadaan
U(0:y) = —%, kun y; € (0,6), ...,y € (0,0),
joten ) ,
n n
sy - | {5} ] -5
ja siis

1 B 62
E{rO:;Y)}?]  n*
Edellisen harjoituksen tehtéviin 5 perusteella estimaattorin 6 varianssi on
62 62

var(6) = n(n+ 2) it 2n

Vilittoméasti ndhdéaan, ettéa
62 62 1

Var(é):m<ﬁ=W7



joten informaatioepayhtélo ei toimi tésséd tapauksessa. Tama johtuu siitd, etté
informaatioepéayhtilo péatee ainoastaan sddnnéllisilla malleilla. Tasainen jakau-
ma Tas(0,0) ei ole sddnnollinen, koska sen alusta riippuu parametrista 6. On
helppo néhdé, ettd myoskéddn integroinnin ja derivoinnin jérjestyksen vaihdan-
naisuus ei pade tasaisella jakaumalla (sddnnollisen mallin ehdot ¢ ja d luento-
monisteen kappaleessa 2.5.2).



