Tilastollinen paittely, syksy 2013 - kevit 2014
Harjoitus 4

Esimerkkiratkaisut

1. Oletetaan, ettd havainnot Y7, ..., Y, ovat riippumattomia ja noudattavat jakau-
maa, jonka tiheysfunktio on

fly;a,8) = { (%) (%)al jos y € [0, 4],
0 jos y ¢ [0,4].

jossa a > 0 ja 8 > 0. Johda suurimman uskottavuuden estimaatit parametreille
aja f.

Ratk. Muodostetaan mallin yhteistiheysfunktio.

n a—1 an a 1"
«@ Yi M li=197) yz
fy(yo.8) = <—> <—) Lio, ) (yi Lio,5(9:)
Y< ) 1111 B B [OB]( ) Bn ﬁna n H [OB
a-1 .
a” u
= W Hyz HH&B](%’)-
i=1 i=1
Tulo [T, 1105 (y:) saa arvon yksi tdsmélleen silloin kun 0 < y; < 5,---,0 <
UYn < ﬁ eli kun Ya) = min{yla' - 7yn} S [0700] ja Ymn) = maX{yla' . 7yn} S
[0, 8.

Mallin yhteistiheysfunktio saadaan nyt muotoon

a—1
a” u
fr(y;a,8) = W(Hy> 10,001 (4(1)) 110,81 (Y(m))-
=1

Asetetaan c(y) = ([Ti2; i) (Ljo,00)(y))) ' Télléin mallia vastaavaksi uskotta-
vuusfunktioksi saadaan

L, Byy) = cy)fy(y;o,8) = 5"‘“ (H%) 0.8 (Y(n))

a” -
_ lGm (H yz) , kun B8 >y,
=1

0, kun 8 <ym)

joten logaritminen uskottavuusfunktio on

l(a, B;y) = nlog(a) —nalog(B) + o> log(y:) +log(1p5(ym))

i=1
nlog(a) — nalog(B) + aZlog(yi), kun £ >y,
— o0, kun 8 <ynm
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Lasketaan logaritmisen uskottavuusfunktion derivaatat parametrien « ja g suh-
teen:

0 n -

il . - . >
aal(a,ﬁ, Y) - nlog(B) + ;:1 log(y:), kun > yum
8%l(a’ B: y) = _nﬂoéa kun B > Y(n)

Jalkimmaéinen osittaisderivaatta on aina negatiivinen, joten (parametrin « ar-
von ollessa ag) La, () = L(v, f) on aidosti laskeva ja positiivinen, kun 5 > )
ja nolla, kun 8 < y,) (katso kuva 1). Parametrin 8 suurimman uskottavuuden
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Kuva 1: Uskottavuusfunktio :n funktiona, kun n =5 ja a = 2.
estimaatti on selviisti § = Y(n)- Asetetaan seuraavaksi osittaisderivaatta 0l/0a
nollaksi, sijoitetaan saatuun yhtdloon 8 = y,) ja ratkaistaan parametrin o
suhteen.

n n 1
— —nlog(ym) + ) log(y;) =0 = a= _
@ . ; 10g(Y(m)) — 7 iy log(v:)



Kyseesséd on suurimman uskottavuuden estimaatti, koska

0? . n o
wl(a,y(n),y) = —5< 0 kaikilla a > 0.

Parametrien a ja § suurimman uskottavuuden estimaatit ovat siis

1 o

- n Ja B = Y(n)-
10g(yY(my) — = > log(ys) ")

A

Kuvassa 2 on esimerkki uskottavuusfunktion kuvaajasta, kunn =5 ja g = B =
Y5)-

0.010 0.015

La,y(5))
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2. Hernekasvit luokitellaan niiden tuottamien herneiden mukaan yhtaélta muodon
puolesta (pyored tai sdrmikés) ja toisaalta vérin puolesta (keltainen tai vih-
red). Néin hernekasvit jakautuvat neljaén luokkaan: PK, PV, SK ja SV. Niiden
esiintymistodennéikoisyydet ovat genetiikan mukaan vastaavasti of, a(1l — 5),
(1-—a)fja(l—a)(l—=p),jossa0<a<ljal<p<l.

Parametrien « ja § estimoimiseksi kasvatettiin sata (toisistaan riippumatonta)
kasvia, jolloin havaittiin, ettd ne jakautuivat em. luokkiin seuraavasti:

Luokka: PK PV SK SV
Havaintoja: 52 21 17 10

a) Ilmoita néitd havaintoja vastaava uskottavuusfunktio ja log-uskottavuus-
funktio sekd suurimman uskottavuuden estimaatti (&, 3).

b) Ovatko tarkasteltavan mallin parametrit « ja 5 ortogonaaliset? [Vrt. mo-
nisteen kohta 2.4.6]

Ratk. Olkoon Y = (V7,...,Y,) kasvatettujen kasvien tyyppeji kuvaava riip-
pumattomien samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien muodostama vektori.
Satunnaismuuttujan Y; ptf on

fvi(yisa, B) = (@ﬁ)lpk(yi)(a(l _ ﬂ))lpv(fyi)((l _ a)ﬁ)lsK(yi)((l —a)(1— 6))13\/(%)

alPK(yi)+1PV(yi)/81PK(yi)+ISK(yi)<1 _ a)lsK(yi)+1SV(yi)(1 _ 6)1PV(yi)+1sv(yi)’

jossa Y; € {PK, PV,SK, SV}. Tilastollinen malli voidaan kirjoittaa muotoon

n

fy(y;a, B) = g(y) H fy, (i, B) = aFPK+FPV/8FPK+FSK(1_a)FSK+FSV(1_ﬂ)FPV+FSV’
=1

jossa Fj, = > " | 1x(y;) on luokan k esiintymisfrekvenssi, k € {PK, PV, SK, SV}
ja g(y) on ns. multinomikerroin, joka ei riipu arvioitavista parametreista. Siis
voimme valita uskottavuusfunktioksi L(«, 8;y) = fy (y; «, 5)/g(y). Talloin log-
uskottavuusfunktio on

le,B5y) = (Fpx + Fpy)log(a) + (Fpr + Fsk)log()
+(Fsk + Fsy)log(l — a) + (Fpy + Fsv) log(1 — 3).

Taméan funktion 1. kertaluvun osittaisderivaatat ovat

il(a Biy) — Fpx + Fpv  Fsk + Fsy
oo 7" a l—a
9 e, Bry) = Fpk + Fsk  Fpy WLFSV'
op o} 1-p



Nama ovat molemmat nollia tasmalleen silloin kun

Fpr + Fpy
n

Fpr + Fsk

—

g = (1)

Selvittadksemme aariarvon laadun muodostamme 2. kertaluvun derivaatoista
muodostuvan ns. Hessen matriisin H («, f3)

L, Byy) 52l B y)
" _ 60% 80495
(o, B) (%Z(Q,B;y) sl B;y)

_ Fpg+Fpy _ Fsx+Fsy 0
_ a? (1—a)?
- 0 _ Fpx+Fsk Fpy+Fsy | -

82 (1-8)?

Hessen matriisiksi saatiin diagonaalimatriisi, jonka kaikki diagonaaliarvot ovat
negatiivisia. Hessen matriisi on nyt negatiivisesti definiitti (erityisesti dériarvo-
kohdan ympéristossi) ja ddriarvokohta on néinollen (paikallinen) maksimi; ja
koska muita ddriarvokohtia ei ole niin globaali maksimi. Néinollen suurimman
uskottavuuden estimaatti saadaan kaavasta (1).

(Huom! Diagonaalimatriisi, jonka kaikki diagonaaliarvot ovat positiivia, on po-
sitiivisesti definiitti. Jos taas kaikki diagonaaliarvot ovat negatiivisia, niin ky-
seessd on negatiivisesti definiitti matriisi)

(a) Sijoittamalla tehtdvissa annetut tulokset Fpx = 52, Fpy = 21, Fgg = 17
ja n = 100 saamme kaavasta (1)

52+ 21 . 52417
T2 073 ja = 2t

100 T

o =

(b) Nahdadn, etté kaikilla a, € (0,1) on voimassa

62
~ 0a0p

iz1(e, B) =irg(e, B) =E la,3,Y)| =E[-0]=0.

Fisherin informaatiomatriisi on siis lavistdjamatriisi ja nédinollen paramet-
rit « ja S ovat ortogonaaliset.



3. Tarkastellaan toistokoemallia Y7,...,Y,, ~ B(#) 1L. Totea, ettd suurimman
uskottavuuden estimaattori 6 = (Y; 4 --- + Y,)/n on harhaton: Ey(d) = 6
kaikilla 6 € [0,1], ja laske sen varianssi var(f). Palauta mieleen timéin mallin
Fisherin informaatio i(¢). Miké yhteys silld on em. varianssiin?

Ratk. Lasketaan suurimman uskottavuuden estimaattorin odotusarvo ja va-
rianssi:

E(é):E((YlerJrYn)/n):%iE(Yg):%i0:0V0€ 0,1],

joten estimaattori on harhaton.

Var(f) Var< ZY) ZVar ieu—e):w.

i=1
Luentomonisteen esimerkin 2.4.5 perusteella tdméan mallin Fisherin informaatio
on
n

o) = — "

0 =g0=9
joten

1
i(0)
4. Jatkoa edellisen harjoituksen tehtéville 4. Olkoot Yy, ..., Y, 1L jaY; ~ N(Bz;, 02),
jossa 1, ..., T, ovat tunnettuja lukuja ja 02 > 0 on tunnettu.

Var() =

(a) Osoita, ettd parametrin  suurimman uskottavuuden estimaattori B on
harhaton §:n estimaattori ja laske sen varianssi. Miké yhteys B ‘N varians-
silla on tdmé&n mallin Fisherin informaatioon ()7

(b) Osoita, ettd estimaattorit Ty = > . | Y;/ > " x;ja To = > (Yi/x:)]/n
ovat myos harhattomia :n estimaattoreita ja laske niiden varianssit. Ver-
taa saatuja variansseja suurimman uskottavuuden estimaattorin varians-
siin.

Ratk.

(a) Lasketaan parametrin [ suurimman uskottavuuden estimaattorin odo-
tusarvo ja varianssi.

E(B) _ [Ez 1Y5’7} > i BV ) Zi Z?:l Bz _ Z?:lﬁx?
Zz 11‘ Zz lx E?:l xZQ Z?:l IZQ
= %5 =p VB ER,
i=1 L5
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joten B on parametrin [ harhaton estimaattori.

5N Z?:l Yix; 1L Z?:l\/ar(}/;)x? . 22;1 ‘735’712
Var(g) = Var{ STl ) ST R s S

(Z?:l x?)Z B Z:’L:l xf

Edellisen harjoituksen tehtédvén 4 perusteella tdmén mallin Fisherin infor-

maatio on
umzzﬁﬁ,
joten
. 1
Var(ﬂ) = @

(b) Lasketaan estimaattorin 77 odotusarvo ja varianssi.

_ oplXim Y] X B Y, B
BT) = B |:Z?:1 x%} a D i1 Ti B Do T

joten T} on parametrin § harhaton estimaattori.

ar — Var 2 i Yi %ZLIVM(YD: > 0% _ nog
=y [Z] (Ere)?  (CLw? (Cnw)?

nog ol

(nz)2  nz?’

Koska " (v; — z)* =Y., 27 — nz? > 0, niin

S a? > na. @
i=1

Tuloksesta (2) seuraa, ettd

A or ol
Var(3) = 0 <% —Var(Ty)
n 2 2 I
> o X T nT
=11
jossa yhtasuuruus on voimassa ainoastaan silloin, kun z; = --- = x,,.

Lasketaan seuraavaksi estimaattorin 75 odotusarvo ja varianssi.

B(Ty) - F [%i;

=1

n

1 E(Y;
I

i=1

_1”5%_1”&_
= EZ;%-—HZ;%B—BVBER




joten T, on parametrin § harhaton estimaattori.
1 z": Y; 1 Z”: Var(Y;)
n < ZT;
n

n? x?
2
90 —2
_2 l‘
n

i=1

Var(T,) = Var

i=1

1 = o2

:_E 90
n?2 x?

=1

Varianssien Var( B ) ja Var(T3) vertailussa voidaan kéyttééd hyviksi Cauchy-

Schwarzin epéayhtaloéd

(&) = (%) (£2)

jossa yhtédsuuruus pétee ainoastaan silloin, jos b; = c-a;, 1 = 1
~! niin Cauchy-Schwarzin

jollain skalaarivakiolla c. Jos a; = z; ja b, = x;
epayhtalon perusteella saadaan

(3)

) "7n7

(o) = (£ (5) (5 - (Zx) ()

sn?< <ixf> (isz) & imf >n /
=1 =1 =1

jossa yhtésuuruus pétee ainoastaan silloin, jos x1 =

tulos

- = x,. Nyt saadaan

A 2 n
Var(B) = st /Z =Ly
z =1
= 1

Verrataan viela estimaattorien 7T ja T5 Variansseja keskenaén.

2

o
Var(7T,) — Var(1Ty) = E — :%
nz n2z

2
@ o2 |, 1 & , ol n
> S5 |Tn _E:xz N =551
n2z n < n2z? | n
1=

n2z? | nt

joten Var(T) > Var(7})
(*) Cauchy-Schwarzin epéyhtdlon (3) perusteella

o2 n - - ’ (*) g2
=P Z-’L’lsz -n an???[

;2 = Var(TQ)

(5

szzx P P (ZM /) .

=1 7j=1



5. Mallissa Y7, ..., Y, ~ Tas(0,6) 1L on su-estimaattoriksi saatuf = max(Yy,...,Y,)
(ks. luentojen kohta 2.2.8).

a) Muodosta 0:n kertymifunktio F lihtien havainnosta
P{ <y} = P{Yy <y}--- P{Y, <y}

ja derivoi siita tiheysfunktio f = F”.

b) Laske f:n odotusarvo ja totea, etta 6 on harhainen mutta asymptoottisesti
harhaton.

¢) Laske 0 varianssi ja keskineliovirhe E[(0 — 0)?] ja vertaa Jjalkimméiista
momenttimenetelmén antaman harhattoman estimaattorin § = 2Y (luen-
tojen kohta 3.3.3) varianssiin. Kumpi estimaattori on parempi?

d) Olisiko 6 = [(n + 1)/n)0 hyvii estimaattori? [Monisteen harjoitustehtéivi
3.10]
Ratk.

a) Tunnetusti 6 = max{Y],...,Y,} <y, jos ja vain jos Y; < y kaikilla ¢ =
1,...,n. Siten riippumattomuuden nojalla

Flyy=P@O<y)=PM <y,....Ya<y)=PMi<y)---PY,<y).

Koska kaikilla i =1,...,n

07 ) € (—OO, 0]7
PY;<y)=416""y, ye€(0,0),
1, y € [0, 00),
niin
07 Yy € (_007 0]7
F(y)=4607"y", ye(0,0),
1, y € [0, 00).
Derivoimalla saadaan siis
07 ) € (_007 0]7
fly) =F'(y) =0y, ye(0,0),
0, y € [0, 00).

Koska tiheysfunktiota f kdytetddn ainoastaan integraaleissa, ei haittaa
ettd F” ei ole médritelty pisteissé 0 ja 6. Itse asiassa voidaan asettaa f(0) :=

f(0) := 0, jolloin f(y) =0 "ny" 1 (y), y € R.



b) Suoralla laskulla saadaan

~ o0 n 0 n pn+1 n
E@©) = / yfy)dy = 4 Wy = =t 020

Estimaattori 6 on siis harhainen mutta asymptoottisesti harhaton, koska

lim E(f) = lim 6=0.
n—00 n—oo 1, +
¢) Lasketaan ensin #:n toinen momentti:
0 n gn+2 n

E(0?) = < dzﬁ n+l g, — _
(0%) /_Ooyf(y)y ) R Atrarer R Tl

Siten 6:n varianssi on

9 n 2 n 2

Var() = E(0%) - (B()))* = n+2  (n+1)?  (n+1)2(n+2)

Keskineliovirhe on

E(6-0)) = (n+1)2(n+2)92+[n+16_6]
n 1

B (DN <n+1>2]

B n N n+2 } )
n [(n+1)2(n+2) (n+1)%(n+2)

- _<n+2(17§2+<n1)+2)} = {(n+1)2(n—|—2)}02

Momenttimenetelman mukaisen estimaattorin 8 = 2Y varianssi on

~ 4 4 6 1
Var(0) = — - Var(y) = = — = —0?
ar(6) n ar(Y1) n 12 3n ’
joka on harhattomuuden vuoksi my6s sen keskineliovirhe. On suoraviivais-
ta tarkistaa, etta
L 2 2

3n = (n+1)(n—|—2)0 ’

kun n > 2, ja ettd kyseinen epdyhtélo pétee aidosti kun n > 2. Siten
keskineliovirheen mielessé 6 on parempi kuin 6.

d) Estimaattorin 6 odotusarvo on

1 .- 1
n—+ E(e):n+ n -0

n n n+1

E(f) =
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eli 6 on harhaton. Varianssiksi - ja harhattomuuden vuoksi samalla keski-
neliovirheeksi - saadaan

(n+ 1)

1 2
> 6°.

Var(d) = oy P

Var(9) =

On jalleen suoraviivaista tarkistaa, etta f:n ja 0:n keskineliovirheet toteut-
tavat epayhtélon

2 2 1 o2
(n+1)(n+2) n(n +2)

kaikilla n > 2, joten @ on tehtivissé tarkastelluista kolmesta estimaatto-
rista keskinelivirheen mielessé paras.
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