Tilastollinen paittely, syksy 2013 - kevit 2014
Harjoitus 3

Esimerkkiratkaisut

1. Tarkastellaan gammajakaumamallia Y3,...,Y, ~ G(a,1/8) 1L, jossa «, 5 >

0.
a) Parametrina on (o, ). Totea, ettd uskottavuusyhtédlot voidaan saattaa
muotoon
loga —4(a) =logy —n~' 3, logy,
B=Yy/a,
jossa () = I"(a) /T (), ja jérkeile, ettei niitd voi ratkaista suljetussa
muodossa.

b) Parametrina on vain (3, ja o on tunnettu luku. Laske havaittu infor-
maatio j(f5;y) ja Fisherin informaatio i(3). Mikd on f:n su-estimaatti?

Ratk. a) Gammajakauman G(a, 1/8) tiheysfunktio on (ks. luentomonisteen

liite)
(1/6) 1L—y/B _ 1 -1,—y/B
fly;a,8) = e ———y* e VP,
i) = ) ()
Koska satunnaismuuttujat Y7, ..., Y, ovat riippumattomia, niin yhteistiheys-

funktioksi saadaan

fr(y;a.8) = Hﬁara Wﬁ—ﬁmrn (H?J> o= Tie1vilB
- (Hyz> 5narn (Hyz) Tl

Asettamalla ¢(y) = [[\_, vi, uskottavuusfunktioksi saadaan

L(a, By) = c(y) [y (y; . B) = ern (Hy> e~ iz vi/B

ja log-uskottavuusfunktioksi tulee siis

o, Biy) = log L(e, B;y) = —nalog () — nlog(I'(e)) + o Zlog(yi) - Zyi/ﬁ

= —nalog(8) —nlog(l'(a)) + a Z log(y:) — nyB~".



Lasketaan log-uskottavuusfunktion derivaatat parametrien « ja 8 suhteen:

0
Lo pry) = —nlog(s)
= —nlog(B) — nY(« —i—Zlog i)
0 no o
a—ﬁl(a,ﬁ;y) = —7+ny6 %

Asettamalla derivaatat nolliksi saadaan uskottavuusyhtaloiksi

{—nlog(ﬂ) —np(a) + 37 log(y;) =0 |- (1/n)

—5 +ngh =0 I (8%/n)
o ) —1os(B) —w(a) + 5 2L, log(y:) = 0
—af+y=0 || Ratk. param. § suhteen

o ) 1os(B) = () + 5 320, log(y:) = 0
B=1y/a | Sij. ed. yhtéiloon

- {— log(7/t) — () + L 31, log(y) = 0

B=1y/a

loga — ¢(a) =logy —n~t > " logy;
=

B=1y/a

Huomataan, ettéd eo. yhtéloparin ensimmaistd yhtaloa ei selvastikdan pysty
ratkaisemaan parametrin a suhteen suljetussa muodossa eli yhtélon ratkaisua
ei ole mahdollista kirjoittaa alkeisfunktioiden avulla.

—Q

b) Kun « on tunnettu vakio, niin voidaan valita c¢(y) = (], i) "™ (a) (T, vi)
Talloin uskottavuusfunktioksi saadaan

L(B;y) =cy)fy(y; 5) = B}Lae s vilB

ja log-uskottavuusfunktioksi tulee

I(Biy) = —nalog(B) — > _vi/B = —nalog(B) — nyB .
=1



Lasketaan log-uskottavuusfunktion ensimméinen ja toinen derivaatta:

MBy) = l(B) = - s

"(B;y) = dd—;zl(ﬂ;y) = T;—? —2nyB~>.
Havaittu informaatio on nyt

i) = ~(Bry) =~ + 2067

joten Fisherin informaatioksi saadaan

i(8) = E((BY)) = - +2mE(Y)3 = - 4 2nBE(Y;) 5~

B B
no « _ noa  2na na
- ()t -

Etsitdan suurimman uskottavuuden estimaattia log-uskottavuusfunktion de-
rivaatan nollakohdasta:

no

p

Koska log-uskottavuusfunktion derivaatta kohdassa g/,

+ngf? =0 8=yl

no na®  2na® no

"(g/esy) = @R ony(y/a) " = T =

on negatiivinen (% > 0 ja o® > 0), niin 7/« on uskottavuusfunktion lokaali
maksimikohta. Koska parametriavaruus on avoin vali (f € Q = (0,00))
ja y/a on ainoa nollakohta, niin parametrin  suurimman uskottavuuden
estimaatti on

B =

O |



2. Olkoot Yi,...,Y, ~ Exp(\) 1L. Laske havaittu informaatio j(;\;y), Fishe-
rin informaatio i(\) ja odotusarvo E[l'(\; Y)?]. [Monisteen harjoitustehtavi
2.11]

Ratk. Tilastollinen malli on

n
H)\e—/\yi — A Y )\ne—AnQ’

joten uskottavuusfunktioksi saadaan
Lxy) = fy(y;d) = Ne ™M, A>0.
Log-uskottavuusfunktio on nyt
I(Ny) = log L(\;y) =nlog(A) — Anyg, A>0.

Etsitdan suurimman uskottavuuden estimaatti asettamalla log-uskottavuusfunktion
derivaatta nollaksi ja ratkaisemalla yht&lo A:n suhteen.

1
'Ny) = 2 —ng=0 o A= -
() = & :

Tutkitaan toisen derivaatan avulla onko kyseessid maksimikohta. Havaitaan,
etta

U(\y) = —% <0 kaikilla A > 0,

joten A =1 /g on uskottavuusfunktion lokaali maksimikohta. Koska 1/¢ on
uskottavuusyhtdlon ainoa ratkaisu ja parametriavaruus on avoin vali (A €
Q = (0,00)), niin A = 1/§j on parametrin A suurimman uskottavuuden esti-
maatti. Havaittu informaatio on

e VA L
Fisherin informaatio on
i(\) = E[-I"(\Y)]=E {ﬁ] -
Lasketaan vield odotusarvo E[I'(\; Y)?].

E[l'(\;Y)?] = Var[l'(\Y)] + (E[I'(A\Y)])? = Var [X — nY] + (E [g - nY])Q
__ZY (——nE( ) —V&l‘(ZY) (——ni\)

Z\/ar +O_Z)\2:—2

= Var




3. Tarkastellaan mallia, jossa havaintoja vastaavat satunnaismuuttujat Yy, ..., Y,
ovat riippumattomat. Mallin parametri on yksiulotteinen 6. Totea, ettd mal-
lin havaittu informaatio ja Fisherin informaatio ovat

J(O0y) =(O0u) + -+ Ju0iyn)  Ja i(0) =0 (0) + - +in(0),

jossa jr(0;yr) on pelkistain yhteen havaintoon y perustuva havaittu in-
formaatio ja ix(f) = E[jx(0;Y})] on vastaava Fisherin informaatio. Miten
tulkitset tdmén tuloksen? [Monisteen harjoitustehtéva 2.13]

Ratk. Koska havainnot ovat riippumattomia, niin tilastolliseksi malliksi saa-
daan

H fvi(yi; 0)
i=1

Uskottavuusfunktio on siis

n

L(b;y) = fv(y;0) Zan(yi;G) = [ Z:6: ),

i=1

jossa L;(0; y;) on i:nnettd havaintoa vastaava uskottavuusfunktio. Log-uskotta-
vuusfunktioksi tulee néinollen

1(6;9) = logL(f ZlogL O9:) = > L0 y1),
i=1

jossa [;(0;y;) on i:mnettd havaintoa vastaava log-uskottavuusfunktio. Havai-
tuksi informaatioksi saadaan

iiy) = "Gy d(p sz 0; )
= —ZdQQZk (O59%) = > (—1(6; ) Z]kz (6 yi),
i

jossa ji(0;yx) on k:nnetta havaintoa vastaava havaittu informaatio. Fisherin
informaatioksi saadaan

i0) = E[j(&Y)]zE[ijw;Yk ZE (jr(0: Yi)) Z k(6),

k=1

jossa ix(0) on k:nnetta havaintoa vastaava Fisherin informaatio.

Tuloksen tulkinta: Kun havainnot ovat riippumattomia, niin lisiéhavainnot
kasvattavat informaatiota additiivisesti.



4. Olkoot Yi,...,Y, 1L ja Y; ~ N(Bx;,03), jossa x1, ..., z, ovat tunnettuja lu-

kuja ja o2 > O on tunnettu. Johda parametrin 5 suurimman uskottavuuden
estimaatti ja mallin havaittu informaatio j(5;y). Vertaa havaitun informaa-
tion arvoja tapauksissa a) z; > ¢ > 0jab) z; = 1/i, kun n — oc.

Ratk. Koska havainnot ovat riippumattomia, niin tilastolliseksi malliksi saa-
daan

fy(y:8) = H ! QGXp{_%ﬂ(yi_ﬁxiP}

Olkoon c(y) = (270)™2. Tallsin uskottavuusfunktioksi saadaan

LBy) = cy)fy(y;:B) = exp {—2%2 > (wi— ﬂxi)Q} .

0 =1

Logaritminen uskottavuusfunktio on nyt
1
(Biy) = logL(Biy) = —5= (4 — Bri)™.

Etsitdan suurimman uskottavuuden estimaatti derivointimenetelmén avulla.
Derivoidaan log-uskottavuusfunktio, asetetetaan derivaatta nollaksi ja rat-
kaistaan (:n suhteen.

gy = LA |
1
_ _27322(1-—5:@ ;) = 22:@ yi — B;)

Tutkitaan toisen derivaatan avulla onko kyseessd maksimikohta.

2
"(B;y) = Za—lx <0 kaikilla § € R,
0

joten



on parametrin £ suurimman uskottavuuden estimaatti.

Havaittu informaatio on

joten

(b) Olkoon z; = 1/i. Talloin

j<ﬂ§y) = i;Q = o

Kuviosta 1 ndhdéaén, etta

(—xH=1+1=2,
1

o0 1 00
0<ZZ_—2<1+/1 o 2dr =1+
=1

joten

oo 1
lim ](ﬁ, y) = Zl 1 ¢ < 5

n—00 0(2) o

Huom! Voidaan osoittaa, ettd ) 5 = 72/6 ~ 1.645. Télloin tarkaksi

raja-arvoksi saadaan

/6 7
li 0. _ —
lim j(5;y) o2~ 602
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Kuva 1: Summan )" | & arvioiminen funktion f(z) = 1/z* avulla.



