Tilastollinen paittely, syksy 2013 - kevit 2014
Harjoitus 2

Esimerkkiratkaisut

1. Olkoon Yi,...,Y, ~ Exp()) LL. Kirjoita vastaavan tilastollisen mallin lauseke
(ytf). Muodosta sitten aineistoa y = (i, ..., y,) vastaava uskottavuus- ja log-
uskottavuusfunktio sekd madritd huolellisesti perustellen parametrin A suurim-
man uskottavuuden estimaatti. Hahmottele log-uskottavuusfunktion kuvaajaa.

Ratk. Riippumattomuusoletuksen perusteella yhteistiheysfunktioksi saadaan

n n

Fr (i) =[] Frlwin) = [[ re ™ = Are A B =y,

i=1 i=1
jossa ¥ = (y1 + - - - + yn)/n. Uskottavuusfunktioksi saadaan
L(Xy) = fr(y;A) = X,
jolloin log-uskottavuusfunktioksi tulee
(A y) = log L(A;y) = nlog(A) — Any.

Etsitdan suurimman uskottavuuden estimaattia log-uskottavuusfunktion deri-
vaatan nollakohdista:

d n 1

I'Ny) = —<lNy)=~—ng=0& X = —.

Ny) = Flhy) = T —ny 7
Koska parametriavaruus on yhtendinen ja avoin vili (2 = (0,00)), uskotta-
vuusyhtélolla on vain yksi ratkaisu (1/7) ja log-uskottavuusfunktion toinen de-

rivaatta )

d n
"\ y) = WZ(A;’.U) =z
on negatiivinen kaikilla A > 0 (joten se on negatiivinen myo6s kohdassa 1/7),
niin derivaatan nollakohta on uskottavuusfunktion globaali maksimikohta ja
suurimman uskottavuuden estimaatti on siis
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Kuva 1: Tehtédvén 2 log-uskottavuusfunkion kuvaaja, kun n = 10 ja y = 2.

(a) Olkoon f(y;0) = 6/y**!, kun y > 1 (ja = 0 muulloin). Varmista, ettid f on
erddn jatkuvan jakauman tiheysfunktio, kun 6 on positiivinen parametri.
(b) Oletetaan, ettd satunnaismuttujat Y7, ..., Y, ovat riippumattomia ja nou-
dattavat em. jakaumaa. Muodosta syntyvén tilastollisen mallin ytf, ilmoita
sen log-uskottavuusfunktio ja etsi parametrin suurimman uskottavuuden

estimaatti, kun aineisto on y = (y1,...,Yn).

Ratk.

(a) f(y;0) on tiheysfunktio, jos (i) f(y;0) > 0 kaikilla y € R ja 6 > 0 ja (ii)

172 fly; 6)dy = 1 kaikilla 6 > 0,

Koska
0
fly;0) = Fl(l,oo) (y) >0 kaikilla y € R, kun 6 >0
ja
+oo <0 R |
fly; 0)dy = —dy = ——=—(0-1)=1, kun 6 >0,
—00 1 Yy 1 Yy

niin kyseessé jatkuvan jakauman tiheysfunktio.
(b) Koska havainnot ovat riippumattomia, niin tilastollisen mallin ytf on
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fr(y:) E yi9+1 (ITi=, yi>9+1 [Tim vi (T2, yi)a




Valitaan ¢(y) = [[\_, v;. Uskottavuusfunktioksi saadaan nyt

gn
LOy) = cy)fy(yb) = —7
(:y) (y) fy (y;0) T

ja log-uskottavuusfunktioksi

(0;y) = nlog(f) —flog (H yz-) = nlog(f) — 0 Z log(y:)

i=1
Etsitddn suurimman uskottavuuden estimaatti [(0; y):n derivaatan avulla.

n

Z?:l log(yi)

Koska parametriavaruus on yhtenéinen ja avoin vali (2 = (0, 00)), uskot-

~

tavuusyhtélolld on vain yksi ratkaisu (6) ja log-uskottavuusfunktion toinen
derivaatta

N o ' .
lOy) = 5= logly) =0 = 0=
=1

n

"(0y) = 5

on negatiivinen kaikilla # > 0 (joten se on negatiivinen myds kohdassa 6),
niin derivaatan nollakohta on uskottavuusfunktion globaali maksimikohta
ja suurimman uskottavuuden estimaatti on siis

n

P
Zz‘:l log(y;)

3. Olkoon mallina Y3, ...,Y, ~ Tas(f,6 + 1) 1L. Johda aineistoa y = (y1, ..., Yn)

vastaava uskottavuusfunktio ja totea, ettd se saa suurimman arvonsa jokai-
sessa valin (y(n) — 1,y(1)) pisteesséd, kun merkitddn yq)y = min(yi,...,ys) ja
Yn) = Max(yi,...,Yn). Siten suurimman uskottavuuden estimaatti é(y) ei ole
yksikésitteinen (todennékoisyydelld yksi).

Ratk. Mallia vastaava yhteistiheysfunktio on

n n

1
fy(y;0) = H ml(e,eﬂ)(%) = H Lio,04+1) (%)

=1 =1

jossa

Laly) = 1 kuny € A,
A= 0 kunygA

on indikaattorifunktio. Néhdéaén, ettd yhteistiheysfunktion arvo on nollasta
eroava (ts. ykkonen) silloin ja vain silloin kun y; € (0,0 + 1), yo € (6,60 + 1),
e Yno1 € (0,0 +1) jay, € (0,0 +1). Tamé on voimassa tésmélleen silloin
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kun yqy > 0 ja yu) < 0+ 1eli kun 0 € (ym) — 1,yq)). Uskottavuusfunktioksi
saadaan nyt

1 kun 6 € (ym) — L,yw),

L(0:y) = fy(y:0) =

0 kun 6 Q/ (y(n) — 1, y(l))
Uskottavuusfunktio saavuttaa siis suurimman arvonsa 1 jokaisessa vélin (y,) —
1, y(1)) pisteessi, joten suurimman uskottavuuden estimaatti ei ole yksikésitteinen.

. Vuonna 1898 ilmestyneessé kuuluisassa tilastossa oli raportoitu hevosenpotkuun
kuolleiden miesten vuosittaiset lukuméérat neljassiatoista Preussin armeijan yk-
sikossd kahdenkymmenen vuoden ajalta, yhteensé siis 280 havaintoa. Yhteen-
veto tuloksista on alla.

Kuolleita 0 1 2 3 4 >5
Havaintoja 144 91 32 11 2 0

Oletetaan, ettéd kuolleiden lukumééra yhtend vuonna yhdessé yksikossa noudat-
taa Poisson-jakaumaa ja on riippumaton sekd muiden yksikéiden ettd muiden
vuosien lukuméaristd. Olkoon p kyseisen Poisson-jakauman odotusarvo. Muo-
dosta aineistoa vastaavan log-uskottavuusfunktion lauseke ja etsi p:n suurim-
man uskottavuuden estimaatti. Mikd on suurimman uskottavuuden estimaatti
todennékoisyydelle, ettd yhtddn miestéd ei kuole tietyssd yksikossd vuoden ai-
kana?

Ratk. Olkoon
Xi; = 7Yksikossd ¢ vuonna j kuolleiden lukuméard”, ¢ =1,...,14,5 = 1,...,20,

jossa X;; ~ P(u) ovat riippumattomia. Tilastollinen malli on nyt

14 20 . Sz

_ ILL v _ :LL 1,7 I

fx(@iw) = [[[Lemtr =emi—
i=1 j=1 Lig: Hi,j Lij:

jossa n = 14 - 20 = 280. Uskottavuusfunktioksi voidaan valita talloin
L(p; ) = (H xif) Fx(@; ) = e T,
1,J

joten logaritmiseksi uskottavuusfunktioksi saadaan

;) = —np + (Z :L’J> log ().

]



Johdetaan suurimman uskottavuuden estimaatti etsimélld funktion I(u; ) de-
rivaatan nollakohta.

D i Tig

1
l’(u;zc):—n+—£0:>u:—g Tij = .
1 n 4=
2y

Todetaan vield, ettd kyseessd on maksimikohta. Kun ZZ ;@ij > 0, niin

S.ow

() = —#j <0 kaikilla z > 0,

joten derivaatan nollakohdassa on maksimikohta (£ 3~ ;T >0). Kun ), xi; =
0, niin logaritminen uskottavuusfunktio on
;) = —np,

joka saavuttaa maksimiarvon kohdassa = 0 = n™ '), ; %ij. Parametrin
suurimman uskottavuuden estimaatti on siis

A 12 _
"= — Tij = T.
n =
/L?]

Kun yg = 144, y; = 91, yo = 32, y3 = 11, y4, = 2 ja y5 = 0, niin suurimman

uskottavuuden estimaatiksi saadaan

144-0+91-1+32-24+11-3+2-4 196
144 +91 +324+ 11 +2 280

L= 0.7.

Lasketaan seuraavaksi suurimman uskottavuuden estimaatti todennékdoisyydelle,
ettd yhtddn miesté ei kuole tietyssd yksikosséd vuoden aikana. Estimoitava pa-
rametri on nyt

0
Po = P(XU = 0) = e*”% =e M

Funktio po(p) = e * on bijektio, koska

p=e" & pu=—log(po).

Kéayttamalla suurimman uskottavuuden estimaatin invarianssiominaisuutta, pa-
rametrin py suurimman uskottavuuden estimaatiksi saadaan

Po=e "= x (.4966.



