Tilastollinen paittely, syksy 2013 - kevit 2014
Harjoitus 1

Esimerkkiratkaisut

1. Kertausta todennékéisyyslaskennasta. [lmoita satunnaismuuttujan Y jakauman
nimi ja pistetodennékoisyys- tai tiheysfunktio seuraavissa tapauksissa:

(a) Y = Xy + -+ Xy, kun Xy,--- X, ~ B(f) 1 (otos Bernoulli-
jakaumasta)

(b) Y =U+V,kan U ~ N(uy,0%),V ~ N(ug,03) jaU 1L V.

() Y =U? kun U ~ N(0,1).

(d) Y =aX+b, kun X ~ Tas(0,1) (vilin (0, 1) tasajakauma) ja a > 0,b € R.

() Y =X, +---+X,, kuan Xy,--- , X,, ~ EXP(\) 1.

)

) Y=X1+--+X,, kun Xi ~ P(u1), -+, Xn ~ P(u,) ja Xy, -+, X, ovat
riippumattomia.

Ilmoita myo6s Y:n odotusarvo ja varianssi kussakin tapauksessa.

[Perusteluja ei tarvitse esittédd. Kéytd tarvittaessa todennékoisyyslaskennan
materiaalia ja taulukkokirjoja apuna.]

Ratk.

(a) Kun Xi,---, X, ovat riippumattomia B(f)-jakautuneita satunnaismuut-
tujia eli Bernoulli-jakautuneita satunnaismuuttujia parametrilla 6, niin nii-
den summa Y = X; + .-+ X,, noudattaa Bin(n, #)-jakaumaa eli Binomi-
jakaumaa parametreilla n ja 0. Koska Y ~ Bin(n, ), niin E(Y) = nf ja
Var(Y) = nf(1 — ). Jakauman Bin(n,6) ptf on

fr(y;n,0) = (n) 1—-60)""Y y=0,1,...,n, 0 €0,1].
Y

(b) U noudattaa normaalijakaumaa odotusarvolla y; ja varianssilla o? ja V
noudattaa normaalijakaumaa odotusarvolla py ja varianssilla o3. Satun-
naismuuttujat U ja V oletetaan lisdksi riippumattomiksi.

Kahden normaalijakautuneen satunnaismuuttujan summa noudattaa myos
normaalijakaumaa. Koska

EY)=EU+V)=EU)+E(V) =y + 2

ja
Var(Y) = Var(U + V) = Var(U) + Var(V) = o} + o3,

1



niin Y ~ N(py + o, 07 + 03) eli Y noudattaa normaalijakaumaa odo-
tusarvolla p; + po ja varianssilla 0% + 3. Jakauman N (p1 + pg, 0% + 03) tf
on

1 1
: 2y _ N2 2
fY(ynuaO—)_ 27T0'2exp{ 20_2(y M) }a yERa ,UGRa o >07

jossa p1 = iy + po ja 0* = o7 + 03.

Kun U noudattaa standardoitua normaalijakaumaa N(0,1), niin U? ~
X7 eli U? noudattaa khii-toiseen jakaumaa vapausasteella 1. Khii-toiseen
jakauman odotusarvo on sama kuin vapausasteiden maéra ja varianssi on
sama kuin kaksi kertaa vapausasteiden méaéréa, joten

E(Y)=1jaVar(Y)=2-1=2.
Jakauman y?2 tf on
1

. - aonf2-1 —y/2 _
fY(y7n> 2n/2r(n/2)y (& y y>0, n 1,2,...,
joten jakauman y? tiheysfunktioksi saadaan
_ 1 21 —y2 _ L1y
frly) = my eV = Wy e

L
vV 27ry
Olkoon Y ~ Tas(a, ) eli Y noudattaa tasaista jakaumaa valilla (a, /).
Talloin satunnaismuuttujan Y jakauman tiheysfunktio on

L .
Fiys 0, ) = { e Josy € (a,f),

0, josy <« tai y>f.

2e7v/2 4 > 0.

ja kertyméfunktio on

0, Josy<a,
Fy(y;o,6) = = Josy € (a,B),
1, josy > .
Jos X ~ Tas(0,1), niin Y = aX + b ~ Tas(b,a + b), silla

Fy(y) = P(Yﬁy)zp(aX—i-bgy):P(XSy;b)
B Fx(y;b)_y;b_(ai;)b—b

on jakauman T'as(b, a + b) kertyméfunktio. Satunnaismuuttuja ¥ = a X +
b noudattaa siis tasaista jakaumaa vélilld (b,a + b). Tasaisen jakauman
Tas(a, 8) odotusarvo on (a + (3)/2 ja varianssi (8 — «)?/12, joten

_b+(a+b) a+2b ((a+b)=b)? a*
a 2 92 12 127

E(Y)

ja Var(Y) =



(e) Jos X; ~ Exp(\) eli X; noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A,
niin silloin myos X; ~ G(1, A) eli X; noudattaa gamma-jakaumaa paramet-
rein 1 ja A. Eksponenttijakauma on siis gamma-jakauman erikoistapaus.
Olkoon X; ~ G(k;, A), i = 1,...,n, riippumattomia satunnaismuuttujia.
Talloin > " | X; ~ GO 5 ki, A). Jos k; =1,4=1,...,n, niin

Y:X1+---+XNNG<21,)\> =G(n,\).

=1

Satunnaismuuttujan Y jakauman G(n, \) odotusarvo ja varianssi ovat seu-

raavat: n n
E(Y) = X ja Var(Y) = beh
Jakauman G(n, A) tiheysfunktio on
fy(y;n, A) = A" y"rte™ y >0, n>0, A>0
Y\Y 1t F(n) ; 9 ) .
(f) Olkoon satunnaismuuttujat X; ~ P(u;), ¢ = 1,...,n, riippumattomia.

Tallsin Y | X; ~ P (D7, ;). Jakauman P (D> 7 | u;) odotusarvo ja va-
rianssi ovat seuraavat:

E(Y) = Zui ja Var(Y) = Z,ui.
i=1 i=1

Jakauman P(}" , w;) ptf on

Y
fy(yip) = 6_“%, y=0,1,2,..., pn>0,

jossa i = Y1, s

2. Erédén sédhkolaitteen eliniéin (paivind) oletetaan noudattavan eksponenttijakau-
maa. Olkoon u keskiméérédinen elinikéd (elinién odotusarvo). Poimitaan n lai-
tetta yksinkertaisella satunnaisotannalla ja mitataan niiden elinidt yi,..., y,,
jolloin vastaavat satunnaismuuttujat ovat Yi,...,Y, ~ EXP(1/n). Muodos-
ta syntyvén tilastollisen mallin eli satunnaisvektorin Y = (Y;,...,Y,) ytfin
lauseke. Ilmoita my6s mallin uskottavuusfunktio. Pane merkille, etté se riippuu
aineistosta vain yhden luvun kautta.

Ratk. Koska havainnot ovat riippumattomia, niin yhteistiheysfunktioksi saa-
daan

fr(ysp) = nyi(yi;u) = H%GXP <—y—> = i6Xp (—l y)



Uskottavuusfunktioksi saadaan
ny
Liwy) = fr(y;p) = o P (——)
Huomataan, ettéd uskottavuusfunktio riippuu aineistosta ainoastaan havaintojen
keskiarvon 7 (tai summan »  y;) kautta.

. Tilanne on sama kuin edellisessé tehtavissa. Nyt ei kuitenkaan ole mahdollista
mitata kunkin laitteen eliniké& erikseen, vaan kiytetddn halvempaa koejirjes-
telyd, jossa n laitetta pannaan yhtd aikaa kdyntiin ja kuukauden (30 paivéi)
kuluttua tullaan tarkastamaan, mitka niistd ovat ehjia ja mitka rikki. Muodosta
tatéd asetelmaa kuvaava tilastollinen malli parametrille .

[Vihje. Ajattele koeasetelmaa n-kertaisena toistokokeena, jossa onnistuminen
merkitsee, ettd laite on ehji ja epdonnistuminen, ettd se on rikki. Mikd on
onnistumistodennékoisyys p:n avulla lausuttuna.]

Ratk. Olkoon

v 1, jos laite 72 on ehja 30 paivan kuluttua,
1 0, jos laite ¢ on rikki 30 piivin kuluttua.

Eksponenttijakaumaman kertyméfunktio on

x 1 X
FX(Z') = /0v peXp (_%> dy = — exp (—%) = 1 — exp <_§) ,
0

P(Y;i=1)=P(X; >30)=1- P(X; < 30) = 1 — Fy,(30) = exp (—%) .

Riippumattomat satunnaismuuttujat Y; noudattavat siis Bernoulli-jakaumaa
parametrilla 8 = exp (—i—0>. Satunnaisvektorin Y = (Y1, ...,Y},) yptf on nyt

Fr(yin) = [ M) =]]ow0 o) === — g >my
=1 =1

B ny n(1-g)
= 9"(1 — f)"1-Y) = {exp <—@)} ll — exp (—@)}
pu pu



4.

L)

Erés leijona viettdd yonsa jossakin kolmesta tilasta: se on koko yon joko hyvin
aktiivinen (6 = 1), kohtalaisen aktiivinen (6 = 2) tai unelias (f = 3). Leijona sy6
yon aikana Y ihmistd. Satunnaismuuttujan Y pistetodennédkdéisyydet riippuvat
leijonan tilasta ja kdyvét ilmi oheisesta taulukosta.

y 0o 1 2 3 4
fy(y;1) .00 .05 .05 .80 .10
fy(y;2) .05 .05 .80 .10 .00
fy(y;3) .90 .08 .02 .00 .00

Erdand aamuna havaittiin, ettd yon aikana leijona oli syonyt a) y = 1, b) y =
3 ihmistd. Esitd graafisesti vastaavat uskottavuusfunktiot. Millaisia padtelmia
tekisit leijonan tilasta kyseisend yona? Kuinka luotettavina pitaisit padtelmiési?

Ratk. Jokaisellay € {1, 2, 3,4} uskottavuusfunktio saadaan yhtalosta L(6;y) =
f(y;6). Annetun taulukon arvoilla saadaan kuvat:
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Kuvista voidaan paitelld, etti SU-estimaatit ovat (a) 6 = 3 ja (b) 6 = 1.
Kohdan (b) estimaatti vaikuttaa luotettavammalta kuin kohdan (a), silld suhde
L(1;3)/L(2;3) = 8 on huomattavasti suurempi kuin suhde L(3;1)/L(2;1) =
L(3;1)/L(1;1) = 8/5.



