
Lineaariset mallit, kevät 2014

Harjoitus 4, viikko 15

1. Olkoon oikea (täysiasteinen) malli Y =X1β1+X2β2+ε (ε ∼ Nn(0, σ
2In),β1 ∈

Rp1 ,β2 ∈ Rp2 , σ2 > 0). Oletetaan, että β1 estimoidaan kuitenkin käyttäen
mallia, josta X2 on jätetty pois (eli malliyhtälö on Y = X1β1 + ε∗). Las-
ke näin saadun β1:n PNS-estimaattorin odotusarvo ja selvitä myös sen to-
dennäköisyysjakauma. Milloin tämä estimaattori on harhaton?

2. (Jatkoa harjoituksen 2 tehtävälle 2) (i) Johda tehtävän varianssianalyysimal-
lissa parametrien µ1, . . . , µp PNS-estimaattien lausekkeet normaaliyhtälöiden
ratkaisukaavaa käyttäen. (ii) Johda PNS-estimaattorien odotusarvot, varians-
sit ja kovarianssit (eli odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi) ja osoita, että
PNS-estimaattori µ̂ = [µ̂1 · · · µ̂p]

′ noudattaa multinormaalijakaumaa.

3. Tarkastellaan kahta riippumatonta lineaarista mallia

Y i =X iβi+εi, εi ∼ Nni
(0, σ2Ini

), ε1 ⊥⊥ ε2, βi ∈ Rp, σ2 > 0, r(X i) = p, i = 1, 2.

Muodosta näistä matriiseja käyttäen yksi malli ja esitä parametrin β = [β′1 β
′
2]
′

PNS-estimaattorin lauseke. Mikä on saadun PNS-estimaattorin jakauma? Apu-
tulos: Olkoon A ja B epäsingulaarisia neliömatriiseja. Tällöin(

A 0
0 B

)−1
=

(
A−1 0
0 B−1

)
.

4. Tarkastellaan kahden riippumattoman normaalisen otoksen mallia

Y1, . . . , Yn ⊥⊥, Yi ∼
{
N(µ1, σ

2), kun i = 1, . . . , n1

N(µ2, σ
2), kun i = n1 + 1, . . . , n1 + n2 = n

(µ1, µ2 ∈ R, σ2 > 0, n1, n2 > 1). Estimoi parametrit µ1 ja µ2 ehdolla µ1 =
µ2 käyttäen monisteessa (s. 16) esitettyä rajoitetun PNS-estimaattorin kaavaa
(2.8).

5. Jatkoa edelliselle. Mikä on parametrin σ2 harhaton estimaattori ja sen jakau-
ma, kun parametrien µ1 ja µ2 oletetaan toteuttavan rajoite µ1 = µ2? Entä
mikä on σ2:n harhaton estimaattori ja sen jakauma, kun µ1 ja µ2 ovat vapaasti
vaihtelevia parametreja?


